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PARATHENIE

Ky tefest shkollor &shté dedikuoar pér t8 mésuarit sistematik dhe t# thelluar t& koncepteve dhe metodave
kye matematike pEr nxéngsit ¢ vitit t£ dyté t# giimnazit dhe pérbén bazé pér arsimimin ¢ métejsh#m, si
dhe pér zhatimin ¢ matematikés né shkencat ¢ natyrés dhe ato teknike, ehonomi dhe né pérditshméri. Ng
kété tekest shkollor jan# pérfagésuar detyra gf jané né pérputhje me drejtimet bashkikohore arsimore g
viné theksin mbi orientimin STEM (shkencE, tnl.'h:::lhgﬁ. inxhinieri dhe matematik#) dhe mbi réndésing
e matematikés si gjuh# dhe vegél pér t& kuptuarit, modelimin dhe zgjidhjen e problemeve reale. Qéllimi i
kétij teksti muk &shtE vetém pérvetésimi i veprimeve formale, por edhe zhvillimi i mendimit analitik, logjik
dhe kritik, si dhe aftésimi pérzbatimin e dijeve matematike né kontekste t& ndryshme.

Teksti shkollor Matematika pér vitin e II pérbéhet nga gjashté tema, t konceptnara sipas programit
m'ﬁLmanm:Iﬂnﬂ.l:lEﬂpErm:I] t€ arsimit ng gjiimnasz.

NE temén e paré shqyrtohen rrénjézimi dhe numrat kompleksé, me géllim zgjerimin e operacioneve né
bashkésing e numrave realé, si dhe zgjerimin e k#saj bashkésie deri né bashkésing & numrave kompleksé.
Eéto pErmbajtje mundésoné t# kuptuarit mé € thellé t# operacioneve algjebrike dhe paragesin veglén e
domosdoshme pér zgjidhjen e ekuacioneve t& llojeve pérkatése dhe zgjidhjen e problemeve né matematiké,
fiziké dhe shumé sfera t2 tjera.

NE dy temat né vijim theksi Eshté vendosur mbi ekuacionet kmadratike (té fugisé s& dytE) dhe ekuacionet
gé sillen né formén e tyre, si dhe mbi funksionin kuadratik, vetité e tij dhe interpretimin grafik. Kéto tema
ofrojné lidhje té garté mes gasjes algjebrike dhe asaj gjeometrike si dhe shérbejné si bazé pér hulumtimin e
métejmé t& funksioneve. NE vijim pérpunohen inekmacionet knadratike dhe sistemet e inekuacioneve ku-
adratike me njé té panjohur, me theks né t&# menduarit logjik, analizén e zgjidhjeve dhe interpretimin e tyre.

NE temén e katért “Elementet ¢ probabilitetit™ prezantohen konceptet bazike t# kombinatorikés dhe
gjasés (probabilitetit), dm.th., principet themelore t8 nomérimit dhe logaritjes s& gjasés. Kéto pérmbajtje
zhvillojné té menduarit kombinatorik dhe statistikor dhe mundésojné modelimin dhe analizén e ngjarjeve
té rastit, prania e t& cilave sa vjen e shtohet n shkencat bashkékohore dhe n# teknologii.

Pjesa e paré e temés sé pesté i kushtohet trigonometrisé, e cila studiohet si njé instrument shumé i
fugishém pér analizén e kEndeve, trekéndéshave dhe identiteteve t# ndryshme trigonometrike, me njé lidh-
je shumé té garté me gjeometring, fizikén dhe inxhiniering. Prezantohen funksionet trigpnometrike dhe
pérdorimi i tyre né zgjidhjen e detyrave teorike dhe atyre praktike. NE pjesén e dyté t& kiésaj teme, q& i kush-
tohet drejtézés dhe rrafshit, shpjegohet dallimi mes aksiomés dhe teoremés, studiohen aksiomat e gjeome-
trisé hapésinore dhe shpjegohet e skicohet varshméria e ndérsjellé e dy rrafsheve, drejtézés dhe rrafshit, ose
e dy drejtézave né hapésirg. NE pjesén e fundit t# temés 58 pest? hulhumtohen format 3D dhe prerjet & tyre
me rrafshin. Pérmes kétyre pérmbaijtjeve zhvillohet paragitja hapésinore, pamore dhe aftésia pér analizén
e objekteve gjeometrike né rrafsh dhe hapésiré.



NE temén ¢ gjashté hnlumtohen format 2D, perimetri i tyre dhe syprina e tyre, si dhe format 3D me
syprinat dhe véllimet e tyre. Kéto koncepte pérpunochen pérmes shembujve praktiké lidhur me matjet,
analizén hapésinore dhe modelimin e objekteve reale, sikurse jané elementet arkitektonike, konstruksionet
teknike, paketimet dhe trupat natyroré.

Teksti shkollor éshté strukturoar asisoj qé secila temé éshté pérshkuar me pérkufizime té garta, veti,
shembuj t& ilustruar dhe detyra té shuméllojshme me nivel t8 ndryshém ndérlikimi. Theks i vecanté
ésht viné né ndérlidhjen mes teorisé dhe zhatimit praktik té matematikés si dhe zhvillimin e mendimit
matematik, logjikés dhe pavarésimin e nuénésve né punén e tyre. Né fillim té ¢do njésie mésimore ka njé
piesé “Rikujtoni!”, ku jané dhéng koncepte t& njohura nga mé paré, por té cilét nxéngsit duhet ¢'i rikuj-
tojné me géllim nxénien e dijeve té reja. Gjithé shembujt né tekst jané dhéné bashké me zgjidhjet. Pas
shembugjve, si zakonisht. ka njé numér detyrash pér verifikim nése nxénésit e kané pérvetésuar materien
¢ njésisé mésimore. Né fund t& ¢do njésie mésimore ka “Detyra pér ushtrime”®, kurse né fund té ¢do teme
ka detyra pér pérséritje dhe pérforcim té materies mésimore.

Edhe pérkundér punés s& madhe t investuar né pérpilimin e kétij telksti shkollor, pér shkak t& kohés
s& shkortér té pérgatitjes sé tij, ka mundési t& ket gabime t& vogla teknike t& cilat, nése vérehen, do t& pér-
mirésohen né botimet e radhés sé tekstit shkollor. Sigurisht, vérejtjet e juaja, t€ cilés natyré qofshin ato, do
té jené t& mirépritura nga ana jong dhe pér t& njéjtat u falénderojmé paraprakisht.

Shpresojmeé qé ky tekst shkollor do t2 jeté njé udhérréfyes i sigurt pér nxénésit né t& mésuarit e matema-
tikés dhe mbéshtetje ¢ vyeshme pér mésimdhénésit né procesin mésimor.
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RRENJET DHE
NUMRAT KOMPLEKSE

NE shumé situata reale nuk mjafton t& pérdoren vetém operacionet themelore aritmetike: mbledhje, zbritje,
shumézim, pjesétim dhe fogizimi. Shpesh dihet syprina, vEllimi ose ndonj& madhési tjetér fizike, kurse
nevojitet té caktohet gjatésia, brinja ose masa pérkatise. Pér shembull, gjaté logaritjes s& gjatésise s& diagonales,
largEsis® mes dy pikave, shpejtésisé, energjis® ose rezistencés elektrike, shfaqet operacioni i rrénjézimit. Me ané
t& kitij operacioni per numrin e dhéng A caktohet numeri B fugia pErkatése et cilit jep numrin A. Operaciond
i tillé quhet rrénjézim dhe ka zhatim t rénd@sishEm né gjeometri, fizike, teknike dhe inxhinieri, si dhe né
modelimin e detyrave STEM. NE kit teméE do t& njihemi me konceptin e rrénjés, vetité ¢ saj dhe mEnyrén &
llogaritjes s saj, si dhe me zbatimin e shprehjeve me rrénjé né probleme praktike.

1.1 FUQITE DHE OPERACIONET
ME FUQI

- Rikujtoni!

* Numri 16 mund t& shkruhet si 4 - 4.
* Shprehja 5 -5- 5 - 5 shkort muond t& shkruhet si 5°.

-1 Mbani mend!
Mése a Gshtd numisr i gfarédoshém real, kurse p njé numiér i ploté pozitiv, atéheré fugia e B8 e numrit
a perkufizohet me:
a=am
a =-g-a-..-q, nzd
n hert

Mumri a quhet bazé e fugisé a”, kurse numri n gquhet tregues (eksponent) i fogiss.

Detyra 1
Té paragiten n# trajté té fogisé produktet né vijim:
a)2-2-2-2-% b) (=5} - (=5) - (-5 ) x-x-x-x



.-"'--______ 1.1 FUITE DHE CIE_E_F.L&':-"‘IT.FH I-':T WE Fudi

Detyra 2
Fuqit# né vijim, t& paragiten né trajtén e produktit me shumézues t& njEjté:
.J' ".i b} {_3}:; ':..' fl-

Detyra 3
Té llogariten foqgité e méposhtme t& numrave 1 dhe -1
1% BT 9 9™

—luhnnjmmd!f

Nése g éshié numiér real | cfarédoshem, a#0, kurse n numér i ploté pozitiv, atéheré g’ = | dhe a™ =%-

— Shembulli 1,
§5=1n  BEg= os=1=l. gp-L_-1
5 125 -2y 8
Detyrad
Té llogariten foqité nE vifim:

a) 0% B1ES o1 g =3

—luhanimd!f

Mése a dhe b jané numra realg té gfarédoshém, kurse m dhe n jang numra t& plots té gfarédoshém,
atgheré vlejng rregullat né vijim pér fugizimin:
1. Produkti i fugive me bazé t& njgjts
a-a=a
2. Herési i fugive me bazé t& njgjts
%- a™", pra=10
3. Fugizimi i fugisé

4. Fugia e produktit

(@")'=a";
(ab)" = a"b%
5. Fugia & herésit

DEg.




TEMA 1 RREMIET DHE NUMTAT KOMPLEKSE

~ Shembulli 2,

Duhﬁt&m:rqulhp&rfnqlﬂm&:fﬂ:jdmﬁpﬁh;&

Ny iy
(3a)' = 3'a" = Bld"
i:q'_‘H=

%

Detyra 5
TE thjeshtohen shprehjet ng vijim:

a) 55 b) [g] 0 ;

~ Shembulli 3,
Té eliminohen fugité negative né shprehjet né vijim:
2 [;;] . b %. e,
Zgjidhje:
1
al"__ L _1_b_(bY g
”[b] g'ia'[n]' i
[b] b b
Mbani mend!
a _'_ E ¥ a= b
YOECENE -
— Shembulli 4
ﬁmmwhiwmm[;‘] .
'h: - 2
i _ :}r-l ={3}|d]1=32{rd]2=2£
3yt X x x =
Detyra 6

Té eliminohet fugia W&gﬁﬂgﬂhmhaw[ﬁjr_




i cost e ;
L r..' Ty .

~ Shembulli 5,

Thellésia mesatare e Ogeanit t& Qeté &hité 4280 m, kurse syprina e ogeanit &hi# 1.7 - 10 m’. Nése
villimi logaritet si produkt i syprings dhe i thellésisé s& ogeantt, atéhers sa éshté véllimi i pérgjithshem
i oqeanit | shprehur né litra? (Njé metér kub pérmban 1000 litra)

Zgjidhje:
Thellésing mesatare le ta shénojmé me d = 4280 m, kurse syprinén me B = 1,7 - 10" m’, Véllimin e
oqeanit e logaritim me formulén V= B - d. prandaj kemi
V=B-d=17-10"-4280=7276- 10" =7.276- 10" m'.
Nése kemi parasysh se 1 metér kub pérmban 1000 litra, dm.th. 1 m' = 107 |, atéheré fitojmé se vallimi
i pérgjithsh#m i ogeanit né litra Eshté
V=7276-10"-10°'=7276- 10" L

~ Shembulli 6 ,

Njé hapésiré e mbyllur, e izolnar, spitalore ka dimensionet: gjerésing 5 m, gjatésing 10 m dhe lartésing
3 m. Ajo &shtZ e mbushur vetfm me oksigjen, Njé metér kub pérmban 1000 litra, kurse 22.4 litra gaz
i ¢farédoshém pérmban 6,02 -10% molekula (numri i Avogadros), Sa molekula oksigieni ka né keté

hapésiré?

Zgjidhje:
Vellimi i hapésirés s& dhéné &shté V=5-10-3 = 150m’ = 150- 10’ L. Megenése né 22,4 litra ka 6,02 - 107

¥
ml&uhﬁﬂﬂbpadduﬁ@ihﬁph%mﬂhhﬁhm.mlmﬁip&ﬂmi

molekulave t& oksigjenit né kété hapésiré t& izoluar &shté 150-10°-

502107 =40,3-10" = 4,03-107.

Aktivitet

* Njé copE druri, nE temperaturé 600 °C digjet plotésisht pér nj sekondé. KohEzgjatja e nevojshme e
djegies s drurit dyfishohet me uljen e temperaturés pér ¢do 10 °C, kurse pérgjysmohet me rritjen
e temperaturés pér ¢do 10 °C. PEr sa sekonda do t€ digjet njé copé druri né:

a) 550°C; b) 650 °C?
* Jepen barazimet né vijim:
27— =24 b ¥4I -y -y
NE grupe, diskutoni né lidhje me vendin ku duhet shénuar kllapat g t£ fitohen barazime & sakta
normerike.




1. Té logaritet secila prej shprehjeve:

% A L L [’_]' [E]‘ [ﬂ]d.
9% beEr ol 0 o IEIEIE
¥-47.5 o . (1Y
dh) m. g 2427 £} E] -3y,

2. Té thjeshtohen shprehjet:
A% b @NYR 90T 9 S ) e

\ : I P 2 &x’s _L. i I.T_I':-l -3

o oo (]8T o]

3. Indeksiimasés trupore Esht? njé masé g pérdoret nga hulumtuesit mjekésoré pér t€ pércaktuar
nése ndonjé individ ka ose jo pesh# normale trupore, pra nése #shté mbipeshé ose nénpeshé
né raport me peshén normale. Pér individin g peshon W kilogramé dhe ka lartési H, indeksi
i masés trupore B, llogaritet me formolén

dhe konsiderohet se ka vleré normale nése kfnag mosbarazimin 18,5 = B = 24,9, kurse per
personin me indeks t& masés trupore gé kap vlerat B = 30 thohet se &sht# mbipeshé
a) T logaritet indeksi i masés trupore pér secilin person t2 shénnar né tabelé, e mé pas pércaktoni

Pjetri 43 L6
Liuka 47 154
Mioshi 95 1B4
Vedrani 105 1.55

b) Llogarit indeksin ténd t€ masés trupore
4. Nese investoni njé shumé prej 5000 denarésh, interesi (kamata) pas n vitesh llogaritet me
formulén:
I = 5000 (1,0025"™ - 1).
Pérplotésoni tabelén né vijim me interesin (kamatén) pér numrin e dhéné té viteve.

Vite Interesi né denars
1 152,08
x
3
4
&
5. Leté jené a, b dhe c numra realg té tillé gé a > 0, b < 0 dhe ¢ < 0. Pércaktoni shenjén e secilés prej

shprehjeve:
A b WY Qabe; g k-a)t  d) (b-a)h  dh) —

i
I
i
|
|
i
|
|
i
|
|
i
I
i
I
|
|
i
|
|
I
|
|
i
I
I
nése personi né fjalé Eshi me peshé normale, &shté nénpeshé ose mbipeshé. I
|
|
I
|
|
I
|
|
I
I
I
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I
I
I
|

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
: Peshantkg | Lartesia 02 m | ladeksi i mases trupore | Perfundimi
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|




.-H-

1.2 KONCERFPER RRENJEN

1.2 KONCEPTI PER RRENJEN

— Shembulli1 ,

NE njé park duhet t# projektohet njé kopsht lulesh né formé katrore me sypriné 64 m’. 5a duhet t& jeté

gjatésia e brinjés s& katrorit?

Zygjidhje:

Le ta shfnojmé me x gjatésing e hmjﬁuhnmi. Brinja x duhet t& plotésojé, kEnag, ekuscionin
=64

Gijatésia e brinjés sé katrorit €sht# numér jonegativ, prandaj pyetja &shté se cili #sht# ai numér xi cili knr

shumézohet me vetveten jep 647 Eshtf mé se e garté se 8 = 64, dm.th. x = 8. Shkruajmé x=+f64 =8,

~ Shembulli 2,

Gijaté rénies s liré, rruga s (e matur me metra) g€ e kalon trupi jepet me formulén, g€ e pershlruan
né ményrE té pérafért rrugén, s = £, ku ¢ 2shté koha e dhéné né sekonda. Pas sa sekondash trupi do té
kaloje rrugén prej 36 m?

Zgjidhe:

NE kiété rast kirkohet koha 1, g &shté numér jonegativ, kishtu gé £ = 36. Megenése 6' = 36, vijmé né
pérfundimin se f = 6 5. Pra, gjaté rénies sé liré, trupi rrugén prej 36 m do ta kalojé pér kohén t = 6 5.

Shkruajmé t =+/36 = 6.

~ Mbani mend! ,

Rrényja katrore (rrénja me tregues t8 ménjés 2) e nj& numri real jonegativ x Eshté nj& numér jonegativ
real p.itillégé y" = x

Shkruajmé, _;|-'=1.E dhe lexojmé .y shté ménja katrore e x”

N& shprehjen 4%, numri x quhet shprehje nén rminjs (ose madhési nén rénjs).

Verejme se operacioni 'ifnqimnhmzutguﬂfuqiulqﬂl!upuauml' 'irliﬂj&humﬁﬂﬂpﬂmt' inverse
pér njéri-tietrin. Me t& vértets,

J36 =6, sepse 6 = 36;

225 =15, sepse 15 = 225;

Ji=1, upuf:l:

A0 =0, sepse 0 =0,

Detyra 1
Té llogariten vlerat e rrénjéve katrore t8 méposhtme:
a) V144 b) 196 o) ofs2s.
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Mp&ﬁﬂh&ﬂ.hﬂ!ﬂﬁﬂﬂ&:ﬂ;ﬂiiﬁmﬂﬁf:!ﬁ,ﬁu nok kemi kufizime nE lidhje me parashenjén e
numrit x, attheré kérkohen gjithe numrat realg x pér t€ cilét elmacioni kalon, béhet. identitet mumerik. Pér
kété eknacion kemi dy rgjidhje: x=—5 dhe x =5, sepse (—5)" = 25 dhe 5 = 25.

Shkrusjmé x=14/25 =15. Mirépo, kini kujdes, sipas pérkufizimit, 4/25 =5. Shenja £ vjen pérpara shenjés
s€ ITEnjés.

— Shembulli 3,

Te zgjidhet ekuacioni x™ = 100.

Zgjidhje:
Nga diskutimi mé sipér, kemi, x =24f100 =210,

Detyra 2
a) ¥=324; b) F-36=64 c) 289-=0

- Shembulli 4 ,

NE ndértimtari pérdoren blloge betoni nE formé kobi. Njé bllok § tillé ka vEllim 64 m’. Sa Esht gjatEsia
e tehut tF kubit t# tille?

Zgjidhje:
Nese me a ¢ shénojmé tehun e bllokut, kubit, atéherg numri i tillé 2 kénaq ekuacionin a’ = 64. Numri i
vetém a g plotéson ekuacionin e tillé éshté a = 4. Shkrugjmé a=364=4.

— Mbani mend! ,

Rrénja kubike [ménja me tregues ménge 3) e numirit real x 8shit& numri rml};iﬁlliqif:.\:
Shkruajmé, y=4x dhe lexojme ,y &sht& mrénja kubike e x”

VEreni se operacioni i fogizimit me tregues fogie 3 dhe operacioni i rrénjés kubile jang operacione té ndérsjella
inverse. Me t& vErteté,

Yi=2 sepse?’ =8

Y27 =3, sepse (-3 =-27;

YT=-1, sepse (-1 =-1;

%'.'ﬂ'_='ﬂ'. upulf:ﬂ.

Detyra 3
Té llogariten vierat ¢ méposhtme t& rrénjéve kobike:
a) 4-125; b) -Hiﬂﬂﬂ. c) ﬂl—lﬂm.
Parashtrohet pyetja, tani, nése koncepti i rrénjés mund té pérgjithésohet pér tregues & ¢farédoshém n, t&
rrénjés, ku n (n = 2) Eshté numér i ¢farédoshém natyror.
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-1 Mbani mend! -

1. NEse n Eshté numéEr cift at8heré ménja e n-12 &shi funksion g& ¢cdo mumri real jonegativ x i
shogéron numein real jonegativ y per té cilin vlen 3" = x.

2. Nese n &shté numer tek, atéheré ménja e #- té &chté funksion g& gdo numri real x i shogéron
numirin real y pér t& cilin vien y" = x.

NE t& dy rastet shikruajmé, y=4fx dhe lexojmé .y 8sht? rrénja e n-té e x*

Le t& nénvizojmé se nése treguesi n i rrénjés Eshté numér cift, atfherd funksioni #shté i pérkufizuar pér
giithé numrat realé jonegativé, d m.th., fusha e pérkufizimit e kétij funksioni éshtg D = [0, +3). Vlerat q&
merr ky funksion, gjithashtn, jané nomra realé jonegativé, prandaj bashkésia e vlerave e ktij funksioni &shté
V=[0, +x).

Nga ana tjetér, nése treguesi i i rrénjés éshté numeér tek, atFheré fonksioni &shté i pérlufizuar pér githé numrat
realg, d.m.th., fusha e pérkufizimit e ketij funksioni &shtz D = K. Vlerat g¢ merr ky funksion, gjithashtu,
jané numra real, té cilét mund t jené si pozitivé ashtu edhe negativé, prandaj bashkésia e vlerave V= B
NE rastin e pergjithshém. fusha e pérkufizimit dhe bashkésia e vierave g€ merr funksioni rrénja e n-t8 mund
té shlorahen si

i 0,+), n&se s eshitd numer Cifi 0 +x), nése n eshté nomer cift
Tl R nisen&shie numér ek "l R nésen e &shté numeér ek
9 Shembulli 5‘,

a) Shprehjet 416, & —64,+/—25 nuk jané té pérkufiznara pasi numrat negativé nuk jané né fushén e
pérkufizimit té funksionit rrénja e n-té, pér numrin gift n.

b} Shprehjet 4/—8,4/—32 jané t& pérkufizuara pasi fusha e pérkufizimit fanksionit rrénja e n-té, pér
minﬂmﬁhﬁejﬁihﬁﬂahemmﬁﬂilﬂimlminﬁ=—ldh¢# —32=-1

Detyra 4
Té caktohet se cilat nga shprehjet e méposhtme jané té pérkufirnara, e cilat jo:
a) 4-25; b) 449 a #B0: o 4hoo.

- Shembulli 6

Té njehsohen vlerat e rrénjéve né vijim:

A w9 Yo
Zgjidhje:

2) A7 =37 =3
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b - =252

o 3 =yfs1=343),

§) Vereni se (-3)° &sht? numér pozitiv, prandaj rrénja q'i—_ﬂ'- gshté ¢ pérkmfiznar. Késhtuo,
Ji=3)" =4fi—3)* =4729 =3={-3|. Me fialé tjera, viera e 4/(-3)" nuk éshti -3, , por &shté 3=|-3|.

- Mbani mend! ,
R E" nise i Bshtd numér tek
#"_._l]q nése w Eshié numér ift

Detyra 5

Caktoni vierén e shprebjes:

a{e: wfe: o o e

- Shembulli 7,

Llngaritni shprehjet né vijim:

Y T e

Zgjidhje:

a) (B) -F-5 b (#6)=2'=16 o (¥T)=(3=27.

-1 Mbani mend! -

Nese &shté e pérkufizuar shprehja &fa. atéhers (4a) =a.

Véreni se (416 # 16, sepse —16 nuk éshté né fushén e pérkufizimit té funksionit rrénja e 4-t2

— Shembulli 8 ,

Policia pérdor formulén v = /254 d pér té vierésuar shpejtésing v (né km/h) me té cilén léviz automjeti
nése rréshget d metra pasi t& keté frenuar furishém (figura mé poshté). Numri f éshté koeficienti i
férkimit i rrugés, q paraget masén se sa e rréshqitshme £sht# rruga. NE tabelén vijuese jané dhEné disa
Viesésime tipike pér koeficientin £

Asfalt Beton | Kalldrém
I lagshté 0.5 0,4
1 thaté L0 0,8

0.1
0.2
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a) Neseautomjeti rréshget 10 metra né betonin e lagsht? deri sa ndalon,
sa shpeijt ka gené duke levizur né ¢astin kur ka shtypur frenat?

b) NEse antomjeti lEviz me shpejtési 20 km/h né rrogén e shtruar me
kalldrEm té thaté, sa rrugé do tE kalojé nga momenti i frenimit deri
sa té ndaloje?

Zgjidhje:

a) a) Megenése automjeti rréshqet 10 metra né betonin ¢ lagshtz, kjo do t2 thoté se d = 10, kurse
f= 0,4 NE pajtueshméri me formulén e dhéng. kemise v=.f254 fif =+/254-0,4-10 =31,87 km/h.

b) Automieti léviz me shpejtési 20 km/h népér kalldrém t& thaté, prandaj v = 20, kurse f=0,2. Né kité
rast kirkohet distanca, rruga ¢ kaluar, 4. Nga formula e dhéng e pércaktojmé v =254 fd, pérkatésisht

Me zEvendisimin e vlerave, fitojmé:

| L Cilst nga gjykimet ¢ méposhtme jané t sakta:

[ a) Numri 6 éshté rrénjé katrore e 72;

| b} Numri 7 éshté rrénjé katrore e 49;

I c) Rrénja e pesté e 243 &shté 3;

: ¢) Rrénja e pesté e -243 éshté -3;

| d) Rrénja e katért e 16 Esht —4.

[ 2. Cilat nga shprehjet e dhéna janE té pérlmfiznara:

l a) = b)) JIE o e o S

| 3. Percilatvlera t€ ndryshores x jan té pérkufizuara shprehjet ¢ mposhtme:

| a) x5 b Prra o dion g dn g Y
: 4. Llogaritni vlerén e shprehjeve né vijim:

| a) ;,Jgu.,ﬁ—& b) V% -§—64+iE1; o T -JE-§
|

| 5. Cilat nga barazimet e dhéna jané t sakta

| ) ¥ =4 b) Afl—4F =4 ) Scosdl®—2 g -3 =3
: a =2  ay =L

|
|
|
|
|
|
|

6. Per cilat vlera t€ ndryshores x Esht# i sakté barazimi?

a) JF=I‘. b) -i:_=1': c) IJ::I"'I.]I =x+]; §) qﬁ' 2-x)* 92-x|.

7. Njé inxhinier elektrike punon né njé projekt pér panele diellore. Ai déshiron t€ vendos nx n
panele né njé sistem (d.m.th. n rreshta dhe n kolona me panele). Njé panel prodhon 40 vat-
oré né dité. 5a panele do t'1 nevojiten inxhinierit nése déshiron g€ sistemi t& prodhojé 1000
vat-oré né dite?
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1.3 FUQIA ME TREGUES NUMER RACIONAL.
PARAQITJA E RRENJES PERMES FUQISE

-1 Rilkujtonit

s Mése nEZ*, ateherd
1. d°=a-..-a, pérn22;

s
2 @ =—, pEraFl
a”
3. a"=1péEraz0.

» Neége r €0, atéheré r mund t& paragitet si r=E. kmmeZnel
"

Fugia me treques numeér racional
Konceptin ¢ fugizimit me tregues numér natyror dhe t& ploté do ta pérgjithEsojmé me konceptin e fugizimit
me tregues numér racional. QFllimi i ketij pérgjithésimi £shté qE t& viejné rregullat e njgjta t8 fugizimit g
viejné edhe pér fugité me tregues numér natyror ose numér té ploté.

N fillim do ta pérkufizojmé fugizimin me tregues t& fiqisé 2 formés —, kn n e N.
M

-1 Mbani mend! .

1
1. "E‘-ﬂ!-ﬂ'-ﬂﬂl‘te_ & MLIMEr I'H-Eljmﬂgﬂ‘h"l" {l"EH numer [Hm‘l]- -'ll'-l}'l'l"l.- -EI'EIH'I'E- e ar _Eid‘tﬂn nurmer i{lﬂgﬂﬂ'—
¥ n
pertécilinvlen | g~ | =4
1

2. Nése a éshté numér real dhe n numér pozitiv tek, atéheré a= &shtd numri real pér té cilin vien
1 L}
[a:] —a

— Shembulli 1,

a) 97 =3,zepse 3’ =9,
b) 16% =2, sepse 2 =16;
€} (-27) =-3, sepse (-3 =-17.
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- & "-._I = e

Detyra 1
Té logaritet.  a) 27, By 81i: <) ;—zﬂﬁ_
hﬁvnﬂﬁmdump&ﬂﬂhhqﬁpiﬂnﬁﬂmmeﬂpu:hﬁnp&&qlﬂmlnmmuhth=%-h
meZ, neM, Si; pérmendém mé sipér, duhet 1€ sigurohemi g t& viejné rregullat e njéjta pér fugizimin
sikurse ato pér fuqité me tregues numér natyror ose numér i plote,

~ Mbani mend!

1. Latajmﬁnmnirm:mﬁ-.rdimﬂeq.h meZ neN dhe n numér gift. Atéhers fugia e

n
- ™

numrit @ me tregues numrin racional Epﬁfh.iﬁmhﬂin‘ﬂ ar =[a::
n
2. Lai}aﬁamrﬁ:mal{n#ﬂ}dﬁEEﬂ, ku m e Z, neN dhe n numértel. Atehers fugia & mumrit
n

a me tregues numrin racional i pérkufizohet me n; =[ﬂ%] .
n

- Shembulli 2

Llogaritni: a) 27°;  b) 8% ¢} (—125).

<) (-125p =[i—1351;] =(-5)* =625.

Detyra 2

Llogaritni: a) 216% b)) 2400%: o) (—64)°.

Sipas pérkufizimit pér fuginé me tregues numér racional, rregullat pér fuqizimin mbeten t njEjta si edhe
bour kea Jouptim.
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-1 Mbani mend! -

Pér t& gjithé numrat realé a 0 dhe b# 0 dhe péredo 2L L=, ku mur £ Z n.s €N, vlejna mequillat
né vijim: n s

1. Produlkti i fugive me bazg t& njgjte

ol Y.
ﬂl gt =g l:
2. Hergsi i fugive me bazE t& njgjte

3. Fuqgizimi i fugisé

4. Fugizimi i produktit

I X

M& t& gjitha kito rmegulla, nése n &éshté numer gift, atéheré a, b duhet 18 jené numra pozitivi.

— Shembulli 3,
Uogaritni: |
a) lﬁll -u;%: b} IE%:Mii c) [M%];_
Zgjidhje:
Sipas rregullave, mé sipér té formulnara, t£ fugizimit, fitojmé:

11 1

b) 167 :16" =16 ' =16"=2;
c) [HE]: =647 =540 =2,

=

Detyra 3
I Im"m- il.

a) 156%-155%: b) 156;:155%: <) (m‘_‘]!.
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- — e

— Shembulli 4,

Le té jeté a, b > 0. Kryeni operacionet e méposhtme:

A R T o e ("‘]:

E E m 1 m. 1 i
b) at-a® n_’=nﬁ n_"=nﬁ+n_’=ﬂ—1:=$=aﬁ-n;=n??=nﬁ:
I_l _l
d]
3 E A 34 XK
c) [n h‘] =a'-b**=a-b.
Detyra 4
Le tE jeté a > 0. Llogaritni:
O | g e ! ,% f
a) a*-at—a*; b) a*:a-a ¥; c} [T] .
- Shembulli 5
Llogaritni fuqgité [ﬁ] dh:{-t"FL dhe krahasoni rezultatet.
Zgjidhje:

[ﬁ] =2' =B dhe (@) =647 =5, prandsj mund t& pisfundojmt se (% dy foqit® jent o8 basbarts.

NE fakt, barazia e fugive né shembullin paraprak vlen jo vetém né rastin konkret, por né pergjithgsi. Né
té vértets, vlen vetia né vijim.

-1 Mbani mend! -

Pér gdo numér real a dhe par EE{L ku meZ neHM, vlen:
n

5-[..-}5-[.5]'_

Kétu, nése n &shté numer cift, atéheré rmegulla vlen pér a = 0.
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ME herét kemi pérlufizoar se rrénja e n-t€ &shté funksion g€ sedilit numér real x i shogéron numrin real y
pér té cilin vien y" = x. Por, nése n &shté numér cift, attheré funksioni éshté i pérkufimar pér x 2 0, kurse
nise n &shté numér tek, atEher? fusha ¢ perkufizimit #shié e gjithé bashkésia ¢ numrave realé. DomethEné,
pér x nga fusha e pérkufizimit vlen ekmivalenca e méposhtme:

r=ﬂ|';: (=3 =y
P&ﬂeﬁmtﬁﬂﬁuﬁfqﬁimmmm&zrﬂnﬁhbﬁnﬁm%pﬁhﬁnﬂin;lﬁu
shprehjen a" ¢ fugizojmé me tregues fugic a. ku n e M, fitojme

| [] e ealea

Fra, [‘:].—-'- prandaj nga ekuivalenca e méparshme del se a* —ql"

—~ Mbani mend! -

T
Niése n € M, ateheré a* =5":-|-
M&é kiété rast, nése n Bshté numér gift, atéheré barazimi vien pér a = 0, kurse nése n 8shité numér tek,
ateherg vlen pér cdo numér real a.

— Shembulli 6 ,

2) 16 =6 =4;
b) (=32 ={32=-2.

Detyra 5
Llogarimi: a) 64%;  b) (-27).

Le tE jeté m = £, n = M. NEse a® fogizohet me », fitojmé:

Nga [ﬁ}'="-ddun%=ﬂ'ﬂ:-
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F ,

-1 Mbani mend! -

Leté jete m e Z, n e N, atéhers a« =3
M& kité rast, nése n Eshté numér gift, atéhers -HE echté i perlfizuar pér a = 0, kurse nése n Bshts
numér tek, atéherg :Tiuhﬁpﬁhﬁznpﬁrqdummﬁfrm[q_

— Shembulli 7,

3) 277 =427 =im =9
b) 16% =416" =8;
c) [—33}; =1,'::—3:a}’ =—8_

— Shembulli 8 ,

Shpejtisia me t€ cilén anija me vela mund t# lhandrojé shté e pErcaktuar nga tre
faktor: gjatésia tp&l‘gjiﬂlihmtesﬂjlﬁﬂfprimi!mtimjh?d]]ml' imi Vi
wjit gé ajo zhvendos, sikurse shté treguar né skicg.

L'Iﬂl!‘l!ilﬁpﬂglﬂl_ ji ﬁ.mﬁamﬂi&hﬁeaﬂip&ﬁhﬁﬁ'mﬁﬁm&
eshté mé e gjaté, ka sypriné mé t¢ madhe t& velave ose nése zhvendos mé pak ujé.
Q€ garat me anijet me vela té jené né kushte t& barabarta, bashkérisht mund té
kualifikohen pér garé vetém anijet e “klasés” s& njéjté. Pér garén pérkatése, anija
konsiderohet se #shté koalifikuar nése vlen

0,98L+1,254% —9,84V* <16,
h;anIﬂm:mﬂa{m].a?pﬁmﬂmem.h;ml’ur:uf-ﬂhﬁ'yﬁmnimud:umimmeﬂﬂlﬁdhe
jepni pergjigje pyetjeve né vijim:

a) Anija me vela ka gjatési 18 m, sypriné té velave 316 m’ dhe véllim té ujit g zhvendos 19 m”. Kjo
anije a mund t& kualifikohet pér t& garuar?

b) Anija me vela ka gjatési 20 m dhe véllim té ujit g& zhvendos prej 17 m’, Cila &shté syprina mé e
madhe ¢ mundshme e velave gé do t# mundésonte kualifikimin e anijes pér té garnar?

Zgjidhje:

a) Nga kushtet e detyrés kemi L = 18, A = 316 dhe V = 19, Pyetja &sht# nése pér kito vlera té L, A
dhe V &shté plotésoar kushti pér knalifikim n# garé té kEsaj anijeje me vela? Le t njehsojme si né
vazhdim:

0,98L+1,2547 —9,84V7 =0,98-18+1,25-4f316 —9,84 - 19 =13,6 <18,
d.m.th. kushti pér kualifikim éshté plotésuar dhe anija mund t& garojé.
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b) Pér L = 20, dhe V = 17, kfrkohet syprina mé ¢ madhe ¢ mundshme pér t£ clén arrihet kushti
i bnzalifikimit t& anijes pér garé. Né fakt, kérkohet vlera e syprinés A pér t€ cilén mosbarazimi i
mésipérm (pér kmalifikim) do t£ kalonte né barazim, pra kushti i detyrés nénkupton gietjen e
vlerés per A nga barazimi:

{]-.SIEL+L15A% —?.E-I.'I.-":T=1-E-.

du L =20, V = 17. Duke zévendésnar vlerat ¢ dhéna né barazimin mé sipér, fitojmé:

0,98-20+1,25-J4 —9,84-17 =16,

. 16-0,98-20+9,84-17 oL

= .36, prandaj A = 1736 = 301,37 m".

Detyra
Shpejtésia g njé dron mund ta arr varet nga masa e  m (né kilogram), syprina e pérgjithshme, 5, e propeleséve
{né metra katroré) dhe kapaciteti i bateris# E (n# vat-oré). Droni mund 8 arrijé shpejtési mé t# madhe nése ka
masé mé t& vogél, sypring mé té madhe t& propeleréve ose kapacitet mé té vogél t£ baterisé. Pér pjesfmarrje t&
dronit né njé garé shpejtésie té caktuar, performancat e tij duhet t& kénagin mosbarazrimin né vijim:
0 0,6m+ 445 —1,5E" <20,
ku m Eshtf masa né kg, 5 éshté syprina né m?, kurse E &shté kapaciteti i baterisé né Wh.
a) Droni ka masé 3 kg, sypriné t& propeleréve 0,50 m’ dhe bateri me kapacitet 54 Wh, Ky dron, a mund
tE merT pjesé nE garét
b) Droni ka masé 2.5 kg dhe bateri me kapacitet 64 Wh. Cila ésht# syprina mé e madhe e mundshme e
propeleréve g mund té shfrytézohet, ashtu g€ droni akoma t& mund t& kualifikohet pér t& marré pjesé

Detyra pér ushtrime! §

|
L ﬂahnnvluattﬁlqmmqun.

99 b o ()
2. Llogarini vierat e shprehjeve

OO

363
z-[ﬁ] )
3. Leté jeté a > 0. Njehsoni

pditd wdfie) o [[., H

4. Shhmmntqtﬁqu:

D e b 2 O dahe
5. Shkruani si fugi reénjét:

A N b s o o

=
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1.4 ZGJERIMI DHE THJESHTIMI I RRENJEVE

— Rikujtom:!
m m-k
L 3 ;=Hn PE[I:?E[I,
m_m:k
) n mk yREL L
o oo =a".

NE shembujt dhe detyret o8 vijim do 66 suposojmé se shprelje 4/a™ = a*, a2 0, nfse n Eslité numér gif
dhe a R, nése n numér tek, dm.th se shprehja Y@™ = a* Eshté giithmon e pérkufiruar.

— Shembulli1 ,
Krahasoni vierat e rrénjeve 416 dhe 4256,
Zgjidhje:

Meqenise 416 =4/2° =2 dhe 4256 =42" =2, pérfundojm se kitn dy rrénj kané vera & barsharts.

Vereni se 4256 = {167, Me té vértets, nése né rrénjén e paré, treguesi i rrénjés dhe treguesi i fagisé né
shprehjen nén rrénjé shumézohen me numér 1€ njiéjté, fitohet rrénja e dyté. NE rastin e pérgjithshem, nése

m.nkeM, ateheré
§a =a” =a™ =4a.

23

Kjo veti quhet zgjerim i rrénjéve.
7 Mbani n:uand!f,

Mése treguesi | ménjés dhe treguesi | fugisé né shprehjen nén rrénjé shumézohen me numer {8 njgts.
té ndryshém nga 0, atéherg vlera e ménjés nuk ndryshon.

— Shembulli 2,

Rrénjét 43 dhe 45 zgjeroni me 3.
Zgjidhje:
Duke e pérdorur metodén e pérshkruar mé sipér,
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Detyra 2
Reénjét 7 dhe 44 zgjeroni me 4.

— Shembulli 3,

Zgjeroni me 2 rrénjét:

g ¥F  wir g iirs
Zgjidhje:

a) §=‘J;”“=ﬂ';; ;

b) {E’Fﬂ# #y ) =gfe'y"

Q iJ'I‘f’F’i}l Cy'z) =gx'y'r.

Detyra 3
Zgjeroni me 3 rrénjet:

a) -q'n‘ﬁ’: b) ﬂln'.l’c’-
— Shembulli 4,

Reénjiét 4/3,4/3,4/3, sillni né rrénjé me tregues té njéjt.

Zgjidhje:

Giaté sjelljes s€ rrénjéve né tregues t& njgjté t rrénjés, shpesh e pérzgjedhim numrin qE &sht# shoméfishi
mé i vogél i pérbashkét (SHVP) i treguesve t& rrénjéve. NE kEté rast, SHVP(2, 3, 4) = 12. Domethéné,
giitha rrénjét do t'i zgjerojmé deri n# treguesin 12 t€ rrénjés. Fitojmé:

o i,
=4 =45
fi= =47.

Detyra 4

Rrénjét ffa’l’ ab’c fc* sillni né tregues t& njéjté mrénje.

- Shembulli 5

Krahasoni vierat ¢ rrénjéve §2° dhe 42°.
Zgjidnie:

Pér t krahasuar vlerat e rrénjéve té dhéna, fillimisht do £'i shndérrojmé né rrénjé me tregues t& njéjté
rrénje. Megé SHVP(5,3) = 15, té dyja rrénjét do ti shndérrojmé né rrénjé me tregues rrénje 15. Fitojmeé:
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R o N
Nga dy rrénjét e shndérrnara me rrénjé me tregues t2 njgjté, me e madhe EshtE ajo e cila ka shprehje mé
t& madhe nén rrénjé. NE keté rast mé e madhe &shté rrénja 42°.

Radhitni, sipas madh€sisé, rrenjét né vijim:

a) 0,467 by V540340

— Shembulli 6 ,

mﬁ.ﬁ.ﬁMﬂMmmmmEMMﬂMMm
Zgfidhje:
Duke shfrytézuar lidhjen mes rrénjéve dhe fugive me tregues numeér racional, kemi

§F ==, 4{7=2, =2

Pasi _%= . pérfundojmé se té tri rrénjét jané té barabarta.

5 _
12

NE rastin ¢ pérgjithshém, nése treguesi i rrénjé dhe treguoesi i fugisé i shprehjes nén rrénjé kang shumézes

té pérbashkét k, atéheré

B
Kjo procedurg njihet si thjeshtim i reénjés.
— Mbani mend!

Mése treguesin e rrénjés dhe treguesin e fugis# s& shprehjes nén rrénjé i pjesétojme me ndonjé
pjesatues t& tyre t& pérbashkat. atéheré vlera e rrénjés mbetet e pandryshuar.

- Shembulli 7

Thjeshtoni rrénjét:  3) §lx*;  b) §*'»'2"
Zgjidhje:
a) Pjesétuesi mE i madh i pérbashkét i treguesit & rrénjés dhe treguesit t€ fugisé té shprehjes nén
rrénjé &hté PMP(12, 6) = 6, prandaj nése thjeshiojmé me 6, fitojmé: §x* =" =+/x.
b) b) Pasi W:q‘[ﬁf]’. kurse PMP(15,3) = 3, mund & thjeshtojmé me 3:

F7E =yl =o’z)” ={o'7.
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Detyra &
Thjeshtoni rrénjét:  a) liir,F.' b) Y5 o Wa'boC
-1 Mbani mend! -

Meése treguesi 1| ménjés n eshig pjesstues i treguesit t& fugisé m 18 shprehjes nén ménjé, d.m. th.
S T om ey L S

o =4 =gy = _[Inl nEse n Eshié numér gift

nEse g éshte numar tek

— Shembulli 8,
Thjeshson shprebjet:
a) ¥ b xS
Zgjidhje:

a) ¥t =Y =3y =4 by X'y =@’ x|

Detyra 7
Thjeshtoni shprebjet:
a5 o EFE o fx-2R

Detyra pér ushtrime! et n et et e et et

|
| |
| 1. Zgjeroni me 4 rrénjeét :
I a) 3 B R o Yadbs ¢ Yab’. I
: 2. Rrénjét e dhéna shndérroni 'ﬁn'ﬁiimuquﬂﬁnjijﬁnﬁlj:: :
C adeadEs wificadn o Yab =k .
G Efxf o @ T :
| 3. Thieshtoni rrénjét: |
| aM" b} fa'v: o Wa'. |
I l
| |
| |
| |

alﬂ’_: h}ﬁ. o $52es o)
5. Thjeshtoni:
a s b oo g ¥
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1.5 RRENJEZIMI I PRODUKTIT
DHE HERESIT

AT
o Fugiza: (x-ps (el G- )™ Go: ™,

— Shembulli 1,

Verifikoni saktfsing e barazimeve n vijim:

D ilEmad e B E=%

Zgjidhje:
a) Ana e majté e barazimit &shté e barsbarté me +/49-81 =4/3969 =63, kurse pér anén e djathté
fitohet:

Ji9 - JE1=79=6.
Pra, t& dyja anét ¢ barazimit jané t& barabarta, andaj barazimi &shté i sakté.
b) NE ményré  njéjté vértetoni saktésing edhe t& kitij barazimi.

Kéto veti nuk vlgjné vetém pér kitE rast konkret, por edhe nE rastin ¢ pérgjithshém.

- Mbani me:u:l_"_,

1. Mése treguesi i ménjés 1 &shté mumér ¢ift (n = 2), atéhers

Ja-b=4a-4b, pergdoa b=0
dhe KE=%‘ pér gdo a = 0 dhe gdo b > 0.
2. Mése treguesi | ménjés 1 &shté numér tek (n = 3), atéhers
Yab=4a4b, pérgdo abek;
dhe ‘E:=%i pér gdo a =R dhe cdo b#0.

Kéto rregulla jang 18 njohura si regullat pér ménjézimin e produktit dhe herésit.

Detyra |
i
a) {fiems; b dg: g fienan @ 42

—283




Y d - -

TEMA 1 RREMIET DHE NUMTAT KOMPLEKSE

- Shembulli 2 -
Thjeshtoni shprehjen:

a) -ﬂlﬂ"b“c': bl %.n‘ﬁtﬂ.
Zgjidhje:

3 #ﬂ“ =37 b7 " =ab'c.

ﬂ_ ji’__riy HE f,f

Detyra 2
Thiesbtoui shurehien:
a) ¥a'b'”, nEsea b cz0;

b} i% nése x, ¥ 220, kurse a, b > 0.
— Shembulli 3,
Pér cilat vlera té ndryshores x jané t# sakta ekuacionet:
) =342 b ——3=°‘+3

Zgjidhje:
a) Treguesi i rrénjés Eshié tek, prandaj ekuacioni 8sht# i sakt# pér ¢do numér real x;
b) MNEkEété rast treguesi i rrénjés &shté numér cift, prandaj ekuacioni do t€ jeté i sakté per x g€ kinag

sistemin nE vijim t€ inekuacioneve:
[x+32n [12—3
= .
x—2x0 x»2
Pra, ekuacioni do t€ jetE i sakté pérx > 2.
Detyra 3

Caktoni vlerat ¢ ndryshores x pér t€ cilat jané t sakta ekuacionet:

2x+4 2x+4
o fe-n=dn v {5 %
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~ Shembulli 4,
Thjeshtoni shprehjen 4f25x° y, nése x, y 2 0.
Zgjidhje:
Jisey =45 7 Jy=sxfy
~ Mbani mend! ,

Sipas procedures s& mesipErme pér menjazimin e produktit, fitojme:
o5 =Ha s[F=aifb.

Procedura & tille guhet nxjermja & shumervesit para shenjés 58 ménjes. Katu, & F = 0, nése n 8shig
numeEr gift

— Shembulli 5,

Nixirrni shumézuesit para shenjés s& rrénjes:
a) W3 b sab’; o Yo, aze g b
Zgjidhje:
a) 3& =45 A 4alyf;
b) 4f8ab’ =3f(2b)'a =3f(2b)" -¥fa =26
c #ﬁ:{l’?‘#i:iﬁ_ Etuiﬂhﬁshﬁ'rt&mruq‘fa_‘=n.upunlﬂ.
o) Ysab’ =ifp’ Ga) =4’ -Af5a =bif5a.

Detyra 4
Nixirrni shumézuesit para shenjés sé rrénjé

a) -||||5b’n bz b} -||||'1 27x%; o a'b, abzo.

Véreni se para rrénjés mund t& nxirren vetém shumézuesit né shprehjen nén rrénjé treguesit ¢ fugive té t&
ciléve janE mé té médhenj ose t& barabarté me treguesin e rrénjés. Le té jeté dhéng ™. Nese m = n, atéhers
m = nk + r, km k &shté numér natyror dhe 0 = r < n. N kété rast,

o e a7 - ) A —a i
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.32

-1 Mbani mend! -

Meése m=nk4 rlu k>, 0<r<n stéhersé

o= 5™ ot
Kigtu, duhet té behet kujdes né lidhje me perkufizueshméring e rénjéve, d.m th. nése n Eshté numir
Gift, ateherg a= 0.

~ Shembulli 6,
a) iz: by 424 o . azo
¢ Yosa’s’; d) :;f. ab=0,cd>0.

Zgjidhje:

a) 2= 3=47 f3=25

b ﬁ=ﬁ3=ﬁ-¥i=z«‘."5:

cl #F-J[n’}‘-a—#{n’]‘ Wa-aa;

9 Hfiosa’t =340 -a* b -b = Yf(3ab) -4a’b = (3ab) -Yaa’b - 3abifaaE;

.ﬁ'ﬁ_q’ﬁ_.ﬁgqu
9 J;‘?E‘ﬂ?

ireni insmmEsesit para sheujl of rséujé
) VB b Bn 9, bze g fasy

Shqyrtoni barazimin +12 =+2°-3=24/3 nga e djathta né t& majté. Mund t& vérehet se shuméznesi 2 éshté

futur nén shenjén e rrénjés ashtu g# &shté ngritur né fuging 2, kurse treguesi i rrénjés, po ashty, Eshté i

barabarté me 2. N&fakt, 24/3 =2 .3 =4/12. Kjo proceduré quhet futje e shumézuesit nén shenjén e rrénjés.

T Mbani mend.';

Nj& shumézues futet nén shenjén e rrénjés, ashiu gé fillimisht ngritét né fugi sa &shté treguesi i
rrénjés dhie shprehja & fituar shumgzohet me shprehjen ngn rrénjé, d.m.th. nése o= 0, atéherg

agfp ={fa".

Kétu, nése n chté numér gift, atéherg § duhet t& jetd numeér jonegativ.
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1 Shembulli 7,

Le té jené x, y > 0. Futni shuméznesit nén shenjén e rrénjés:
3 o b:iﬁ 9 2.
¥ix 2yt x
Zgjidlje:
a) xyfx =y -x=4x";

& O e

Detyra 6
Le té jené a, b > 0. Futni shum#&zuesit nén shenjén e rrénjés:

sel il 0B

- Shembulli 8 ,

Imhaaunimmmﬁdh:?#rl_mpainjduuﬂvhﬂtnﬁt

Zgjidhje:

Fillimisht, né t& dyja shprehjet, i futim shumézuesit nén shenjén e rrénjés:
17 =43 -7=463, 2J10 =47 10=4/10.

Pasi /63 >+f40, mund t& pérfundojmé se 37 > 2410,

Detyra 7
I'Cralmaumnnmmtal-ﬁfg dhe I-f.lrl_]. pa njehsuar vlerat e rrénjéve.

Detyra pér ushtrime! .

|
1. Llogaritni vierat e rrénjéve:
1) Y49-81: B {!ﬁ-{—uﬁl-ﬂi c) IJEIE;;E

2. LetE jen a, b= 0. Llogaritni rrénjét:

a Jab:  wiEr o L iy
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3. Nixirrni shuméruesit para shenjés s& rrénjés:

) NEPE, abezo; b a8 o @ c=0.
4. Futni shumézuesit nén shenjén e rénjés:

A W b AfTn o %J";
5. Paillogaritur rrénjét, krahasoni numrat:

a) W1 dhe 5V8; bl 245 dhe 433,

1.6 MBLEDHJA DHE ZBRITJA E RRENJEVE

- Rilujtoni!

» N shprehjen fa’bc’, nxirni shumézuesit para shenjés & rrénjés.
= Thjeshtoni rrénjén Ya're.

-1 Mbani mend! -

P&r njé rrénjé themi se &shté né formén normale nése jang plotésuar kushtet ng vijime
1. Shprehja nén rrénjé nuk pérmban emérues té ndryshém nga 1;
2. Shprehja nén rrénjé nuk pérmban shumézues g8 mund 18 nxiren para shenjés s& menjés;
3. Treguesiiménjés dhetreguesi i fugisé s& shprehjes nén méngé nuk kans pjesstues t& pérbashkst
t& ndryshém nga 1.

— Shembulli1 ,

a) ErEnJaE nuk &shtE né formén normale sepse shprehja nén rrénjé permban emérues t£ ndryshém
nga 1.

b) Rrénja /8 nukéshté né formén normale sepse /8 =+/2* -2 =242, dm.th. pérmban shumézmes
Q€ mund t& nxirret para rrénjés.

¢) Rrénja §a'b*c nuk &shté né formén normale sepse Ya'b'c" = nb’r’]:,d_m_ﬂ:.. treguesi i
rrénjés dhe treguesi i fugisé sé shprehjes nén rrénjé kané pjesétues t€ pérbashlét 3 (t# ndryshém
nga 1).
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~ Shembulli 2,

Shkruani né formén normale rrénjét nga shembulli paraprak.

Zgjidhje:
b) 8 =2 2=22;
d Yoo =q'[.ﬂc'-‘_|’ ===.J‘(¢5=e}“ = ey

Detyra 1
Shkrani n# formén normale rrénjét:

a) J_E, b) 1}47+ oy>k o ‘! —, x>»y>0

-1 Mbani mend! ,

hEuurrE‘gnmhh uh:darma’mfmnmn mnﬂaﬂnmrmdqegpiﬂmﬂmm

— Shembulli 3,

NE 2+/2, , koeficienti racional i rrénjés £shté 2, kurse né 3x° fxy, koeficienti racional i rrénjés éshté 3.,

— Shembulli 4,

Shndérroni né formén normale rrénjét dhe pércaktoni koeficientin perkatés racional t& tyre:
a) e —16x; b) EJE- a>0.

Zgjidhje:
a) f8x —16x° ={fax’(1-2c") =2x-4f1— 22 Koeficienti racional para rrénjés &shté 2x.

b) HE-GE—E\’;-J;. Koeficienti racional para rrénjés éshté L.

Detyra 2
Shndérroni né formén normale rrénjét dhe pércaktoni koeficientin pérkatés racional t& tyre:

a) -ﬁ{;n'—lﬁn‘: b) bE. a, b=,
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TEMA 1 RREMIET DHE NUMTAT KOMPLEKSE

.3I£|

-1 Mbani mend! -

Oy ose me shume rménjé né formén normale gé dallojné vetém ng loeficientst racional® t& tyre quhen
A ——

— Shembulli 5 ,

Reacjét Yo, 2a-Ya’b dhe =4 jané rrénje 12 ngiashme. Koeficientit ¢ tyre racionalé jan 1, 2a
dhe ﬁpﬂm

- Shembulli 6 ,

Kontrolloni nése jané t& ngjashme rrénjét:
a) VIZdhe 38 B Ya'be dne e o Pobe dhe O,
Zgjidhje:
Fillimisht rrénjet ¢ dhéna i shndérrojme né formén normale, e mé pas béjmé verifikimin nése jané t&
ngjashme.
a) W12 =243, kurse /48 =44/3. Pérfundojmé se rrénjét 412 dhe 38 dallojné vetém né
koeficientst racionals, prandaj ato jané t ngjask
b) Ya'be =ac-Yabe, kurse Yo b =abc Yabe’. Pra, Ya'be dhe YFFe jané rréngé

ngjashme.
&) Yabc =ac-ifbe, kurse Yo =abe-Aa’c". Nga ki, Yabe dhe TP nuk jani
rr_ﬂnjitin.ﬂiihl:lr_'
Detyra 3
Kontrollon nése jané t& ngiashme rrénjé

a) Yra mifioe, b Yo'’ ada"v'c .
Mbledhja dhe zhritja mund té pérkufizohen vetém pér rrénjét e ngjashme.
-1 Mbani mend!

Mése a, b dhe ¢ jané numra realé (ose shprehje reals), atéheré mbledhja dhe zbritja e rrénjéve t&
ngjashme pérkufizohet me sa vijon:
atfc +byfc = (a+bwfc

a¥fc —bifc =(a-bRfc

Kétu, duhet gé c =0, nése n 8shitg numer cift.
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'15]1‘““11"“]]117;
Llogaritni:
d) V342412 b YEafan-yis
Zgjidhje:
Fillimisht rrénjét i kthejmé né formén normale, ¢ mé pas nése jan & ngjashme, mund t'i kryejm#
operacionet ¢ mbledhjes dhe zhritjes.

) YA+ =i+ 3= T +a T =1+ 403 =53
b 54247 s 5=+ adfsaifs=n+a—3pB =235,

Dietyra 4
Llogaritni:

a) NT2-218—+fB: b 250 -3Ge 45
- Shembulli 8 ,

wﬂq‘ﬂﬂh f125a - {fsa - (4f27a - {f64a ).

ez
7555 - Y52 ~ ({72 o7 ) ~ 32 - 24a (34 - 47 - 34a — (e ) 435,

Detyra 5
Thieshtoni shorehien:

a) %-J?—%JE ab>0 b Exﬂr:Ty—By#:?—x’g+2fg.
- Shembulli 9

Njé fushé loje pér femijé ka formé drejtkéndore me brinjé (643 +8+/2 jm dhe 742 m
s} Su metrs Zabt¥ mé « madhe njica nga brinja tetic?
b) Sametra gardh do t& duhet pér ta rrethuar fushén e lojés?
Zgjidhje:
Brinjét e drejtkéndéshit jané a =643 +842 dhe b=742. .
a) Brinja a shté mé e madhe se brinja b pér ‘G
a-b=(63+82|-742 =63 +4/2 metra.
b) Perimetri i drejtkéndéshit éshté
P=2a+2b=2-(63+842)+2- W2 =123 41642 +14V2 = 1243 + 3042
Pra, pér ta rrethuar fushén e lojés duhet gardh me gjatési 124/3 +304/2 metra,

aafi4mfT




TEMA 1 RREMJET OHE MUMRAT KOMPLEKSE

Detyra &
Nj!h:puhthﬁummthnpﬂhnhahumhumﬂmﬂm:mdlwn}u&{l&ﬁ+?«ﬁ}m dhe 57 m
dhe krah me gjatési 1043 m. Sa éshté perimetri i trapezit?

1. Rrénjét e méposhtme shndérroni né formén normale
a) A72; b [0 o ez c}m d) 425",
2. Rrénjét e méposhtme shndérroni né formén normale
a) q‘ﬂ?f xny>0; b Y5t o qII:‘.r‘Jr'. xy>0
¢ W* a0 dj m
3. Kontrolloni nése jané t& ngjashme rrénjét:

a) 377 b) 20445 = A0 "WEJ— .{_ yEO;

¢) Yat? Aea't’ dhe ﬂ". ab>0.

4. Llogaritni:
o WI-NEHETE b 0fLealEos o Vi-ei
¢) ﬁ‘ﬁ*‘%ﬂﬁ: d) (V50+42-24/8 ) (32 -18).

a) 3-.,"]_ 2&+1‘2; azl
bll’ﬂ#_ ﬂ=£+ﬂ=J—. a, b=,

ﬂ]#]_+:|"_qr_+qr_1ﬂ:"ﬂi b) (Vize—3f27y) - (3fB1y —3x). x>0,

7. Inxhinierét duhet t& trasojné kabullin optik i cili pérbéhet nga tre segmente me gjatEsité
pérkatése (né metra): 3412, 24/27,+/48. Caktoni gjatésiné e pérgjithshme té kabllos,

8. Nijé senzor ultrazéri mat largésing x (né cm). Gjaté kalibrimit éshté konstatoar se shuma e dy
komponentéve t& matur té largésisé &shté sa largésia e pérgjithshme, dhe até f2x ++/8 =418,
2) Caktoni largésiné x.

b) Kontrolloni nése zgjidhja e fituar ka kuptim fizik.

9. Nijé robot l&viz né vijé t& drejté ashtu g kalon distancén 5, =+/200 m djathtas, e mé pas n#
t& majté léviz dy heré duke kalnar distancat 5, =+/50 m dhe 5, =3+/8 m. Caktoni se ku do
té arrij roboti né raport me pozicionin e tij fillestar.

L
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1.7 SHUMEZIMI, PJESETIMI, FUQIZIMI DHE
RRENJEZIMI I RRENJEVE

— Rikujtom:!

. fa=a;
o ji-b:_{nb]:;
» Rrénjét 43 dhe 44 shndérroni né rrénjé me tregues 1 njéjté té rrénjés.

Le ta llogaritim produktin 42 -4/ dhe herésin gé
ﬁ-ﬁ-ni EE —{nﬁ]%—ﬂln_ll,

il 1

w6

-1 Mbani mend!

Produkti i dy rrénjéve mie tregues té njéjté ménjésh n (n = 2) &shid | barabarté me rrénjén e n-s té
produktit t& shprehjeve nén ménjé, kurse herési i tyre &shté i barabarté me rrénjén e n-t8 t8 herésit
t& shprehjeve nén rrénjé, d.m th. vlejn& barazimet né vijim:

Hfa-4fb =4fab.
da _
E o

Kétu, nése treguesi i rrénjés, n, &shté numér gift, barazimi i paré vlen pér a, b = 0, kurse barazimi i
dyté vien péra = 0 dhe b= 0.

— Shembulli1 ..
Llogaritni:

A 245 b ddE 9 = e 9 (V32)(V3+42).

&
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TEMA 1 RREMIET DHE NUMTAT KOMPLEKSE

Zgjidhje:
2) VZ2-F=T5=40;
b x4 =3 =ix,

D (VB-AZ)(V3+2)=E BT 242
=331 =¥ [P =3-2=1

Detyra |
Llogaritni:

a) 34 b) ]--ﬂ';;;-ﬂf . Ty20: o #'9?:4;;.

NEse rrénjét kang tregues & ndrysh&m t& rrénjéve, atEheré ato mund t& shumézohen dhe t2 pjesétohen pasi
t€ jené shndérruar né rrénjé me tregues t2 njgjte.

- Shembulli 2,
Ilmm in.
) V2L b ey o Y E
Zgjidhje:

Fillimisht i shndérrojm# rrénjét né rrénjé me tregues t€ njéjté, ¢ mé pas i kryejmé operacionet e
bommnzzicnit dbe t& piesBtimi
a) SHVP(2, 3) = 6, prandaj t& dy rrénjét do t'i shndérrojme né rénjé me tregues té njéjté 6. Fitojmé
N2 -1 =52 3 =45 421 = 45121 = 4f5es.
b} SHVP(3,5) = 15, prandaj
3.3y ey =342y Y2y ) =34y {2y =347y =205y

&) SHVP{2, 4) = 4. Fitojm:
T - [ i
2

Té theksojmé se gjaté zgjidhjes s& detyrave me rrénjé, nése né rezultatin pérfundimtar mbetet rrénja, atéheré
gshté e pélgyeshme gé ajo t& shndérrohet né formén normale.
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Detyra 2

Llogaritni:

a) adfe bV dm g j;
— Shembulli 3,

Njé arkitekt projekton njé park né formé t drejtkéndéshit me brinje fS0m dhe *"'Tﬁmatm

syprinén ¢ kétij parkn.

Zgjidhje:
Brinjét e drejtkéndéshit jang a=+50 =52 dhe b:“r_;-i_%_zﬁ Syprina e parkut Eshté
$=nb=45_n-%=hﬁ-ﬂi=m~fz-_z=m-z =20m’.
Detyra 3

Trapezi barakrah&s ka bazat me gjatési 424 dhe {192 dhe krah me gjatési +/6. Njehsoni syprinén e kétij
trapezi.

NE vifim do t& marrim fuqing e m-t& té rrénjés 4fa Jou m, n = 2. Fitojmé:
{ﬂ}':[ﬁ]' ot =4,

—|Mhanimend_'

Rrénja fugizohet né treguesin e fugisé m ashtu g& shprehja nén rrénjé ngritet né fuging m, kurse
fugia e fituar ménjézohet me 18 njgjtin tregues t& ménjés n, d.mith. pér m, 7 z 2, vlen barazimi né vijim:

(da)" =4,

Kétu, & kemi parasysh se, nése n 8shig numér gift, atéheré duhet gg a = 0.

— Shembulli 4,
. : 3
9 (B b (EB)b20 o ;4:,] x20,y50
Zgjidhje:
a) (45) =45 =4z
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Detyra 4
Llogaritni:

ﬂ} (ﬁ}‘: h} {ﬁ}]: cj [E-Er. abz
— Shembulli 5 ,

Njé knmpani, n# panair, déshiron té vendos njé stendé pér rellamé né formé t& kuhit me brinjé 4B m
Qiramarrési pagoi girané pér 24 m'. A i pérgjigjet stenda pagesés sé girase?
Zgjidhje:
Stenda ka formén e kubit me brinjé @= 8, Véllimi i stendés éshté
v=(vB) =F =2} =7 =2 V2226300
Stenda t# cilén kompania déshiron ta vendos i pérgjigiet pagesés s& girasé.

Detyra 5
Njé kompani marketingu vendos njé kornizé kuadratike me brinjé +f50. Sa#sht# syprina e kornizés né fialé?

hEFunﬂ,ﬂ}iﬂmhimuﬁnp-ﬂ'; mund té llogaritet rrénja e m-tE, ku m, n = 2. Fitojmé:

ﬁl{d:]i[.ﬁ]:: = —ga

-1 Mbani mend! .

Nése nga shprehja nén ménja, fillimisht, memet rrénja e n-18, @ mé pas nga rezultati i fituar merret
rrénja e m-18, kjo 8shié e njéjté sikurse nga shprehja nén rrénjé t& merret rrénja e nm-t&, d.m.th. nése
m, 1 = 2, atéhers vien

§da ="vfa.
Kétu, kemi parasysh se, nése n ose m jang numra gift, at8heré duhet gg a = 0.
— Shembulli 6
Ulogaritni
a) \"ﬁ: b ‘#ﬁ‘hlju xyzlk o m. ab>0.
Zgjidhje:
2) ¥ =3a=43

b) 3o’y =4fay =¢ary:

c) m =m =m =4f2a’®.
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AN 1T SHUMEZIMY P.T‘Efiﬂq,_r_umzl DHE RRENSE20WT | RRENJEVE
F y,

Detyra 6
Llogaritni:

) YW b E e, az0 o Javada, a0
— Shembulli 7

Pllaka katrore ka sypriné § =+/128 cm®. Té caktohet diagonalja e pllakés s dhéng.
NEse me a shénojmé gjatésing ¢ njérés anf t€ pllakés, attheré meqé ajo Eshié katrore, kemi
§=a* =128 =7, Nga kétu, kemi
a= T 47 -7 - 24f5cm
Gijatésia d e diagonales sé katrorit Eshté
daafT =28 VT2 AT - i

Detyra 7
NE mur ka njé hapésiré me dimensione 90 cm x 100 cm dhe nE t& dohet t& vendoset njé televizor me forme

katrore. A do muond t€ vendoset televizori né kit hapésiré, uiatsypdnaeﬁjilhés=lﬁm1’iunz?

ceicen e i

I
L. Llogaritni produktet e rrénjéve:
a) W53 b V122 g 5BNE g Vae az0; @ 2307 43f5a
2. Llogaritni produktet e rrénjéve:
a) JI-I-H';. azl; b) 34;4}'3?#;. x20.
3. Llogaritni herésit e rrénjéve:

9 TN A o e
O Jea:a, ax0 &) Y2745 dh) Hed Haazo0

I
I
I
I
I
I
I
I
:
: 4. Llogaritni herésit e rrénjéve:

: afl-!‘,"iﬁ I}]-.r#_l. a0k :}E:ﬁg. a»0 g MJE_I:#F. a=0.
I

|

I

I

|

I

I

|

I

I

|

I

5. Llogaritni:

3) (32+18 VI b) (4f50-648 o1
6. Un{pnn:ﬁquiﬂaﬁwudhmg. HJE]

a) [;ﬁ] b (5] o () o (VE-4E)
7. 8 Llogaritni

2 Jita, azo; b {We, aze o fala, azc

) 1ffﬁ:m- xy>0;  d) Yada-¥a, azo.
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TEMA 1 RREMJET OHE MUMRAT KOMPLEKSE

1.8 SHPREHJET IRRACIONALE. RACIONALIZIMI 1
EMERUESIT TE THYESES

Shprehje racionale algjebrike Eshté shprehja ¢ pErbéré prej numrave dhefose ndryshoreve t€ lidhura me
operacione quhen edhe operacione algjebrike.

Shprehjet né té cilat pérveg operacioneve algjebrike éshté i pérfshiré edhe operacioni i rrénjézimit, d m.th.
fugité me tregues qF nuk éshté numér i pioté, quben shprehje irracionale.

— Shembulli 1
a) %z B3 -3 ¢ a3t D) %: dh) 2a%7.

Zgjidhje:
Shprehje racionale jané nén a) dhe c). Shprehjet e tjera jané shprehje irracionale..

Shprehjet irracionale & cilat pérfshijné ndryshore do t'i shqyrtojmé vetém pér ato viera t& ndryshoreve pér
té cilat shprehja &shté e pérkufizuar, d. m.th. pér vlerat pér té cilat shprehja ka koptim.

— Shembulli 2,

Pér cilat vlera té ndryshores éshté e perkufizoar shprehja irracionale:
a) W —fx—4; b) fF+a-(x-37; o) ?—“J_’j
Zgidhje:
2 Rolojs. V= Sehilepicaisoar pir oo umls veal x, d.m.th. x € (-, <, kvewe shpwehin /¥ —
Eshté e pErkufizuar pér ¢do x, pérx - 4 2 0, pérkatésisht x = 4. Pra x € [4, +00), E'Etfun:hm.u]:lt.
x € (~m, +@) M [4, +@) = [4, +x).
b) Tédyjarmenjét yfx* +4 dhe (x—3)° =4fx—3 jane té pérkufiznara pér ¢do numér real x, dm.th.
x € (—m, +00), prandaj edhe e gjithé shprehja irracionale éshté e pérkufizuar, ka kuptim, pér ¢do
X € [—x;, 4o,
¢) Rrénja o/x+3 &shté e pérkufiznar pér x + 3 20, x =2 -3, dmth. x € [-3, +m). Rrénja tjetér
-JI.:—E takon eméruesit, prandaj nuk lejohet t8 merr vierén 0, dm.th. pér té kérkohet t£ vlejé
oJx—5 # 0. Nga ana tjetér, qf rrénja té jeté e pérkufizuar, duhet g& x - 5 = 0. Nga kéto dy kushte
pér emérnesin fitojmé se x - 5 > 0, pérkatésisht x > 5, qé mund t& shkruhet si x € (5, +20). Tani,

egjimaahp.utqa;r:*“““i gshté e pérknfizuar nése x € [-3, +%) A (5, +30) = (5, +3).
—



1.8 SHPREHIET ARACIONALE RACIONALEZIMI | EMERUESITTE THYESES

1.'.._

o ) o - ; e ——
= g A

Detyra |
Pér cilat viera té ndryshores jang t& pérkufiznara shprehjet irracionale:

o) YF-2m B fET-Gt3 9 T..-‘tja‘.
Pas kryerjes s operacioneve me rrénjét (si shumézimi, pjesétimi, fugizimi, nxjerrja ¢ shumézuesve para

shenjés sé rrénjés ose futjes sé shumézoesve nén shenjén e rrénjés), disa shprehje irracionale mund t8
shndérrohen né formé elmivalente né t€ cilén nuk paragitet shenja pér rrénjén, d.m.th. né shprehje racionabe.

— Shembulli 3,

(3lat nga shprehjet e méposhtme irracionale mund t# shndérrohen nE formé racionale:
a) & B AL g Y.
) ﬁ. =l d) 4:{’;#1“4;4;. xZ0
Zgjidhje:
2) ¥/4=2 &shte shprehje racionale.
b) 481=3-{3 nuk mund t& shndérrohet né shprehje racionale sepse né shprehjen e fituar pas
shndérrimit mbetet rrénja.
¢) §x'y" =xy’, prandaj shprehja kthehet né shprehje racionale.
9) ¥’y =x-{Jy. Ne shprehje edhe pas ndirhyrjes mbetet rrénja kuadratike, prandaj e njéjta nuk
mund t& shndérrohet né shprehje racionale.
d) 1‘:- x -{1‘:‘ -J;-J;=Jﬂlr’-x --l‘."-.‘x'-.: -%Q‘F=#F-#F-#F=#F=::-Euhﬁc qgarté se

né kété rast shprehja shndérrohet né shprehje racionale.

Detyra 2
Cilat nga shprehjet ¢ méposhtme irracionale mund t& shndérrohen né formé racionale:

3) V8 Wi 9 q’jr‘_}ﬂa’: g €. xyzo
- Aktivitet

1 -
a) -.";--.";, a0k b) #F-#';: c} q'ﬂ_--#ﬂ:. a>0, m<n.

-1 Mbani mend! .

Racionalizimi i emérvesit té thyesés Eshté proceduré pérmes & cilés eméruesi | thyesés shndérrohet
nga shprehje irracionale né racionale, kurse viera e thyesés mbetet e pandryshuar.
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— Shembulli 3,

Racionalizoni eméruesin e thyesés %

Zgjidhje:

Eméruesi i thyesés pérmban +f5. QE 12 eliminojmé rrénjén né emérues, thyesén ¢ shumézojmé me

5 .. .

'—E_ Fitojmé
R O

55 (5 5

NE kite ményré fitofme nj thyess e cila né emarues nuk ka rrénje, d m.th_eméruesi nuk shte shprehje

mwuﬂqﬂhﬁ&htkmﬁw”ﬁ:L késhtu g vlera e saj ka ngelur e

pandryshuar, g

— Shembulli 4,

2) Eméruesi i thyesés pérmban 45", Megense 5% 3/5 =3/5" =5, g t# eliminojmé rrénjén n2
'ﬂm_mﬂ“m— Elhumu]nu' jmé mie %- [m- E,
2 fF_uf_uf6
= & 5
b) NE kEtE rast thyesén e shumézojmé me g,::: dhe marrim:
7 {¢ 73§ 147
Je e o+
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-

',.-l-‘
; ; 1.8 SHPREHJET mnmnﬁm&.ﬂgﬁ Mi| Euﬁn&ﬁ'if THYESES

_

umndj:kimpmduhtrﬂmﬂﬁmﬁﬁﬂlruilﬁﬁ:mﬁ%*h m < n, kurse A dhe B #0 jang
numra ose shprehje té dhéna (me kusht B > 0, nfse n &sht? numér ¢ift). Pér ta eliminuar rrénjén nga eméruesi
i'ﬂ:]ruﬂ,._ & njéjtén e zgjeroj nimt?m':._-lrﬂhtn.ﬁtﬂjmﬂ_
A U= _ae=_ st A-:.I’r*
o T

Nese m = n, atfheré fillimisht eméruesin e kthejméE né formén normale, e mé pas racionalizojmé thyesén e
fitnar.

~ Shembulli 5 ,

Racionalizoni eméruesit e thyesave:
by 2 e case O L ysn

10
a) - ’ p
7 Jlx-2y¥ =4y
Zgjidhije:
10 7 _ 1047 _ 1047 _107

! W7 WFE 37 21
b) z+2y ) :—IJ'T {:-I-Jy] m {.:+2y] m
ii:_zﬂz ': IJ"], {:{I Iy]; x—2y

g =2 Al iy {—r+rH"_
= =y

Detyra 4
Racionalizoni eméruesit e t}

8 ; 3y
& P m b 5
a) o b) ey ax g T"' oy y#0.

o Alktivitet

Llogaritni:
2 @+bia—b; b (a+yb)a—vb) o (Va+b)Ja—E).

o
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TEMA 1 RREMIET DHE NUMTAT KOMPLEKSE

Le t& jeté dhéné thyesa ‘:,_ ku A, @ dhe & (b= 1) jané numra ose shprehje t& dhéna, ashtu gé a++/b 20,

Racionalizimi i emé&roesit i kfsaj thyese kryhet ashtn gé thyesa zgjerohet me n—:%; Fitohet me sa vijon:

A a-+fp Afa A-{a—b
a+JF ﬂ—\r:':- ,.1{_{;';?- £1—b ]

Nese eméruesi Eshtz | formés a—yB, atzhert zgierimi béhet me &3V

E'!"JE_!
- Shembulli 6,
Racionalizoni eméroesit ¢ thyesave:
4 32
ﬂm. h}—ﬁ-ﬂ_r_ . a=—afi; E}Tl
Zgjidhje:

4 4 24 42— "E] '{1"“’?_':'_

1+-J'_ T2+ 2 2t H‘} 1 =4(2-3):
) o e e i)

at+y3 |'.|+1.Ir n—q,r -3 °

| i i i (BE)E)_ (A
5—1  f5-1 +J5+1 {JE}’—]’

Detyra 5
Racionalizoni emérnesit e thyesave:

o5 B[ J5+43
' F Y eEttE 9

rEﬁmd.lztiuhuhimuairm:imﬂjmhﬂun&nﬁiiﬂryuﬁthﬁxminﬁ.hi.ﬂ&:b{u.ﬁ}
a
0) jané numra ose shprehje té dhéna, ashtu gé fa—fb #0, dm.th. a# b . Racionalizimi i eméruesit i késaj

thyese behet ashtn g thyesén e zgjerojmé me %_-Jr—ﬁ Fitojmé me sa vijor-

A Naeli A(aE) a(dasiE)
Va—b asdb(fa) - (B) b

Nése eméruesi pérmban fa+4E, Mchﬁ:ﬁ_
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Racionalizoni emérnesit e thyesave:
ot 4 VI442 3 WI-42
N Vi-a2 W3+32°

Eﬂlﬂfﬂ:
2 LR O e OO [ IR i 0
E ;I J;—_ql' J?+\_,|||5 { } I:J"] i 2

T i+ i+fE_(32)(544) ]
BB BN A (¥3) () R

o SIAE_SE-2 053 _(B-R)B-MD) sianfE | oz
23+ 254 iz {Iﬁ}'_{hﬁ} —- <

| L Percilatviera 2 ndryshores x &hté e pérkufizuar shprehja:

: a) 5‘:+]1: b) {I'_:—g—q'f +12: c) Nxtd-oxtd "“'"'4: 9 4__""'_33_
X ¥ —

| 2. Cilat nga shprehjet e dhéna mund t shndérrohen né shprehje racionale:

| a) Wa-a, azg b ‘l."ﬂ_t—.ﬂ' azh;

: 9 Ya-ifa ~3a; ¢ Yeia’ —+foa*, azo0

| 3. T shkruhen né formé mé t€ thjesht?, ¢ mé pas caktoni se cila nga shprehjet ¢ dhéna jang

I shprehje irracionale

| A ¥4, xzo b dav-a

: <) %Jﬁ_ﬂ%ﬁ+ g Na'b:ofab, a b>0.

: Nidltf]ﬂti—?m- lizoni emémiesin E[hmm_

I

|

I

I

|

I

I

|

I

I

|

4 a) ?’;: b %: o %: 9 j‘l

5. &) ;1,"; x>k B % a0 d % a®zl g ‘;I,:_f. ax0.
6. a) 3(::]'. x>k b 3= ath=0; o EII'I:Ti a+h=0.

7. 3 ;“’i b) ;ni;r-?'—? J fﬂ' e
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1.9 ZGJERIMI I BASHKESIVE NUMERIKE
Bashkéesia e numrave natyrore

BashkEsia ¢ mumrave natyroré shénohet me

N={L23. .}
Kjo bashkEsi &sht ¢ mbyllor né lidhje me operacionet ¢ mbledhjes dhe shumézimit, d m.th. shuma dhe
produkti i dy numrave natyroré pérséri éshté numér natyror
Mirépo, operacionet e zbritjes dhe pjesétimit nuk jang t& brendshém n# bashksing ¢ mumrave natyroré,
pérkatésisht bashkEsia e numrave natyroré nuk £shté e mbyllur né lidhje me to. Pér shembull, 2-5¢ .
Prandaj, disa eknacione nok kané zgjidhje né M, sikurse jang, pér shembull, ekuacionet & + x =3,
43 =2 et era,

Bashkésia e numrave te plote
Q& t& mund té realizohet zgjidhja e ekuacioneve tE tills, bashk#sia ¢ numrave natyroré zgjernhet me numrin
0 dhe me numrat negativé. Késhiu fitohet bashkfsia ¢ numrave 18 ploté, ¢ dla shénohet me

Z={...3.-2-L0.L23. ).

ME bashkEsing ﬂmnﬂhﬂﬁhwﬂumwm&mmm
ﬁﬁ.upumkdrjsmnnumﬂiphﬁicﬂiiuhmmlﬁprﬂn]tﬁnﬁ-ﬁmﬂjap&lﬂéqhd:m
né faktin se pjesétimi nuk &ht operacion i mbyllur né bashkésing e numrave t& plot, dm.th. herési i dy
numrave t& ploté nok &shté gjithmon# numér i ploté.

Bashkésia e numrave racionalé

Q¢ té zgjidhet problemi i mésipérm, prezantojmé bashkEsing e numrave racionalg, té cilén e shénojmé me
Q={%|mbeﬁ. B#'I}}.

5
Né bashkésiné Q. ebnacioni 2x = 5 ka zgjidhje ¥=2.

Numrat irracionalé
Edhe pérlundér kisaj, ka elpacione té cilat nuk kang zgjidhje as né bashkésiné e numrave racionalé. Pér
shembull, ekuacioni x* = 5 muk ka zgjidhje né T Pér t& zgjidhur ekuacionet e tilla, prezantojmé mumrat
irracionalé. Ata nuk mund t& shkoruhen si herés i dy numrave té ploté dhe jané numra dhjetoré joperiodik
J2=1,41421356___, 4f3 =1,7320508. ., ¥ =3,14159265.
Bashkésia ¢ numrave irracionalé mé shpesh shinohet me 1.



Bashkeésia e numrave reale

Unioni i bashk#sisé s& numrave racionalé dhe bashlésisé s& numrave irracionalg jep bashkésing e numrave
realg, t& cilén e shénojmé me R dhe R =0 U J.
Mbuhkﬁiﬂtmmwzmlimnﬂﬁzﬁiﬂmﬁi&aﬂaﬂmﬂeﬁ:m&f:mhn}ﬂ.

Vérenise M C Z C QC R Né gjitha kéto bashkéési operacionet e mbledhjes dhe shum#zimit jané komutative
HyTje né numrat kompleksg

MegjithatZ, jo ¢do ekuacion ka zgfidhje n€ secilén nga bashk#sité ¢ mésipérme numerike. Prandaj edhe
parashtrohet pyetja né dlén bashkisi ekriston zgjidhje ¢ ekuadoni t# dhEng?

— Shembulli1 ,

Te shqyrtojmé se né cilat bashkési kan zgjidhje ekuacionet:
a) x+3=5; by x+3=1; c) 2x—3=0: () X'=% d) £+1=0
Zgjidhje:
a) Mtw x+3=5@shtf x=2 Nomri 2 €N. Domethéné, ekuacioni ka rgjidhje né
N, por meqé NCZ CQC R ai ka zgjidhje edhe nég Z, Q dhe B
b) Eg'idhj:!;hm:hnit:+3=liﬂhé:=—lm;mﬂ—1Eﬂpm.¢h1ﬂnnih;gjidhj!nE =,
c) Zgjidhje e elmpacionit 2x — 3 = 0 éshté I=§-H1,1mﬁEEQ.§hdﬂéﬂmEu¢hlmjmihzgiid]j¢
né Q. me ¢ka edhe né
g Ekuacioni x° = 5 ka dy zgjidhje x, _'J_dlu“'-a —1’_ KEto dy zgjidhje i takojné bashkésisé R,
por nuk i takojné uqd_m_ﬂ:_hm]anznnmmmammlr_
d) Ekmacioni x* 4 1 =0 mund & shkruhet né formén
¥=—1
Por, katroi i asnjé numri real muk mund té jeté numér negativ. Prandaj ekuacioni né fjalé nuk ka zgjidhje
né bashkésiné ¢ numrave realé.

Detyral
Shqyrtoni se né cilat bashkési ka zgjidhje dacioni:
a) 3x-4=5 b)34x=6 )x+2=0 ¢ ¥-4=5 d) F+4=0

Nga shembulli 1 vérejmé se ekzistojné ekuacione & nuk kané zgjidhje as edhe né bashkésing e numrave realé
K Q¢ té mund t& zgjidhim edhe elmacione tE tilla, paragitet nevoja e zgjerimit té bashkésisé sé numrave
realé. Por, gjaté kitij zgjerimi patjetér duhet t& marrim né konsideraté me sa vijon:

1. bashkésia e re duhet t& pérmbajé gjithé numrat realé;

2 néhushh'zsiﬂéerednhettéehjsmjénumﬁhmdznﬁkjitédlitéihté—l;
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3. nE bashkEsing e re duhet t# jeng 12 pérkufizuara operacionet mbledhje dhe shumézim dhe pér to t2
vlejné vetia komutative dhe asociative, si dhe vetia distributive e shumézimit ndaj mbledhjes.

Q% t& pérmbushet kérkesa e dyté, me pérkufizim prezantohet numri t€ cilin e sh#nojmé me i, i tillé g katrori
i tij &shtg —1.

- Mbani mend! .

df
Numri § quhet njési imagjinare dhe katrori i tij shté —1. dmth. ¥ =—1.

Phﬁqﬁeqﬁhthugﬂ-mmﬂtuhdn;:mm

=i,
i=-1,
f=f-i=(=1}-i=—i
=i -i={H)-i=F=—(1)=1
|J=|" f=]-i=iq
f=i-i=i-i=—l,
=it i=(-1}-i==i
=i -i={H)-i=—=—(1)=1
etj.

M'Eujmia:pirgdunumirnatymtu,fulhfmﬂrujirinngaﬂﬂaﬁ.—l.—ﬁld]::ukimhﬁrviﬂazéni
def

PEér n = 0, me pérkufizim, vlen i* =1.

-1 Mbani mend! .

MNése n &shté numér i ploté jonegativ, atéheré i° £ [ i, —1. —i. 1} dhe t& gjitha katér vlerat zéng& vend
né meényré periodike. KEtu, nése n = 4k 4 r (0 = r = 3), d.m.th. nése r Eshté mbetje e pjesétimit t& n
me 4, atgherg i" = i

=
“u
t
IIH
[

1 me

=
&
-
£
b3
3
non

*e.l'l"'w.'*h
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Detyra 2
Llogaritni fugité né vijim:
a) ™ by i g} i ) i

Bashkesia e numrave kompleksé

Numri a + ib, km a dhe b jang numra té dhén# realé, loarse i Eshité njésia imagjinare, qubet numér kompleks.
Bashli#sia e gjithé numrave t& kisaj trajte quhet bashkési e numrave kompleks# dhe shénohet me C. Késhtu,
C={a+ib|a.beK].

MNeze
=4 ib
atther numrin a e quajmé pjes# reale & numrit z dhe ¢ shénojmE me Re(z), lurse numrin b e quajmé pjess
imagjinare ¢ numrit r dhe e shénojm# me Im(z). Pérve; kisaj, sipas périnfizimit vien:
0-i=0, l-f=4, a+li=a, 04+ bi = bi

— Shembulli 3 ,

2) Relz)=4,Im(z)=—3%  b) Re(z)=0, Im(z) =4
<) Re(z) =3, Im(z) = 0; $) Re(z) =0, Im(z) = 0.

Zgyidhje:
a) z=4-3% b)) z=0+4i=4if ) z=340i=% ) z=040i=0.

Detyra 3

a) Re(z)=-2Im(z)=—5 b} Re(z)=5Im{z)=0: ¢} Re(z) =0,Im(z)=5.

Pér numrin e dhéné kompleks z = a + ib, vEreni me sa vijon:

* Nése Im(z) = b = 0, atéheré pér z =a+0i=a <R Nga kito del se gdo numér real éshté njékohésisht
edhe numér kompleks, pérkatésisht K C. Nga kitu, sht# plotésuar koshti i paré pér zgjerimin e
bashkésisé sé numrave realé.

* Nése Re(z) = 0, atéheré z = 0 + bi, dhe nése b+ 0, ateheré numri bi quhet numér i pastér kompleks.

Detyra 4

Caktoni pjesén reale dhe imagjinare té numrave t& dhéné kompleksé:
a)l +3& b) 4 - 3i; o) Ti: gl 0 d) 4.
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-1 Mbani mend! -

Mumri kompleks — = —a — W qubet numer § kundért | numirit kompleks z = a 4 bi
MNurmri kompleks a — bi quhet numér kompleks i konjuguar i numrit z = o + bi dhe e shénojme me =,
dmth. z=a—bi

— Shembulli 4,
Shloroani numrin kompleks t# kundért dhe até t£ konjugoar ¢ numrave:
a) z=3- blz=2k )z=% ¢} z=0+0L
Zgjidhe:

a) Numriilundértiz=3 - i&shtf —z =3 + i, kurse numri kompleks i konjoguar éshté z =3+i.
b) Numrii kundért i z= 2i = 0 + 2i #sht# —z = —0 —2i = —2i, lmrse numri kompleks i konjugoar #shté
£ =0—2i=—2i Mund # pérfundojmé se pér numrin e pastfr imagjinar, numeri i kundért dhe ai i

keonjuguar i tij jané t2 barabarté.
¢) Numri i kundértiz=3 =3 + 0i &hté —z = -3 —0§ = -3, kurse numri kompleks i konjugunar gshtf
F=3-0i=3.
¢) Numriilundértiz=0=0+ 0 &htf — = -0 —0i = 0, kurse numri i konjuguar kompleks #shté
z=0-0i=0.
Detyra 5
Plotésoni: Nomri i kundért i z = 6i éshté . kurse numri kompleks i konjugnar i tij éshté
— Shembulli 5,

Nésez=a + bi, té tregohetse: a) 2=z  b) (—z)=—-TF.
Zgpdbje:

a) z=Ta+b)=(a-bi)=a+bi=xz

b (~2)=(-a~bi)=-a+bi=—a-bi)=—2.

Dimé se né bashkésing e mumrave realé nuk ekziston rrénja katrore e numrave negativé, respektivisht se
rrénja katrore e nomrave negativé nuk pérkufizohet, sepse katrori i cilit do numri real &shté numér jonegativ.
Mirépo, me futjen e njésisé imagjinare i, pér té cilén vlen i* = -1, fitojmé se

J-1=i
Nése a Eshté numér real negativ, pérkatésisht a < 0, atéheré mund t& shkruajmé:

a=—|a|

Tani, pér rrénjén katrore 8 numrit a < 0, fitojmé:
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va=ylal=yfi=0lal=V=1fal=fal 2
NE kit ményre, rrénja katrore e cilit do pumri negativ shprehet pérmes njésisé imagjinare. Por, duhet thelsuar
se, né kit rast, punojmé n# bashkésing e numrave kompleksg.
— Shembulli 6,
a) Va=vfai=2;
b) V9=0i=3i
o) JB1=ofB1i=0i

Detyra 5
Shicruani numrin kompleks:

a) V235 b} +-196; o) 121

Dy numra kompleksé jané t& barabarté nése i kan# t& barabarta pjesét reale dhe imagjinare, pérkatésisht.

- Mbani mend! ,

Numrat kompleksg a + ki dhe ¢ + di jané t& barabarté nése a=cdhe b=d

— Shembulli 7 ,

Pér cilét numra realé x dhe y vlen barazimi:
a) x+3i=5-yi b) (x+y)4+(x-y)i=3+5i
Zgjidhje:
a) QF tE vlejé barazimi i numrave kompleksé, duhet g€ x =5 dhe -y = 3. dm.th. y = -3.
b) NE kit rast, barazimi do t& vlejé pér x dhe y gé jané zgjidhje té sistemit t& ekuacioneve lineare:
xty=3
Zgjidhje ¢ kEtij sistemi t& ekuacioneve Eshté x =4 dhe y=- 1.

Detyra 6
Pér cilét numra realé x dhe y vien barazimi (2x— y) 4 (3x + 2y)i=x +124.
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T T T e T T s |

1. Pércaktoni bashkisité né té cilat kan zgjidhje eknacionet:
A —6=0 bx—10=5 cx+10=5  g¢Ix-4=0.
2. Pércaktoni fugité né vijim t€ njesisé imagjinare

Y b ™ i Qi

3. Shlouani numrat kompleksé nése jané dhéné pjesa reale dhe imagjinare e tyre
a) Re(z) =—2,Im(z) = I; b)Re(z) =5Im{z) =0;
c)Relz) =0, Imlz) =—4; g)Refz) =11, Imlz) =12

4. Pérnumrat e dhiné knmpleksz, caktoni pjesén reale dhe imagjinare tF tyre:
a) -1 +5i; bl 6+ 2i c) & ¢l —Bi.

6. Le 1€ jeté z= 4 - 5i, . Caktoni hap pas hapi numrat z dhe {—).

a) V324; by 625 c) J/-10000.

8. Pér cilét numra realg g dhe b jané t& sakta ekuacionet ¢ méposhtme:
a) 5+ ai=b-4i;
b) 2a- 9i= 8 + 3bi;

I
I
|
|
|
[
|
|
I
I
I
I
I
5. Shlkruani numrin e kundért dhe até kompleks t& konjuguar pér mumrat: :
|
|
|
|
|
|
I
I
|
c) (a—2b) - (3a + 4b)i = 3a +2 + 3hi. :

|

|

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
: a)z=-10-2it blz=-3i c)z=4
|
|
|
|
|
|
|
|
|
[
|
|
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1.10 MBLEDHJA DHE ZBRITJA E
NUMRAVE KOMPLEKSE

- Rikujtom!

* Numri i quhet njési imagjinare dhe i' = 1.
*® (Cili numér EshtE pjesa reale e cili pjesa imagjinare e numrit kompleks 15 - 107
® Cili numér éshté i konjuguari i numrit kompleks z =5 + 138

NE kété njési meésimore do ta pérlufizojmé shumén dhe ndryshimin e dy numrave kompleksé

Shuma e dy numrave kompleksE Eshté numér kompleks pjesa reale e t# cilit &sht# shuma e pjeséve reale t8
mbledhésve, kurse pjesa imagjinare e tij shté shuma e pjeséve imagjinare ¢ mbhledhésve.

Nadryshimi i dy numrave kompleks# &shté numér kompleds pjesa reale e t£ cilit #shté sa ndryshimi i pjesés
reale té t& zbritshmit dhe zbritésit. kurse pjesa imagjinare shté sa ndryshimi i pjeséve imagjinare tZ t&
britabioit dhe dhaitis

—|l'l.'rh.-iuzni::|:|:|=1:11|:ijr

Mése =, = a + M dhe z, = ¢ + di, atéheré shuma dhe ndryshimi i kétyre dy numrave pérkufizohet ngé
miEnyrén né vijim:
s+ n=la+b)+(c+di)=(a+c)+(b+d)
z—2,=(a+bi) —(c+ di) = (a—c) + (b—d)i.

— Shembulli 1

Llogaritni shumén dhe ndryshimin e numrave & méposhtém:
a) z,=2+3idhez, =32
6) z=4—2idhez, =2
B) z,=3—6idhez, =5
Zgjidhje:
a) Z+5=(2+3)+(3-2)=(2+3)+ 3+ (D)i=5+i
5—5=(2+3)-3-2=02-N+3-(2Pi=-1+5i
b) 2,4 2,=(4—-20) 4+ 2i=(4+0) + (-2 4+ 2)i=4+0i=4,
5—=(4-2i)—2i=(4—0)+ (2-2i=4—4i
¢) [ +5=(3—6i) +5=(3+5)+ (6i) =8—6i
5—5=(3-6i)—5=(3—-5)+ (6i) =—2—6i
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Detyra 1

Ulogaritni shumén dhe ndryshimin e numrave t& méposhtém:
a) z, =22 + Nidhez, = 21 —25i
b) z,=8—3idhe z, = 1D&
8) =7—2idhez=29.

- Shembulli 2,

Le té jené z, = 3— 4i, z, = 2 + 5i dhe z, = -1 - 7i. Kontrolloni nése jané t& vérteta barazimet:
a) n4n=z4z; b) (n+z)en=24(z4z)
Zgjidhje:
a) i+ 5=(3-4)+(24+5)=(3+2)+ (4 +5)i=54+i,
L+5=(245)+(3-4i)={2+3)+(5-4)i=5+1
Mund té pérfundofmé se vlen barazimi i paré, dmth. z, + 5=z, + z,.
b) (z+2)+5=(3-4)+ (2+5)) + (-1-TD=(5+ D) + (-1 -Ti) =4 6,
L4ln4n)=03-4)+((2+5)+(-1-Ti)=(3-4) + (1 - 2i) =4 - 6L
Pra, edhe barazimi i dytf ésht# i sakté, dmth. (7 + ) + 5=z, + (g, + )

Barazimet nga shembulli 2 vlejn jo vetém pér numrat konkret z,, z, dhe z,, por edhe pér numra &
& radoahsm komplekss

—|Mhm:|iu:uand!;

Me bashkésing e numrave kompleksg operacioni | mbledhjes eshté komutativ dhe asociativ, d.m.th.
pér cil&tdo numra kompleksé z,, z, dhe z, vien:
I, + I, = I, + £, (vetia komutative) dhe
(z, + 2,) + £, = £, + (z; + ) (vetia asociative).

— Shembulli 3,

Le té jeté z = 3 - 2i. Llogaritni:
a) z+%; b)z-Z
Zgjidhe:
a) z+Z=(3-2)+(3+2)=6+0i=6ER,
b) z—F=(3-2)—(3+2)=0—4i =—4i.
Sig mund t& vEreni, shuma e numrit kompleks z me numrin ¢ tij t£ konjuguar kompleks &hté numér
real, kurse ndryshimi i tyre éshté numér i pastér imagjinar.



e

-

1.10 MELEGEA DHE ZBRITIA £ NUMBAYE KOMPLENSE

KEto veti vlejné per cilindo numér kompleks. Ng fakt, nése z = a + bi &shtf mumér kompleks i dhéné, atéhers
r+T=(a+bi)+{a—bi)=2a+0i=12a

£shté numéer real, kurse
z—7 ={a+b)—(a—bi)=0+2hi =25

gshté numér i pastér imagjinar.

— Shembulli 4 ,

Jang dhéné numrat z, = 2 + i dhe z, = 3 - 4i. T¢ kontrollohet saktésia e barazimit 7, + 2, =7, + 7,
Zgjidhje:

Fillimisht, llogaritim z, +z, ={2+i)+(3—4i)=5—3i, prandsj z, + z, =5+ 3i Nga ana tjetér,

7, 4 5, =(2—i)+(3+4i) =5+ 3i. Ngakétm perfundojmé se barazimi &sht# i sakté

Ey barazim vien edhe né rastin ¢ pérgjithshém, pér numrat e ¢farédoshEm kompleks# z, =a + bidhe z, = ¢4 di.
Me tévérteté, 7, +z, =(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d), prandsj z, + 2, =(a+¢)—(b+d)i. Péranén e djathté
barazimit, fitojmé I, + T, =(a—bi)+{c—di) = (a+c)—(b+d)i, cka edhe e vErteton saki#sing e barazimit.

—[l'.u'!'l:n-ﬂ.l.'n.i|:|:ul'_1]1:l_"l|,r

Pér dy numra té cfarédoshem kompleksé z, dhe z,, vlen barazimi z, + 2, =z, + 2,.

Detyra pér ushtrime! .

[
1. Llogaritni shumén dhe ndryshimin e numrave kompleksé:
a) r,=5-6idhez, = -4+ 9;

|

|

|

| 1 4

| b) z, =3+§idh¢ar, =i_;“

|

| ¢l z,=3—ﬂidi£z,=5—llﬁ 3

: 2. Letéjeté z, =7 - 6i Te llogaritet T—z dhe z—7. L
| 3. Letéjené z =3 - 2i dhe z, =5 + 3i. T¢ kontrollohet sakisia e barazimit z, + z, =7, + z,.
| A vlen ky barazim edhe né rastin e pérgjithshém?

|
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1.11 SHUMEZIMI I NUMRAVE KOMPLEKSE.
FUQIA E NUMRIT KOMPLEKS

NE kEtE pjesé do ta pérkufizojmE produktin e numrave kompleksé.
Fillimisht, do ta marrim né konsideraté rastin ¢ shom#zimit t8 dy nomrave 8 pastér komplelsé. Le t€ jeté
z; = ai, dhe z, = bi. Atéheré,
2, %= ai - bi = abi’ =—ab,
Pra, produkti i dy numrave t& pastér kompleks# éshté numér real.

~ Mbani mend! ,

Produkti i dy numrave t& pastér imagjinareé éshité numér real.

—ISIHmhu]]ilf
Llogaritni produktin e numrave t£ pastér kompleksé z, = 3i dhe z, = —4i.
Zgjidhje:
-z, =3i- () =—12F = (-12){-1) = 12
Detyra 1
Llogaritni produktin ¢ numrave té pastér komplelksi-
a) z,=2idhe z, = 3# b) z, =—3idhe z, = -5 c) z, =—10idhe z, = 2i.

ME rastin epﬂmlﬂuhﬂn,_ ji ém, shumézimi 'imhmﬁ.&ﬁl_ﬁh[ﬂﬂm_ né shumézim té binomeve, Le t&
jené z, = a + bi dhe z, = ¢ + di. Atheré pér produktin e numrave z, dhe z, fitojmé:
z, - &= (a4 bi)(c + di) = ac + adi + bei + bdi* = ac + adi + boi — bd = {ac - bd) + (ad + bo)i.

- Mbani mend!

Mése z, = a 4+ bi dhe z, = ¢ + di, atéheré pér kéta dy numra pérkufizohat
z, - &= (ac — bd) 4 (ad + be)i.

Le té nénvizojmé se kjo formulé nuk duhet té mésohet pérmendésh. Shumé mé e thjeshté éshté g shumézimi
i numrave kompleksé t£ realizohet si shumézimi i binomeve.

— Shembulli 2,

Llogaritni produktin ¢ numrave kompleksé z, =3 - 2idhe z, = 2 + 4i.
Zgjidhje:

2 -n=(3-2)(2+4) =6+ 12i-4i -8 =6+ 12i—4i + B= 14+ Bi



Detyra 2
Llogaritni produlktin e numrave kompleksé:

a) z;=—4-3idhez,=5-3i B) zy=-24+3idher,=1-i; c} 5=4+3idher,=-7-2i

- Shembulli 3 ,

Le té jent z, = 2 + 3i, z, = —8i dbe z, = 3 — 4i. Kontrolloni sakiZsing e barazimeve:
alg-n=z-z; bl lg-z)-n=5-l5-zk dig+z)-n=r54zz
Zgjidhje:
a) ;-2 = (2 + 3)( —Bi) = —16i - 24 =24 - 16L
2,5, =(—Bi( 2 4 3) =—16i - 24 =24 - 16i,
Produlkti i fitear qofté kur shumézojmé si né anén e majté qoftE si né anén ¢ djatht® &shté numri
i njEjig, dmoth. vien barazimi z, - 5=z, - z,.
b) (z,-2,)- 7, = ({2 + 3iN —Bi)) - (3— 4i) = (24 - 16){3 — 4i) = 72 — 96i — 48i + 64i" = B - 144i,
z - (z-z)= (2430 - ((-B)(3—4i)) = (24 303224} = 64— 4Bi - 96i — T2 = 8- 144i.
Pra,(5,-5)-5=5-(z-z,).
€ (5 +3)-2=((24304(8i)) - (3—4) = (2-5) - (3—4i) =6 Bi - 15i 4 207" =—14-230L
I B4 Ly L=(2 4+ 3M3—4i) 4+ (B} - (3—4i) = (1B + i) + (32 - 24i) =14 - 231
Nga kétu, vlen edhe barazimi i tret.

Mund t& tregohet se tre barazimet ¢ mésipérme viejné pér numra komplelsé té ¢farédoshém.

— Mbani mend!

Mg bashkésing e numrave kompleksg, operacioni | shumézimit eshiE komutativ dhe asociativ, dom.th.
nése z,, z, dhe z, jané numra 18 gfarédoshém komplekss, atéhers vlen:
I, - By= I, - T, [vetia komutative)
(2,- ) - 5=z, - (z;- z,) (vetia asociative)
Po ashitu, né bashkésing e numrave kompleksE operacioni | shumgzimit Eshté distributiv ngé raport
mie operacionin & mbledhjes, d.m_th. pér numrat e gfarédoshém kompleksé =, z, dhe z,vien:
[z 4+ 5 ) - 5=z 5 4 2~ z(vetia distributive).

— Shembulli 4,

Té llogaritet z-T, nésez=a+ bi.

Zgjidhie:
z-T=(a+bia—bi)=a’ —abi+abi—b' =a* + .

VEreni se produkti z-T €shté numér real.
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TEMA 1 RREMIET DHE NUMTAT KOMPLEKSE

-1 Mbani mend! -

Pér numrin & gfarédoshém kompleks z = a + bi produkti - Eshté numér real. Rrénjén katrore t&
k&tij numri & shé&nojme me | z | dhe e quajmé modul ose vers absolite t8 numsit komple =

Prra:
|z|=ﬁ=-ﬁlln1+bl-
- Shembulli 5,
Llogaritni modulin e numrit kompleks:
g 145 b)2-% o) 4-35 ¢ -3
Zgfidhje:

a) [1+iEdP +F =+f2;

b) |2—if=dZ +1F =45,

¢) [4-3if# +3F =B =5
Q) [ E0P+3) = =1,

Detyra 3
Llogarimi modulin & numrit kompleks:

a) B+ 6@ b} 3 -4i; c) 12§,
— Shembulli 6,

Jané dhéné numrat kompleksé z, = -5 + 3i dhe z, = 4 - 2i. T¢ kontrollohet nése pér kita numra Eshté i
sakté barazimi z, -z, =, -T..
Zgjidhje:

z,-2, =(—5+3i)4—2i) =(—14+22)=—14—-22i,

T,-T, =(—5—3i){4+2i) =—14—-220
Pra, anét e djathta t€ dyja shprehjeve t8 mésipérme jang t barabarta, prandaj t€ tilla jang edhe anét e
majta, dm.th. z, -z, =% -E,.

Ky pohim vlen edhe né rastin e pérgjithshém, d. m.th. pér mumrat e ¢farédoshém z, = a + bi dhe z, = ¢ + di.
NE fakt,

z, -z, =(a+bi){c+di) ={ac—bd) + (ad + bc)i = (ac—bd) — (ad + he)i.
Nga ana fjeter, 7, - 2, =(a—bi)le —di)={ac —bd)—(ad +bc)i.
-1 Mbani mend! -

Mése z, dhe z, jané numra té gfarédoshém komplekss, stéheré z, -z, =7, -z,.

.ﬁz
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1171 SHUMEZIMI | NUMRAVE ROMPLEXSE FUDIA E NUMIITT KOMPLEKS

NE vazhdim, duke shfrytézuar operacionin e shumézimit t&# numrave kompleksg pér té cilin vlen vetia
asociative, do ta pérlufizojmé fuging e numrit kompleks.

-1 Mbani mend! -

Pér numrin e gfarédosham kompleks z dhe numrin e gfarédoshém natyror i, fugia z° parkufizohet ma:
F3E o7 LT 4
S

- Shembulli 7,

Uogaritni fugité né vijim:

) 2-3% b O-o"
Zgjidhje:

a) (2-3i) =(2-3@2-3)=-5- 12
(2-3iF =(2-3)(2-3D) =(-5- 1202 - 3i) = 46- 90
b) (1-if=(1-i(1-i)=-2
Nise ¢ shfrytezojmé faktin se (1—i)" =((1—i)’ ', atéheré fitojmé
(1-9'=(20"= (27 =16

Detyra 4
Llogaritni fugité né vijim:
a) (1+i)% b) (2-i)% ) (1 -3

Detyra pér ushtrime! Aot s e et tnte tatinsedesa it o .

1. Llogaritni produktin ¢ numrave kompleks# z, dhe z, nése
a)n=5-6idhez,=4-9:

|

|

|

|

|

|

| ¢) % =v2+43i dhe 7, =22 -343;
' r)z,=3-9idhez,=5-11i

2 Uogrinibgeniim.
| a) (24507 b) (2-60) o (V25 .

| 3. Llogaritni modulin ¢ numrit z nése:

' a) z=4+7i blz=3-8ic)z=-7i

: 4. Zgjidhni ekuacionet e dhéna dhe kontrolloni saktésing e zgjidhjeve:
| a) ¥ -16=0; b)x+16=0
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TEMA 1 RREMIET DHE NUMTAT KOMPLEKSE

1.12 PJESETIMI I NUMRAVE KOMPLEKSE

— Rikujtom:!

Pér numrin e ¢farédoshém kompleks z, z-T Eshté numér real

NE kété pjesé do t& pérkofizojmé pjesétimin e dy numrave kompleksé. Le t£ jené z, = a + bi dhe
ﬁ::+ﬁ£ﬁ#ﬂlhﬁpﬂ1ﬂiinﬁmﬂ&;ﬁj&dﬂ¢&nh@hﬁm¢ﬁhﬂjﬂpﬂﬂntﬁjhmpkh
Bh&mmitﬂihﬁ&}nnieihmimﬁn&médhﬁﬁﬁmﬁnﬁﬁmwmrﬂl
z, -z, NEfak, Z; I,

5 _ at+bi  at+bi L= —di {E-I-b.l'}{r—.ﬁ‘j -[,nr+b::!}+[—ﬂd+br}l'
crdi c4di e-di S+ e +d

k4

-1 Mbani mend! .

Mése £, = a+ hi dhe z, = ¢ + di {z, #0), atEheré herési i kityre dy numrave perkufizohet me:
i=n:+hi' —n:l'+£m;:l
z, c+d JS+d&

— Shembulli 1,

Ulogaritni herésin e komolekss
a) z,=3-idhez, =2+ 3
b) z,=2+3idhez, =3 - 4i;

&) z=+2+3i dhe z,=43-20

Zgjidhje:
,;,i 3!3[23-‘{31}{231]3[H3]1ﬁ
z, 243 243 2-%  2P+¥F 13 13 13
. 5 243243 34 _ Q43344 _ 64171 6 17
};r,z 3-8 3—4i 3+4i 3 +4° 25 25 25 '

9 & 2+ 244 B {-4’_ +43i)(+3 +i’r]
Z, +3-2i 3-2i 3+2 [,.,l']_,_f

_{ﬁ—zﬁ}+{zﬁ+3]i=ﬁ_zﬁ+zﬁ+3j
7 7T

7

Detyra 1
Uloaritni herisi

1-3 2-5i 1—+f2i
Y Pes Y
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1,12 FIESETIMI | NUMBAYE KOMPLEKSE

— Shembulli 2 ,
Gijeni pjesén reale dhe até imagjinare t& numrit kompleks -'IFE%-
Zgjidhje:

2—i 24+ 2—i 2—-i 240 24 (22— Q2+ 3I-4i 3+4i 6
et e e PR 3 3 + Rt
2¥i 3—i BEi 32— B 24 PP P4 5 HeeR

Fitojmé se Re(z)=, kurse Im(z) = 0.

o=

Detyra 2
1-4 243
Gijeni pjesén reale dhe até imagjinare t&# numrit kompleks 2= .'i!-H+ e
—[Shlm]:lﬂ]li%,
Le té jent z,= 1 - 2i, kurse z, = 3 + 4L T provohet saktsia e barazimit [&]=%
Zgjidhje:
Ilillimiill Ilwm' 'm-

_1-2 _1-2 3-4i_ (1-20)(3—4i) _S5-10i_ 1 2

a
E

L1 = .

z, 3+4i 3+4i 3-4i F+4 25 5 5
Tani, 5 =_l-|-Ej_
5 5

o B _ 142 1420 3H4i _ (420)(3+4D) _ 54100 _ 1 2.

J—4i 3—di 3I+ai @ F+4? 25 5 5
K&shtu kemi provuar saktésing ¢ barazimit pér numrat e dhéné kompleks z, dhe z,.

Ky barazim éshté i sakté edhe né rastin e pérgjithshém, pér numrat e cfarédoshém z, dhe z, (z, #0).

- Mbani mend!

Nése z, dhe z, (2. 0) jan& numra t& farédoshim kompleksé, atéhers [%]:

Jal |4l




Detyra per ushtrime!

|
1. Llogaritni herésin e numrave kompleksé r, dhe z; nise
a)z,=5-6Gidhez,=4-9i
1.5 4 3
e e | T,
SiMEg g dee gt

c) ¢.=-'E+-Ei -ﬂnrfl'ﬁ—-'l-ﬁ':

|
|
|
|
|
|
|
|
|
r)5,=3-9idhez,=5-11i :
|
|
|
|
|
|
|
|

T T T e T T s |

2. "l"!rmJ,u:!::miml[i]=§L Eshié i saki# per numrat e ¢farédoshém kompleksE =, dhe

2 (z:20). s
3. Béni mé t& thjeshta shprehjet:
2) {2+iN3—i). by (42 (3 +2
R 2§ I+i

113 DETYRA ME ZBATIMIN E
NUMRAVE KOMPLEKSE

Pérpara se té kalojmé né detyrat me zhatimin e numrave kompleksg, duhet t& sgarojmé se kur njé madhési
mund t& merr vlerén numér kompleks. Pér kit arsye do té duhet té shohim se si numrat kompleksé mund
Iipﬂ.lu]i‘EﬂgﬂHmﬂ']hﬂhL’ iki

Paragitija gjeometrike e
numrave komplekse

Cdo numér kompleks z= a + bi plotEsisht #shté i pércakinar me pjesén e tij reale a dhe pjesén e tij imagjinare
b km a.beR Nga kitu, nomri kompleks z = a + bi mund t# paraqgitet si dyshe (cift) i renditur i numrave
realé (a, b), dhe anasjelltas, ¢do dyshe e renditar (a, b) mund t€ shlkrohet si numér kompleks z = a + bi. Pra,
ekziston korrespondenca e njévlershme reciproke ndérmjet numrave kompleksé dhe dysheve té renditura t&
mamrave realé, Pér shembull:

g=3-2=(3-2)

z="5i=(0,5%

z=3=(3,0).
Poashtu, z=(2,3)=2+3iz=({L0)=1.z=(0,2) = 2i

Mga ana tjetér, dihet se gdo dysheje té renditur (a, b) i pérgjigjet sakd@sisht njé piké Mia, b ) e rrafshit
koordinativ, dhe anasjelltas, ¢do pike N{x, y) t& rrafshit koordinativ i pérgjigjet (i korrespondon) salkt#sisht



-

1.13 PR  ME TRATIMIN E NUMBME KOMPLEKSE

njé dyshe e renditor e numrave realé (x, y), dm.th. kemi njé korrespondencé & njévlershme reciproke
ndérmjet dysheve t# renditura t8 numrave realé dhe pikave t8 rrafshit koordinativ. Nga kétu, mund té
pérfundojmeé se ekziston korrespondenca e njévlershme reciproke ndérmjet numrave kompleksé dhe pikave
té rrafshit koordinativ. Kjo do t€ thot# se secilit num#@r kompleks z = a + bi | pergjigjet njé piké Mia, b) e
rrafshit koordinativ, dhe anasjelltas, ¢do pike N(x, y) t& rrafshit koordinativ i pérgjigjet saktdsisht nj& numér
kompleks z=x + yi.

— Shembulli 1

Paraqgitni nomrat kompleks# A
5,=243,5,=1—iz=3dhez,=-3i ¥ig
né rrafshin koordinativ.
Zgjidhje:
Sipas sgarimit té mésiprm,

7, =243i=(2,3),

ﬁ‘l‘j'{]r_]}s

n=3=(3,0)

z,=—3i=(0,-3)
NE vizatimin 1 kéto pika jang paragitur né
rrafshin koordinativ. ¥éreni se numrit real
z,=3 i pErgjigjet pika M,(3, 0), e cila shtrihet
né boshtin x, korse numrit t€ pastér imagjinar
z, = —3i i prgjigjet pika M,(0, —3), e cila
shtrihet né boshtin y.

Detyra 1
Mumrat kompleksg z, = 3 + i, z, = 3 — 4i, z, = 2i dhe z, = —4 paraqgitni né rrafshin koordinativ.

Rrafshin, pikat e t& cilit paragesin nomra kompleks# quhet rrafsh kompleks ose rrafsh § Gausit. Boshti i
abshisés i ktij rrafshi quhet bosht real, kurse boshti i ordinatés quhet bosht imagjinar.

H-Ejmtrj,vﬁuﬂﬂlﬂll&dﬂt%ﬁﬂﬁjhﬂnzkwﬂlnm,hmmhﬂmiﬂﬂkhﬂﬂn,&} quhet
rreze — vektor i pikés M dhe shénohet m OM. Koordinatat e rreze-vektorit pérputhen me koordinatat e pikés
M dhe, né kété rast, ¢do piké e rrafshit plotésisht Eshté e pércaktuar me rreze-vektorin e ssj.




Meqgenise mé herét treguam se secilit numér kompleks i pérgjigjet saktEsisht njé piké e rrafshit, korse gdo piké
e rrafshit #shté e pércaktuar me rreze-vektorin e zaj, mund t& pérfundojmé se ndérmjet numrave kompleksé
dhe rreze-vektoréve ekziston njé korrespondencE e njévlershme reciproke.

— Shembulli 2

NE rrafshin koordinativ paragitni rreze vektorét A

i=(2,2),b=(-2,1,f =(L,0)dhe d=(0,2). Cilat
numra kompleksé pércakiojng kéta rreze-vektore? N M. (2.2)

Zgjidhje: M-20)
ME vizatimin 2 i kemi paragitur rreze-velktorgt pEriatiis. e 1
Rreze-vektori @ =(2,2) e pércakton numrin kompleks — =
z,=242i, rezevektori b=(-21) epéreaktonnumrin ¢ 7 F -1 |12 94

kompleks =z, = —2 + i, rreze vektori € =(L0) - e
pércakton numrin kompleks z, = 1, kurse rreze vektori
d=(0,2) e pércakton numrin kompleks z, = ~2i. =R

Vizatimi 2

Detyra 2
N& rrafshin koordinativ paragitni rreze vektorét @ =(-1,3), b =(-2,—4), ¢ =(0,~3) dhe d=(5,0), Cilét
nmumra kompleksé pércaktojné kita rreze-vektoré?

Pse disa madhési paragiten me numra kompleksé?
Kjo &sht njé pyetje thelb&sore té cilés duhet t'i pérgjigiemi q& t& mund t& pérdorim numrat kompleksé né
detyra reale né zhatime.

N fiziké, tekniké, robotiké dhe shumé disiplina tE tjera, shumé nga madhésité nuk mund té pérshkruhen
vetém me njé nmamér, por kané dy informacione t& réndésishme. PEr shembull, te forca nuk Eshté e
réndzsishme vetém se sa Eshté pfr nga madhésia, por edhe se nE cilin dreftim vepron ajo. Prandaj themi se
forca Eshté madhési vektoriale dhe ajo ka:

*  jntensitetin {madhésing)

. ll.']-'l"!]ﬁl'l'ljﬂ-

5i mund ta vEmé né lidhje forcEn me numrin kompleks?

Numri kompleks z = a + bi pérmban dy komponenta: pjesén reale a dhe pjesén imagjinare b. Kéto
dy komponenta nund t€ interpretohen si dy drejtime mes veti pingule (pér shembull, horizontzl dhe
vertikal). Prandaj, forca mund té shkruhet si numér kompleks:



F=F, +iF,

[ATE
® F, éshtf komponenta horizontale e forcés,
* F, &shtf komponenta vertikale e forces.
NE kté paragitje, né t& vErteté, forca Eshté paragitur si rreze-vektor sepse, si¢ edhe theksuam mé sipér, mes

Kjo paraqgitje e forces, dhe né ményré t njgjté edhe e shomé madhésive t¢ tjera vektoriale, &shté shumé e
dobishme sepse ng kétE menyre:
* mbledhja e forcave shndérrohet né mbledhje té rendomté t& numrave kompleksé, ng vend t&
mbledhjes s& vektoréve;
* thjeshtohen llogaritiet
* mé lehtE zgjidhen detyrat me oscilime, valé, rrymén alternuese dhe shumé shembuj t2 tjerg ku hasen
ndryshore gé jané vektore.

NE bazé t& kisaj, mund t thuhet se numrat kompleksé nuk paragesin madhési fizike “té re”, por se jané njé
vegél matemnatike me ané t& s cilés mé lehté i pérshlorusjmE madhisité gé kané nga dy komponenta.

- Shembulli 3,

Madhésité themelore q& llogariten pér garkun elektrik janE: intensiteti i rrymés elektrike 1, i cili matet
me amperé {(simboli A), impedanca elektrike Z, gé matet me omé (simboli (1) dhe tensioni U, t& cilin e
matim me volt (simboli V). Kéto madhési jané té lidhura me formuolén U=1- Z.
Pér t& shmangur hamendésimin me simbolin pér intensitetin e rrymés elektrike [, inxhinierét né vend
té i, pér njésiné imagjinare, pérdorin shénimin j.
a) NE garkun elektrik, intensiteti i rrymés elektrike £sht# (8 + 3j) A. kurse impedanca eshié (4 - j)
1. 5a éshté tensioni?
b) MNE qarlmn elekirik me tension prej 110V, intensiteti i rrymés elektrike shté (4 + 3j) A. Sa Eshté
impedanca?

Zgjidhje:

a) Ngalkushtet e detyrés I= 8 + 3j, kurse £ = 4 - j. Tensioni i rrymés elektrike llogaritet me formulén

U=1I- Z Me zévendisimet pérkatése pér intensitetin dhe impedancén, fitojmé:
U=I-Z=(8+3j)4-j)=(35+4) V.
Rezultatit té fitnar mund t'i japim interpretimin fizik né vijim. Tensioni U do t& pércaktohet me
rreze-velktorin & =(35,4), prandaj
* pjesa reale (35 V) Eshté tensioni aktiv;
* pjesa imagjinare (4j V') éshté tensioni reaktiv.
U110 _ 110 4-35 110(4-3j)

b) Z7="= = . = =4 4-(4-37)=17,6-13,2;.
I 443 443 4-3; 4'+% @=30) N
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TEMA 1 RREMIET DHE NUMTAT KOMPLEKSE

~  Aktivitet

Ne garkun elektrik me tension 110 V, rezistenca e pérgjithshme (impedanca) &shté (6-2j)(1. Sa éshte
intensiteti i rrymés eleltrile?

~ Shembulli 4 ,

NE garkun e rrymés elekirike dy burime t# energjisé japin tensione komplekse U, = (6 + 4j) V dhe
U7, = (3—2j) V. Llogaritni tensionin e pérgjithshém, U né gark, nése ai #shté i barabarté me shumén e
tensioneve U, dhe L7

Zgjidhje:

U=U,+U, =(6+4j}+(3-2/)=(9+2j) ¥

— Shembulli 5,

Nj robot léviz me transformim t€ paragitur pérmes numrit kompleks z, = 2 + j, e mE pas kryen edhe
njE rotacion dhe shkallézim z, = 1 - j. Caktoni rezultatin ¢ transformimit té pérgjithshém z =z, - ..
Zgjidhje:

5-5=02+j{1-j=3-].

- Aktivitet .

Nepér kanalin e telekomunikimeve Ehtg dérguar sinjali 5 = 10 + &j, kurse zhurma nE kanal &sht#
N =2 - j. Ng dalje t& kanalit fitohet sinjali i cili #shté shumé e sinjalit t& dérguar dhe zhurmes.

a) Caktoni sinjalin e pranuar R = $ + N.

b) Mga sinjali i pranuar caktoni sinjalin e pastér duke e zbritor zhurmén.

— Shembulli 6 ,

Pika n& rrafsh &shté dhéné pérmes numrit kompleks z = 3 + 2j (Kjo nénkupton se koordinatat e pikés sé
rrafshit jané (3,2)). N kit piké zbatohet transformimiz’ = (1 + j) - z. Caktoni vendndodhjen e re t& pikés.
Zgjidhje:
Vendndodhja e re e pikés do t€ jeté

f=(1+f)-z=(14+7)-(3+2)=1+5j
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ME ZRATIMIN E NUMBANE KOMPLEKSE

Detyra per ushtrime!

|
| I
: 1. Né rrafshin kompleks, paraqgitni numrat kompleksé né vijim: :
| £,=2 4 i =l—5 e = dhe ri=—1 i
| 2. Caktoni numrat kompleksé g u pérgjigien dysheve perkatése t& numrave realé (2, 1), (-2,4), |
' (=3.-2). (0, 4), (2, 0), e mE pas 1% njéjtit paragiti né rrafshin koordinativ. '
| 3. Caktoni rreze-vektorét gé u pérgjigien numrave komplekse 7, = 1 - 5i, 5, =2 — 4i,z, =3 -5 |
| dhez,=—2idhe paragitni né rrafshin koordinativ. |
| 4 Nijé lokacion éshté paragitur me numrin kompleks z= —2 + 4i. |
| a) Shkroani lokadonin me an# t# koordinatave. ,
| b) Pika e dhéné a EshiE né veri ose né jug & origjinés s& koordinatave? |
| c) Pikae dhéné a Eshié né peréndim ose lindje té origjings sé koordinatave? '
: Supozoni se nE rrafshin koordinativ majtas &sht peréndimi, djathtas Eshté lindja, sipér :
| Eshté veriu, kurse poshié - jugn. |
| 5. Vendndodhja e njE sateliti né rrafsh Eshté dhéné me z =9 - 6i. [
| a) Caktoni pjesén reale dhe imagjinare. |
l b} Sateliti gjendet sipér ose nén boshtin horizontal? |
| c) Sa njési Eshié larg boshtit y? |
| 6. Lévizja e njé anijeje té vogél né rrafsh &hte pérshkruar me ané t numrit kompleks 7, =6+ |
i 2i. Pér shkak 18 rrymés ujore, zhvendosja shtes? e saj Eshté z, =—1 4 34 i
I a) Caktoni zhvendosjen e pérgjithshme té anijes. I
| b) N cilin drejtim &shté mé i madh ndikimi: népér horizontale ose népér vertikale? !
[ |
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TEMA 1 RREMIET DHE NUMTAT KOMPLEKSE

DETYRA PER PERSERITJE
DHE PERFORCIM

1. 1. Tébéhet mé e thjesht# shprehja:
ﬂ}r—\!_:—l_:l: hl [1":] . :} [I_' !!-I:_lJ_ -
dx
2. Cilat gjykime jané t& sakta:
a} Rrénja katrore e 0 nuk ekziston,
b) Rrénja katrore & 0 éshté 0.
c) Shprehja /15 nuk ka kuptim.
¢) Shprehja 4~15 Eshté e pérkufizuar, ka kuptim,
d) =343 =-71
3. Pér cilén vier# 1€ x, ka kuptim shprehja
a) yIx 13+ b) NZx— 42 4.
4. Llogarit vlerén e shprehjes:
a) 25— 3364 + 4332; b) 93 —g3 +1257,

5. Kryeni operacionet ¢ dhéna:

a) f[.\EJ x4 x> 6) En’b;:[a"b;] . a#0b>0,

6. MNE formé t€ rrénjés shkruani fugité

a) 5% b) 2%y, xZ0; ¢) Zx+3yT, pzo0.
7. ME formé té fugisé me tregues numér racional shkruani rrénjét:
a) 421 by 48 o Y8, abzo.

8. Sa &shté diametri i nj stuhie me kohézgjatje prej 18 orésh, nése meteorologét kané konstatmar se stuhité
e forta mund t# pérshkoruhen me formulén J'Zl=il,-l-131 I D Eshié diametri i stuhisé, kurse ¢ Eshié
kohézgjatja e saj?

9. Shndérroni rrénjét né rrénjé me tregues té pérbashkét:

a) #IT,E, w, xyzlk b J;,#fb,#n’b’, abz0.
10. Radhitni sipas madhésisé rrénjét:
-E} ﬁiﬁhﬁ: b:l ﬁu#ﬁiﬁ.
11.Shkoruani né formén normale rrénjén:
a) J50; byt o L 2‘;:*. azob0.
&

12. Kryeni operacionet ¢ dh&na:

a} {Iqﬁ-l-}l.h_]}-ﬁ: b:l {{[‘l‘y’_wfr?.}:#jlrzl I.j'hﬂ:

O({aF ) ek 9 e @ e ) Yl




T ETYRA PER PERSERITIEGHE PERFORCIM

13.Cilat nga shprehjet e dhéna shndérrohen n# shprehje racionale:
a) ﬂ+|,";, a= h}E-[-q.l'F, ax>0; o) a—+féda’.
1-Lil.ni:inmlimnimimu§n:ﬂlfﬂu
a) %—: b) {';-%{ ) %. a,b>0.
) .3
15. Thjeshtoni shprehjen [J_H s ]_J—JI:J_HI]
16. Vargu i Fibonacit mund t& llogaritet duke e pérdorur formulén e Binetit, ashtu q# anétari i n-t& i vargut

jzpﬂmt!’.—ﬁ[lg] E[ 1"_] Duke e shfrytézuar kité formulé, cakioni katér anétarét e

2 2
pare té kitij vargu.
17. Shicruani mumrat kompleksg, nése jang dhéngé:
a) Re{z) = 15, Im(z) =-13; b) Re(z) =—99, Im{z) = 1; <) Relz) =0, Im{z)=-21
18. Llogaritni shumén dhe ndryshimin e z; dhe z,. nése

a) g, = 14—5i, 7=—12+6& b) =4—9W, 5=—114+9; c) =12-35=—12484
19. Llogaritni produktin dhe herésin e 2, dhe z,, nése
a)z, =7—6i, 5,=—1+5# bz, =—1—4i, z,=—10+ 4 )z, =—7+3i z,=2—-5L
20. Llogaritni vierén e shprehjes:
a) i+ +it 4.+ b) -f+l+_i+_-_+%.
] I I
21.Kryeni fugizimin dhe caktoni modulin e numrit t2 fitnar kompleks:
a} (2 + i b (1 -4 0% a3 +3f]1 _
3_3; (1428 +(3+3i)-5i
—ii—{1—i- b : .
a) II5_|_m_+.|;z+ﬂ{4 i)—(1—i)*; ) a—4i)

23. Jepet numri kompleks =, = 1 - 2i. Caktoni numrin kompleks z = x 4 yi, t& tillé gé Relz-z,) =—4. lurse

m[i]=—3_
) 5
24.Kontrolloni saktésiné e barazimit (v3—i) +(3+i] =-128.
25. Numrat kompleksé z, =3 - 5i,z, = 1 + 6i, £, = 4 - 2i, z, =—3 dhe z, = —5i paraqitni né rrafshin
kompleks me:
a) pika té rrafshit;
b) rreze-vektoré
26. Veltori i erés &hté pérshkorpar me numrin kompleks z = —4 +5i.
2) Shloruani numrin si dyshe e renditor.
b) A thua era fryn mé shumé né drejtimin e peréndimit ose drejtimin e veriut?
) NE cilin kuadrant gjendet pika q& i pérgjigiet kéti) numri kompleks?
27.Gjendja e njé sistemi teknik éshté pérshkruar me numrin z, = 3 - i. Pas intervenimit, gjendja e tij
ndryshon pér Az = —2 + 4i.
a) Calktoni gjendjen e re té sistemit.
b) Cila pjesé e ndryshimit shté mé e madhe: reale ose imagjinare?




Ekuacionet knadratike (katrore, té fogisé sé dyté) paragesin njé nga llojet mé te réndésishme t2 ekuacioneve
ni algjebir dhe jané bazé pér hulumtimin e shumé disiplinave matematike, pér modelimin dhe zgjidhjen e
varshmérive dhe problemeve jolineare. Kéto ekuacione, bashké me ekuacionet t8 cilét kthehen, shndgrrohen,
né ekuacione té tilla jané thelbésore pér té kuptoarit dhe analizén e varshmérive jolineare qé paragiten né
fusha té ndryshme shkencore dhe pér modelimin ¢ problemeve té ndryshme reale né shkencat e zbatoara.
Hulumtimi i eknacioneve knadratike dhe § metodave pér zgjidhjen e tyre Eshté i réndésishém sepse kito
shfagen né shumé probleme reale matematike dhe mundésojng modelimin e fenomeneve t8 ndryshme.
Ekuacionet kuadratike gjejn# rhatim né shumé disiplina té ndryshme shkencore. Ng fiziké pérdoren pér
llogaritjen e trajektoreve té predhave, né ekonomi pér optimizimin e harxhimeve dhe fitimeve, né biologji
pér modelimin e shtimit t& popullatave, kurse ng inxhinieri pér analizén e ngarkesés s& konstruksioneve ko
shfeqen deformimet jolineare.

2.1 KONCEPTI I EKUACIONIT KUADRATIK.
LLOJET E EKUACIONEVE KUADRATIKE.
ZGJIDHJA E EKUACIONIT KUADRATIK

- Rikujtoni!

» Ekuacioni i trajtés ax + b = 0 &sht# ekpacion linear me njé t& panjohur, ndryshore. Pér shemball,
3x-1=0,5-2y=0, 4x = 6, jané eknacione lineare me njé t& panjohur.

» Shuma e dy ose mé shumé monomeve quhet polinom.

» Fugia e polinomit &shté fugia maksimale ¢ monomeve g futen né shénimin e tij me koeficient té
ndryshém nga zero.

- Aktivitet

Cilét prej polinomeve 7x + x' - 2 — 1, 5 — 2x - 1, -3x+ 2, 4x' - &', -3¢" + 2, ¥’ - x janE polinome t&
fugisé sé dytE?

B



-1 Mbani mend! -

s  Ekuacionii trajtée ax’ + bx+ ¢ = 0, ku x &shté ndryshore, a, b, ¢ jan& numra realé dhe a = 0 quhet
ekuacion kuadratik (oae i fugiss s8 dviE) me njé 18 panjohor.

s  Monomi ax’ eshté anétari kuadratik, bx anstari linear, kurse ¢ anétar i liré i ekuacionit kuadratik.

s Mumr g 8shtd koeficient i anétarit kuadratik, b koeficient i angtarit linear, kurse ¢ éshté koeficient
i lirg.

Pér shemball, ekuacione kusdratike jang ekuacionet ¥’ =5, x" - 16 =0, % - 2x+ 1=0,2=x"+ Ix.
Formula té caktoara né fizike jang ekuacione kuadratike. Pér shembull rroga ¢ kaluar gjatE [Evizjes drejtvizore
njétrajtésisht t& nxituar, shprehet me ekuacionin knadratik me té panjohur kohén £

at’*
S— ll'ur'l'T

Ekuacioni 5" — 2x — 1 = 0 &shté ekuacion kuadratik me koeficientE a = 5, b= -2 dhe ¢ = -1

1Shembulli 1 -

Ekuacioni (x— 1) = 3x— 2 éshté ekuacion koadratik. PEr té caktnar koefiicientét ¢ tij, me operacionet
né vijim e sjellim ekuscionin e dhéné né formén ax + ke + ¢ =0,

(x-1)=3x-2

X -2x+1l=3x-2

X -2x+1-3x+2=0

X -5x+3=0
Pra,a=l,b=-5dhec=3,

Detyra 1
Cilat ekuacione jang knadratike? Pér ekunacionet gé jang knadratike, caktoni koeficientét pérkatis.
a) ¥ —1=0 b) Zx43=0; o Sx-2+1=0 ¢ Qe+l+1=0; I (2x+2F =(x+3)".

. Mbani maud_';

»  Ekuacioni i formés ax’ + bx + ¢ = 0, a = 0 quhet formé e pérgjithshme e ekuacionit kuadratik me
*  Kushti a 2 0 medoemos duhet t& plotéschet s=pse, nése a = 0, atéherg ekuacioni nuk ashiz
kuadratik.

Detyra 2
Shndérroni né formén e pérgjithshme ekuacionet:
a) Zxix-1ll=x-3 b) IT_3+I{I3_3}=

I; c) (3-2xF-5=(2-xF .



i Mbani mend! -

~Shembulli 2 ,

MEse né ekuacionin kuadratik a = 1, atéheré themi se Eshté né formén normale dhe zakonisht
e shkruajma six’ +px+g=0

Secilin ekuacion kuadratik mund ta shndérmoime né formeén normale, fillimisht duke & shnd&muar né
formen e pergjithshme, & mé pas gjithé eluacionin duke & pjesétusr me koeficientin a.

Ekuacioni -2 — 5x + 4 = 0 shndérrohet né ekunacion kuadratik né form# normale nése ¢ pjesétojmé
me koeficientin @ = -2:

2% -Sx 44 =0/:(-2)

5
I=+§:_1=u osex +25c-2=0

5
Kém, p===25, g=-1

2
Detyra 3
Shkruani né formén normale eknacionet & dhéna:
a) 4 -Bx +3=0D: b) 3-2xF-5=x;
o —2xlx+ 3+ (x-3(x+ 1) =6 ¢ Bx-2 =(x+3).
-1 Mbani mend!

— Shembulli 3

Mése b= 0 dhec 0 (bashké me a= 0 sikushti domosdoshém), atéhers ekuacioniax’+ br+c=0
quhet ekuacion kuadratik i ploté. Domethéng, ekuacioni shté ekuacion kuadratik i ploté nése né
formen e tij t& pérgjithshme gjithé koeficientét jané t& ndryshém nga zero.

Ekuacionet e formés ax’ + bx=0,b20:ax +c=0,c20dheax’ =0 quhen ekvacione kuadratike
jio t& plota.

Mase njéri nga koeficientét a, b ose ¢ té ekuacionit ax’ + bx + ¢ = 0 varet nga ndonjié parametir,
atéheré ai ekuacion guhet ekuacion kuadratik paramietrik (ekuacion kuadratik me parametra ose
me koeficients té péngjithshém). Parametri €shté konstanta, vlera & 58 cilés varet nga kushti i
parashtruar i detyrés.

Caktoni koeficientét e ekuacionit parametrik (m - Ix" - 2(m + 2x + m-5=10.

Zgjidhje:

Ekuacioni (m - 1)x" - 2(m + 2x + m — 5 = 0 &sht elmacion kuadratik parametrik né té cilin koeficientét
varen nga parametri m. Koeficientét e tij jané:a=m - 1,b=-2(m + 2)dhec=m - 5.



- Shembulli 4 -

Per cilat vlera té parametrit m eknacioni (2m — Ux'— 3(m + 2)x + 5= 0 &sht&
a) ekuacion kuadratik i plotg,
b) ekuacion kuadratik jo i ploté?

Zggidhje:

Koeficientét e ekuacionit jané a=2m— 1, b=-3(m 4+ 2) dhe c =5

a) QE ekuacioni (2m — L)~ 3(m + 2)x + 5 = 0 t€ jetE ekuacion kuadratik, duhet me patjetér té
viejga= 0.

Nga ky kusht fitojmé 2m - 1 = 0, perkatésisht ﬂ#%_
ME tej, g€ 1€ jetf ekuacion kuadratik i plot€, duhet g koeficienti linear b dbe ai i lirg ¢ , té jeng
1 ndryshém nga zero. Koeficienti i liré éshtg c =52 0.

Nga kushti & = 0 kemi:

-3m+2)z20

m+220

m -2

Pra, ekuacioni (2m — 1)x” - 3(m + 2)x + 5 = 0 do 1 jeté eknacion knadratik i ploté pér gjitha
vlerat e m t2 ndryshme nga 7 dhe té ndryshme nga 2.

b) Megengse né kité ekuacion koeficienti i liré &hi i ndryshém nga zero, ekuacioni do & jeté

ekuacion kuadratik jo i ploté vetém nése koeficienti linear b &shi# zero, d m.th.
-3m+2)=0,

m+2=0

m=-2

Pra, ekuacioni (2m - l}l’—ﬂ{m+1]x+5=ﬂlluﬁjeﬂdmﬂ:imhmdmlﬂ:jnlph&pﬁ
m=-2

Detyra 4

Pér cilat viera té parametrit k ekuacioni (k + 2)x" - 3x - k+ 1 =0 do & jeté
a) ekuacion kuadratik i plot,
b) elmacion kuadratik jo i ploté?




Zgjidhja e ekuacionit kuadratik

-, Rikujtonit

4

# Pér x=2, eknacioni 3x — & = 0 kalon né barazim nomerik 2 vErteté.

. V=4
s Zhérthimi i polinomeve né shumézoes (faktorizimi i polinomeve):
44 2x=2x{2x+ 1)
X -16 =(x-4)x+4)
» Rrénja me tregues nomér cift e njé numri negativ &shté numér kompleks. Pér shembull,
-3 YCie-n

- Aktivitet

Pér cilat viera té x € [-2,-1,0, 1, 3} ekuacioni x" - x— 6 = 0 do t& kalojé né barazim numerik t& vértet&?

—[thnimend!f

Ylera e ndryshores, t& panjohurés, pér t& cilén ekuacioni kuadratik kalon né barazim numerik t&
veértets quhet zgjidhje ose rrénjé e ekuacionit.

— Shembulli 5 ,

Kontrolloni nése x = 4 &ht# zgjidhje e eknacionit 2x" - fx - 8=10.

Zgjidhje:
Q& té tregojmé nése x = 4 &shté zgjidhje ¢ ekuacionit 2x' - 6x - 8 = 0 do ta zévendésojmé kété vier né

VErejmé se me zévendEsimin x = 4, ekuacioni bEhet barazim numerik i vertet. Prandaj, x = 4 Esht€ njé
zgjidhje e ekuacionit 2x" - 6x - 8 =0,

— Shembulli 6,

Pér cilén vleré té parametrit k numri 2 do té jeté zgjidhje e ekuacionit (k + 2)x" - 3x - k+ 1 =02



Fgfidhje:
Nise né elmadonin ¢ dhéné né vend # x marrim 2, fitojmé
Pk+)-3-2-k+1=0
Hk+2D-6-k+1=0
3k+3=0
k=-1
Pra, pér k = -1 fitojmé ekuacionin x* - 3x + 2 = 0 dhe x = 2 Eshté nje zgjidhje e ketij ekuacioni.

Detyra 5
Jepet ebuacioni (2m — 1)y - 3(m4+ 2y + 5=0, — . Caktoni vierén e parametrit m, ashiu q& y = 1 té jeté
zgjidhje e kitij ekuacioni. &

1. Cilat nga ekuacionet e dhéna jané kmadratike?

a) 7x' —3=13x by DX +2x—3=0 c) (K+5) -1=0 ¢ %f:u.
2. Caktoni koeficientét a, b dhe ¢ t& elmacioneve né vijim:

a) Bx' = 3x4+9=0 by —9x = Bx; o) V3t -5=8x.
3. Shndérroni né formén e pérgjithshme eluacionet né vijim:

a) Hx45Me-2=3% b} (4x4+3)(2x-1)=(x+ 1}x+ 3%

9 3x2—4+(x—1};x+ﬂ=h o {2:—1}[:+3}=I—;1-
4. Shlkropani né formén normale ekuacionet:

a) —2x" —dx +16=0; b} 3x = 9x;

|
|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

| 1

' ¢) Mx+2) -24=0: ¢} —x* 4+5x—3=0.

| 5. Cilat nga ekuacionet e méposhtme kuadratike jan t plota, e cilat jané jo té plota?
| a) _;f —x—1=0 b) (x+S)(x + 2) = 10k ¢) e =8,

[ 6. Per cilat vlera té parametrit m ekmacioni i dhéné do t& jeté kuadratik?

I a) (3m—Lx+ (2m+ 1) x =5m; b) (m+ x4 (2m +3) =0

: &) (m-3e (m—-Fx+(m-3) =0,

| 7. 7. Pércilat vlera té parametrit k elmacioni (k- 3)f - (Zk4 1)t = 2k — 1 do té jets:

| a) ekuacion kuadratik;

. b) ekuacion kuadratik i ploté;

| ¢) kuacion kuadratik jo i ploté i formés ar’ + ¢ = 0;

: ¢) eknacion kuadratik jo i ploté i formés at”+ bt = 0.

| 8. Jepet eknacioni 2 - 4x + 1 = 0. Kontrolloni nése ndonjéri nga mumrat 0, 1, — 1, 1 &shss
| zgjidhje & ekuacionit. 22

| 9. Pércilén vleré & parametrit k ekuacioni (k + 2)y" + {2k — 3}y - 5 = 0 ka zgjidhje:

: a) y=-1 b) }l=%?



2.2 ZGJIDHJA E EKUACIONEVE KUADRATIKE JO TE PLOTA
- Mbani mend!

+  Té zgjidhet njé ehuacion nénkupton t& gjenden gjitha zajidhjet (rreénjét) e tij.
# Prodhimi i dy ose mg& shumé numrave Eshté zero nése dhe vetém nése 18 paktén njéri prej
shumezuesve éshté i barabarté me zero.

- Altivitet

Té zgjidhet ekuacioni (3x + 6)(x - 1) = 0.

Eknacioni i dhéné éshté prodhim i 3x + 6 dhe x — 1. Prandaj, pér gjetjen e zgjidhjeve t& kitij ekuacioni
do té shfrytézojmé faktin se prodhimi i dy ose mé shumé shumézuesve &shté i barabarté me zero nése
té paktién njéri prej shumézuesve Eshté i barabarté me zero. Sipas kisaj, ky ekuacion do t& shndérrohet
né barazim numerik t& vérteté nése 3x 4+ 6 = 0 ose x— | = 0, pérkatfsisht nése x= -2 ose x = 1. Pra,
zgjidhjet (rrénjét) e ekuacionit jané x, = -2 dhe x; = 1.

Detyra I
Caktoni zgjidhjet & eknacioneve né vijim:
a) (x+ 2 3Ix-5)=0; bl 2Ex - 3)2x-5)=0;
o) (x+32x- N5x-B) =0 ¢} [x+ 3)(x- 3(2x-5M4x-10) =0.

— Shembulli 1

Egp.d.h.n.l" i ebpacionin kmadratile ]-nl:iplﬂti‘.
a) axX + bx=0; b) ax’=0.
Zgjidhe:
a) Ekuacionin ax’+ bx= 0 mund ta shkroajmé si x{ax + b) = 0 dhe, gartazi, zgfidhjet e kétij ekuacioni

jané x, = 0 dhe x, =——.
a

b) Ekuacionin ax’= 0 do t# kalojé né barazim numerik t& vérteté nése x” = 0, d m.th. pér ket ekuacion
zgjidhjet jan x, = x,= 0.

= Mbani mend!

Mése ekuacioni kuadratik bEhet barazim numerik i vérteté vetém pér njgé vleré t& ndryshores x, pér
shembull x = d, dm.th. x, = x, = d. atBherg themi se x, = x, = d &sht& ménjé e dyfishté e ekuacionit
kuadratik_



Zgjidhni elmacionet:

a) 3+ 8x=0; b) 2x-1)'=1L c) (x-2) (2x-3)=6
a) 3x'+8x=0 b) 42" —dx41=1 Q) 28 - dx—4x46=6

x3x+B) =0 xidx-4)=0 x2x-7)=0
x=0ose3x+E=0 x=0osedx-4=0 x=0opse2x-T=0

)

I:**[LI,=—E x=0x=1 x =0, x,=—

3 ]

- Mbani mend! ,

» Zgjidhje té ekuacionit ax’+ bx=0,a2 0, b= 0jané x, =0, :,=—E.
a
s Zgjidhje té ekuacionit ax’ =0, a= 0jang x, =x,= 0.

Detyra 2
Té zgjidhen ekuacionet né vijim:

a) (x+3)x-5)=-15% b) (x-1)(3x+2)=x-Z;

o xx—2) l-d4x _.t—l_
2 3 3

— Shembulli 3,

Zgjidhni elnacionin kuadratik jo té ploté ax’+ c=0,a2 0,c= 0.
Zgjidhje:

Ekuacionin ax* + ¢ = 0 mund ta shkroajmé si ax*= - ¢, pérkatésisht si :’=—5-[|x1=F]- Tani pér
rrénjét e ekuacionit kemi dy raste: . .

1. Mése —E:-u (a dhe ¢ jané me shenja té ndryshme), atéheré ekuacioni ka dy rrénji t& ndryshme

qE jané dy numra realé t& kundért: I.=J—_£. x,=—J—_§. d.m.th. Im=ﬁ_

2. Nise —Ecu (a dhe ¢ jané me shenja t& njgjta), ateheré zgjidhjet ¢ ekuacionit nuk jang numra

realg, d.m.th. zgjidhjet e ekuacionit jang numrat kompleksg I"’=ii‘E




. 3

. T FRUACIONET KATRORE DHE ERUACGRET-OF SHNBERROMEN NE EXUACIONE KATRORE
- | - e i
il

R

-1 Mbani mend! -

Zgjidhjet, ménjét, e ekuacionit kuadratik jo t& ploté ax’ 4+ ¢ = 0,a = 0 jan&

1. Nese —Z (0 fa dhe ¢ jani me shenja 45 ndryahme), atihers
0

:—.=J—i I:?E-“‘“'“”m:ﬁ

B

2 Fﬁu—g{ﬂ {a dhe ¢ jan& me shenja t& njgjta), ateheré
]iu=_]—'iE-
- Shembulli 4
Zgjidhni elacionet:
a) 62" -30=104 b X+ 12=0; c) (r+3-3-5x=x
Zgjidhje:

a) 6°-30=0 b) 3+ 12=0 ¢ fr+3F-3-5x=x
6x° =30 I =-12 X 46x+9-3-5x=x
xX=5 X=—4 xX'=-6
%, =5, x,=—f5 x =2, x=-2 x =6, x,=—6i.

Detyra 3
Caktoni zwiidhiet ¢ ekuaci

a) - 18=0; b) (x+2){x-l)=x c) (2x-1F=2-4x.

— Shembulli 5 ,
Pér cilat vlera & parametrit m ekuacioni (3m — 6)x° + m + 4 = 0 do 1€ keté rrénjé reale?
Zgjidhje:
(Bm-6’ +m+d=0
(3m - 6’ = —m - 4
1_;:—!—4
Im—6




QF 1 ket# rrénje reale, duhet 1 vieje _-_43Diphhﬁdﬂlth—ﬁdh¢—m—4duhﬂﬁjm!m

Im—6
shenja té njéjta. Nga kétu fitojmé sistemet ng vijim t€ inekuacioneve lineare pér caktimin e vierave t& m:
{—-—En —-m—4%0 m=i—4 m=—4

ose O5¢ -
Im-6>0 {Ell-r—ﬁ-::ﬂ' [n:-l {n-c:
Sistemi i paré nuk ka zgfidhje, kurse nga sistemi i dyté fitojmé intervalin [ —4. 2). Pra, ekuacioni i dhéng
do tE ket rrénjé reale nése m £ [ -4, 2}

Detyra 4
Pér cilat vlera t€ parametrit k ebuacioni (2k— 4)x" — k + 6 = 0 do 12 ket rrénjé komplekse?

——————————————————————— 1

| Caktoni rrenjét (zgjidhjet)  ekuacioneve (1 - 7)

L a) (Zx+5)(4-39=0;
2. a) x(x+4)=x(2x- 5k
3. 3) BF+3x=0;

4 2 (3-43)2=0;

5 @) W-27=0

6 3) 36+°=0;

7. a) x{x-3)-x+16 =-2x(2 - x}

3 Y's I

b) (E_EI.III 1]—ﬂ+
b) (x-2)°-4=0.
b) 9:.1—%:=u
by ——x"=0.

1. 3

==
b) 3
b) —=x*—4=0.

3x'—-5x 2x'-3) S5x’+8
2 3 4

b)

8. Pér cilat vlera t& parametrit k ekuacioni (k + 1)x* + k- 3 = 0 do t& keté rrénjé reale?




2.3 ZGJIDHJA E EKUACIONEVE KUADRATIKE TE PLOTA

—  Aktivitet .
Zbértheni né shuméznes polinomet:

a) &+ x-12 b} " —6x+8.
Zgjidhje:

) X +x-12=x +4x-3x-12=x{x+4) - 3(x+ 4) =[x+ 4)x-3).
b) Ekuacionin fillimisht e plotésojmé me katror t2 ploté me shtimin dhe zbritjen e 9. me ¢ka fitojmé
X -Gx+B=(r - 6x+9)-9+B=(x-3 - 1=(x-3-1)x-3+1)=(x—4){x-2),

ﬂshnmhuﬂilf

Zgjidhni eluacionin ° + 5x + 6 = 0 né dy ményra:
a) duke e zbérthyer né shumézes; b) duke e plotésuar me katroré t€ ploté.

Zgjidhje:
a) ¥+ 5x+6=0 < F+Ir+2x+6=0 < xir+N+Ar+3=0 < x+Nx+H=0

Prodhimi (x + 3){x + 2) do t& jet# i barabarté me zero nése x + 3 = 0 ose x + 2 = 0. Pra, rrénjét e
ekmacionit jané x, = -3 dhe x, = -2.

b) Anétarin (termin) linear 5x mund ta shkrusjmé si 2-%-: dhe mund ta plotésojmé me katror 2
ploté me shtimin dhe zhritjen e [%]1

2 T . B
3 = 2123 +[E] —[f]z+ = [ +E] B e
X +5x+6=0 <= II = = G=0 = .1:: .i.-ﬁ-ﬂﬂ

57 1 LAY S B 5 1 5 1
42| 2= +21 2] = +2 - e424=|=
[’z] 3 "#[13] [3] "ﬁ["’zzl‘zz]"ﬁ

(x+2)(x+3)=0.
Ngjashém si né detyrén a) pérfundojmé se rrénjét jané x, = -3 dhe x, = -2,

Detyra 1
2 aiidhni ekacs
1) duke e zbérthyer né shumézues; 2) duke e plotEsuar me katror t€ ploté
a) ¥ -Bx=0 b) =+ Tx=0; ) x-ax=0 g r‘+%:=u.#u




QEF té caktojm# rrénjét e ekuacionit knadratik t# ploté ax 4+ bx 4+ =0, a 2 0, né fillim ekuacionin e

pjesétojmé me a cka na jep x +E.f+£=l:|, pérkatEsisht £ +£I=—£- Tani, q¢ shprehjen né anén e
a a

a a
- |
majté té ekuacionit ta plotEsojmé me katror t ploté, né dy anét ¢ elmacionit shtojmE [%] . Kishtu fitojm#
e

. 7 1 1_
ekuacionin x* +£x+{i} ={1J -£, dmth, [.r +i] =y 8¢  Duke marré rrénjén né dy anét
i 2a 2a i 2a dia

x+£‘= 'I""l_':'“"1 pérkatésisht x+ b =1 F_:ﬂ_ Pra. rrénjét e eknacionit
2a 'IJ 4a 2a u 4a

:— — —
i el S Ve “: Se. o bashikieiebt sniond 1 shikrusid nie

2a

e ekuacionit fitojmé

ax + bx + c=0jané x,=

—bEb —dac

formulén x,,, = =

— Mbani mend! .

bt —dac

RArénjét e ekuacionit ax’ + bx 4+ c =0, a= 0 i gjejmé me formulén x, = 3
a

lﬁhembu]]i 2,

Zgjidhni elnacionet lmadratike:
a) X -2x-8=0: b) 2x" = 4x+ L
Zgjidhje:
a) Vlerat e koefidentéve a = 1, b= -2, c = -8 i zévendEsojmé né formulén

_-{-11t,j{-1}’-4-1-{-ﬂ: _ 1+4J4+32 _2%6
iz 2-1 2.1 2
d.m.th. x, = 4dhe x, = -2.
b) Filﬁmi:htthudunhl:dthmjminihrmintpﬁgjiﬂuhm.lf—it— 1 =0, e mE pas vierat e
koeficientéve a =2, b= -4, c = -1 i zévendésojmé né formulén pér rrénjét ¢ ekuacionit kuadratik

¥

me cka fitojmé
B o o [ D T R o G N & o I N & Y
2 T 3.3 ~ T4 4 F 2
Rrénjét e ekacionit jané x.=1+'”E dh:x,=2_"'|€_

2 2



i Mbani mend! -

Formula pér zgjidhjen e ekuacioneve kuadratike t& plota mund & pérdoret edhe pér zgjidhjen e
ekuacioneve kuadratike jo t& plota.

~Shembulli 3 ,
Dulkee pérdorur formulén pér zgjidhjen ¢ elmadonit kuadratik, zgjidhni ekuacionet:
a) 9x =0 b} 3" - 12x=10; c) 55’ -10=0.
Zgjidhje:
+ r'
a) a =9, b=0, prandaj .'lfh,2=':._1$=|ﬂ1 dmth x=x,=0
1zt Jlee—0  12+12 12412 12-12
b)a=3,b=-12,¢c=0, 5, = = y BTy By = =0.
2-3 6 6 6
+ +.f2. +
) a=5b=0c=-10, xm=ﬂ_in:1m _Jillm _Iff=iﬁ. -f-.=HIE- -=-|=“u'ri-

Veéreni se me zhatimin ¢ formulés kemi:
* Nése b=c=0, atéheré rrénjét e ekuacionit kunadratik jo tiplutéﬂf:l]jmi*x, =x=0

* Nése b =0, atéheré rrénjét e ekuacionit kuadratik jo t ploté ax’ + ¢ = 0 jang X, =+_h1i—§.
b
* NEse c = 0, atéhers rrénjét ¢ ekuacionit kuadratik jo t& ploté ax” + bx =0 janéx, =0, X, =—E_
Detyra 2

Caktoni rrénjét e ekmacionit:
a) dx' — dx-24=0: b) 55" +2x-1=0.

Shembulli 4 ,

MNE njé park rrethor me diametér 17 metra ka dy porta A dhe B gi
gienden pérballé njéra - tjetrés (né skajet ¢ kundérta t& diametrit). B

NE tehun ¢ parkut duhet t& vendoset njé shtyllé ashto g ndryshimi i
largésive t& portEs nga dy shtyllat A dhe B, pérkatésisht, 2 jeté 7 metra. x+?
a) A mund té vendoset njé shtyllE e tillé?
b} Nése mundet, atéheré né cilén largési nga porta A dhe né cilén v M
larg#si nga porta B do té vendoset sheylla?



Zgjidhe:
Q& ta lehtésojmé zgjidhjen e detyrés do 18 béjmé njé skicé. Le 1 jeté AB diametri i parkut rrethor né
skajet e kundérta té & cilit jané dy portat. Me M le ta shénojmé pozicionin e shtyllés. Largésing AM le
ta shénojme me x.
Ndryshimi i largésive 2 shtyllés nga portat pérkatése A dhe B éshié 7 metra, prandaj kemi: AM—BM =7m
prej ku fitojmé se BM=x+7 .
TrekEndéshi AMB &shté trekindésh i vendosur né giysmé vijén rrethore (njéra brinjé ¢ tj shté diametri
i vijés rrethore, korse kulmi pérballé shtrihet né vijén rrethore). Sipas teoremés s& Talesit, ky trekéndésh
£shtf kEnddrejié. Duke ¢ pérdorur tani teoremén ¢ Pitagorés, fitojme

FEEREL SRR

AM +BM =17

L 4+(x+7) =289

o +x' Hl4x +49-289=0

2y’ +14x—240=0/:2 Fitojmé zgjidhjet 8 dhe -15.
¥ +Tx-120=0 Meqgenése zgfidhja ¢ dmacionit
7t JF —4-1-(-120) _—7+[e9+4m0 dubet 1% jep largEsing mes dy
L 3 = 3 pikave, ajo nuk mund té jeté numér
negativ, prandaj nomri - 15 nuk
mund t& jeté zgjidhje.
=—?t-..|'539=—?113 Jetl zgidy
- 2 2 Zgjidhja e kérkuar gshé 8,
x.=_?+23=ﬂ.x1=_?_13=—15
2 2

Prandaj, shtylla do t& vendoset né largési 8 metra nga porta A dhe 8 + 7 = 15 metra nga porta B.
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Inekrmmananta e elmaciont nadrah bk
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Aktivitet
Caktoni vlerén e shprehjes b — 4ac, nése a, bdhe ¢ jang koeficient? t& eknacionit x" — 4x + 3=10.

ME sipér pamé se rrénjét e ekuacionit kuadratik ax® 4+ bx + c =0 (a, b, c € R ;a = 0) i caktuam me formulén

=—bi«..l'b’—-m:

2a

iz

-1 Mbani mend! -

Shprehjen nén rrénjé b’ — 4ac e shénojmé me D, dm.th. D = b’ - 4ac dhe e quajmé diskriminants
(dallor) t8 ebuacionit kuadratilc.

Duke pérdorur shenjén pér diskriminantén, formula pér caktimin ¢ rrénjéve mund té shkruhet edhe si

_—34D
T Iﬂ =
1. MNése koeficientét a, b, ¢ t& ekuacionit kuadratik jané numra realé, atéheré pér caktimin e rrénjiéve
+Jb —
_I:i‘rli:lmﬂlrmulﬂ.-ﬂ.::_b_:.fw-
2. Nése ndonjéri nga koeficient®t a, b ose ¢ &shté parametér ose shprehje, atéherE shté mé e thjeshté gé
o o ; L 34D
fillimisht t& caktohet diskriminanta D = b"- 4ac, e mé pas t& pérdoret formula x,, = —
—lﬁhemhu]]i?

Ekuacionin " ~(+f7 +4f3 }x+4/21=0 dota zgjidhim ashtu qé fillimisht do ta caktojmé diskriminantén
D= (7 +5) ~ BT =(47) + 75 +{{5) /8 =(4) -2+ 5] =(7 )

_—4+JD
2a

Pastaj, diskriminantén e fituar ¢ zévendEsojmé né formulén x,

i+ aE(i—A)

2

dhe pér rrénjét e ekuacionit

fitojmé x, . . perkatésisht x, =~J|'1_’. x, =ﬂllf_i-



a) x‘—{ﬁ+J£]:+J3?=u-. b) 2+ 2x-T=2x-1

Detyra pér ushiTime! | e e e

1. NE ekuacionin 3x" + 5x + m - 4 = 0 cakioni parametrin m nése x = 0 &hiE njé rrénjé e tj. Pér
vlerEn ¢ fituar tf parametrit m caktoni edhe rrEnjén tjetér 1€ eloacionit.

Gjeni rrénjét e ekmacioneve (2 - 7):

2 a) 4l -dx-24=0; b) 55+ 2x-1=0.
3. 8) H2-yh+ y+3)=5p b) 66 -Tt+2=0.
4 a) S+ 2e=0; b) 6x° -25=0; o) 16F +1=0
5. ) (XT3 _xlx—2) p) Zatd) 7x_ . Sx—4
2 4 2 4 6
6. 3) ¥—(Vo+B)x+ifis=0;  b) ¥ -4f3x-1=0.
7. a) ¥ -Ske+ 6K =0; b) mx-(m+1)x=1

8. Peér cilat vlera té x trinomi 2x” + x - 8 ésht# i barabarté me binomin 7x + 12

9. Produkti i dy numrave té njépasnjéshém, ¢ift, natyroré &shté 224. Cilét jané ata numra?

10.Gjatésia e njé drejtkéndéshi £shté pér 6 cm mé ¢ madhe se gjerésia e tij. Calktond brinjét e ketij
drejtkéndéshi nése syprina e tij &shté 112 cm’.




3.

TEMA 2 FRUACIONET KATRORE DI mmm-ihﬂﬁhm_ufmﬁnﬁm A

2.4 DISKUTIMI I RRENJEVE TE
EKUACIONIT KUADRATIK

Diskrnmminanta e ekuacionit kuadratik

- Rikujtoni!

Shprehja nén rrénjé b — 4ac né formulén x, “'if:“‘" shénohet me D, dm.th. D = b - 4ac
dhe e quajmé diskriminamt# ¢ eluacionit kuadratik

~ Shembulli 1 ,

Caktoni diskriminantén, ¢ mé pas edhe rrénjét, pér ekuacionet e méposhtme:
a) X' +2x-15=0;

b) X +2x+1=0;
) ¥4+2x+5=0.
Egjidhje:
-2+ -2+
a) D=2 -4-1:(-15)=64>0. x,. = 1‘1“"'5_"= zz—s, x,=3,x,=-5
Domethéné, x,,x, ER dhex, = x,.
-2+
b}ﬂ:ﬂl—i'l']=ﬂ. Iu-;:%n n=-lLx=-1L

Domethéng, x,, x; ER dhe x, = x..
c) D=2"-4.1.5= -16 < 0. Ekuacioni nuk ka rrénjé reale.

thaninund!;

s Nase D >0, atéheré rrénjét e ekuacionit kuadratik jang reale dhe t& ndryshme.

* Mese [ = 0, atéheré rrénjét e ebuacionit kuadratik jang reale t& barabarta, d.m.th. ekuacioni ka
rrénjé ta dyfishti.
Dy rastet & mésipérme nénkuptojné se nése [z 0, atéheré ménjét e ehuacionit kuadratik jang
numira realé.

* Mase D <0, atéheré ekuacioni kuadratik nuk ka rrénjé reals.



~ Shembulli 2 ,

Pa i zgjidhur, calktoni natyrén e rrénjéve tg elmacioneve:
a) -2x +x+ 10=0 b) -x*+3x-10=0: c) 4 4+ 12x49=0.
Zgjidhje: :
a) D=1"-4+{-2)+ 10= 8] > 0. Domethéné, ekuacioni ka dy rrénjé reale té ndryshme.
b) D=3 - 4. (-1)+ (-10) = -31 < 0. Domethéné, ekuacioni nuk ka rrénjé reale.
¢} D=1 -4-4-9= 0. Domethéne, ekuacioni ka dy rrénjé reale té barabarta_

Detyra 1
Pa i zgjidhur, caktoni natyrén ¢ rrénjéve té ekmacioneve & méposhtme:
a) ¥ -5x+7=04 b)-x"+x+4=0.

Nése kemi njé ekuacion kuadratik parametrik, atéher# pérmes diskriminantés mund té pércaktojme se pér
cilat vlera t& parametrit ekmacioni do t& ket? rrénjé reale t8 barabarta, rrénjé reale t2 ndryshme ose mik do
6 el rrcis real

~ Shembulli 3 ,
ME varési t& vlerave t& parametrit m, caktoni natyrén e rrénjéve t# ekmacioneve (& méposhtme:
a) 4 - x4+ m=0 b) (m- '+ 2x+4=0.
Zgjidhje:

a) D=(-2\-4:-4-m=4- l6m.
» Elmacioni do t keté dy rrénjé reale t& ndryshme nése D = 4 - 16m > 0, pérkatésisht pér gjitha

vlerat ¢ m g€ plotésojné inelmacionin miip dm.th. mE[—'II.:l]

® EhmjmidnEhErFEnjEmﬂlttEham]ﬂﬂanEﬂtD=4—lﬁm:ﬂ.p&kﬂiﬁiﬂl‘lnﬁtm=%.

» Eluacioni nuk do té keté rrénjé reale nése D = 4 — 16m < 0, pérkatésisht pér gjitha vlerat e m
qé plotésojné inddmacionin m > % cd.mth. m E(&,ﬂlﬁ]-

b) D=2 -4-(m-1)-4=20- 16m.
L] Ehlﬂmidﬂﬁhﬁdfrliﬂjir!ﬂl!ﬁrﬂr}'ﬂlmﬂﬂtﬂ:lﬂ—lﬁdﬂ}ﬂ:}ﬂi!:%.d_m_ﬂ'l_
5

pér gjitha vlerate m E[—m.-.:] .

L] Ehlathni-dﬂtihf!ﬂiﬂji[ﬂltﬁbilﬂhﬂﬂﬂﬂiﬂtﬂ:!ﬂ—mm:ﬂ,]irﬁ.ﬁﬁﬂhlﬂi!tm=§-

5
* Ekuacioni nuk do t keté rrénjé reale nése D= 20~ 16m <0=> m >, d m th. pér githa vlerat

& mE E.+¢IJ "
4



Zgjidhjet e njé numri & madh detyrash, né sfera t ndryshme t& shkencés dhe tekcnikés, kthehen né zgjidhje
té eknacioneve kuadratike. NE shembujt ¢ méposhtém do t tregojmé se si zgjidhen disa probleme me ang
té zhatimit té ekuacioneve kuadratike.

- Shembulli 4

ME cilin shoméekEndésh numri i gjitha diagonaleve £shté shtaté heré mé i madh se numri i brinjéve té tij?
Zgjidhe:
Mumri i gjitha diagonaleve né shuméekéndéshin e cfarédoshém 'ﬁhtt'—ﬂ{";!'}-ﬂnhﬂtimhcﬁuin,
ashtn q& numri i diagonaleve do tE jeté i barabarté me 7n, dm.th.

nin—3)
Zgjidhjet e kitij elmacioni jané m, = 0, m, = 17. Pasi n &shté mumri i brinjéve t& shumékéndéshit, n dahet
té jeté mé i madh se zero, Késhtu, shumakéndéshi i kérkuar ka 17 brinjé.

=Tn & n—17n=0 < n{n—].?}=ﬂ-

— Shembulli 5

Muomri ?4ti!hh1ﬂ1ﬂ!iihumi:drnnmramprﬂdlﬁlniitiﬁl§wﬁhﬁ 1173,
Zgjidhe:
E shénojmé me x. njérin mbledhés. Atéheré mbledhési tjetér do té jeté 74 - x. Produkti i dy mbledhiseve
duhet tE jeté 1173, prandaj vlerén e x e gjejmé duke e zgjidhur ekmacionin

*(74 - x) = 1173,
d.m.th. ¥ - 74x + 1173 = 0. Rrénjét e ebmacionit knadratik jané 23 dhe 51, gé do t& thot# se mbledhésit
e kirkuar jané 23 dhe 51.

lﬁhemhl.ﬂ]j 6 -

Sa vjeg &shté Jovani, nése pas 3 vitesh ai do té keté aq vite sa Eshté katrori i nomrit té viteve qé kishte

para 3 vitesh?

Zgjidhje:

Le t€ jeté x numri i viteve t& Jovanit (mosha aktunale). Ateheré, para tri vitesh ai ishte x — 3 vjeg, lurse

pas 3 vitesh do té jeté x + 3 vjec. Sipas knshteve t& detyrés fitojmé elmacionin kmadratik
x+3=(x-30,

dm.th. x* - 7x + 6=0. ). Rrénjét e kitij eknacioni jané 1 dhe 6. Mirépo, nése ai tani éshté 1 vjeg, atéheré

para 3 vitesh do t€ kishte genE -2 vjeq, cka &shté e pamundur. Pra, ai &shté 6 vjeq.



.

Shembulli 7,

A mund & ndértohet njé pallat me bazé drejtkéndore ashtn g€ parametri i bazés t€ jeté 60 m, kourse
syprina e bazés t& jeté 150 m'?
Zgjidhje:
Brinjét e bazés le tZ jen a dhe b (né metra). Atéhere, perimetri do t jeté 2(a + b), kurse syprina do t&
jetE ab. Perimetri i bazés sé pallatit duhet t& jeté 2(a + b} = 60, prej ku fitojmé se b = 30 - a, kurse nga
kushti i detyrés pér syprinén e bazés ¢ fitojmé ekuacionin

al30 — a) = 150,
dm.th. @ — 30a + 150 = 0. Q& & mund t ndértohet pallati, ky ekuacion duhet t& keté rrénjé reale.
Diskriminanta e ekuacionit éshté D =30 -4+ 1 - 150 = 300 = 0, qé nénkupton se ka rrénjé reale,
pérkatésisht se pallati me bazE té tillé mund t2 ndértohet. Me rgjidhjen e elmacionit mund t'i cakinjme
edhe gjatEsits e brinjéve t& bazés. Me zhatimin e formulés pér caktimin e rrénjéve té ekuacionit kuadratik
fitohet & brinjét e bazés duhet té jené a=5({3—+/3)26,34m, b=5(3+/3)=23,66m.

1. Paizgjidhur ekuacionet, caktoni natyrén e rrénjéve:

a) X¥+x-12=0 b) 4x" - 12x+9 =10 c) X —6x+25=0.
2. Caktoni parametrin m, ashtu gé eknacioni té keté rrénjé t& dyfishté:

a) X+ x+m=0 b) 35" - Zmx+3=0y ) X +23I-mix+2k-3=0.
3. Pércilat vlera té parametrit m ekuacioni do t& ket rrénjé reale té ndryshme?

a) X -2x+3m=0 b) 25 -8x+m+6=0; o) mx —(2m+3x+m-2=0.
4. Pércilat vlera té parametrit k elmacioni nuk ka rrénjé reale?

a) ¥+ 2x+k=0 b) k' +(2k-3x+k-1=0; o) (k-2)x"-4x-1=0.

5. Per cilat vlera té parametrit m ekuacioni x* - 2ax + m’ - m + 3 = 0 do t€ ketE rrénjé reale?
6. Pér cilat vlera té parametrit a trinomi do t& jeté kmadratik i ploté?

a) ax’ +6x+ 13 b) ax® - 8x+ 9a.
7. Caktoni natyrén e rrénjéve t& elmacioneve kmadratike té méposhtme, né varési té parametrit
—

a) ¥-2r4+m-3=0 b) Im*+8x-5=0 ) (m-1lf+2m+Ax+m-3=0.
8. Shkruani numrin 123 si shumé t& dy numrave prodhimi i té ciléve &shté 3710.
9. Né cilin shumékéndish mund t# térhigen gjithsej 170 diagonale?
10. Gjatésité e brinjéve t& njé trekindéshi jané 5 cm, 9 cm dhe 13 cm. Secila nga tri brinjét zgjatet
per gjatisi t€ njEjté. Sa duhet té jetE kjo gjatési ashin g trekéndéshi i ri i fituar té jetE kénddrejte?



2.5 FORMULAT E VIETIT

 Rilujtoni?

» Pér ekmacionin kuadratik ax” + bx 4 ¢ = 0 né t€ cilin a = 1 themi se &hté né formén normale dhe
zakonisht e shkruajmé six’ + px+ g=0.
» Caktoni p dhe g né ekuacionin x* + 7x-9=0.

— Shembulli 1 ,

Caktoni shumén dhe prodhimin e rrénjéve t# ekuacionit x* - 4x- 21 = 0.

Zgjidhje:

Eluacioni #sht dhéné né formen normale, knrse koeficdentet p = —4, g = -21. Pér rrénjét e elmacionit
kemni:

+..|||i
L L :'I-H =215 dmth x, =7, x=-3

Shuma e rrénjéve Eshté x, + x, = 7 - 3 = 4, kurse prodhimi éshté x, - x,= 7 - (-3) = -2L.
VErejmé se shuma e rrénjéve x, + x, = 4 Esht¥ ¢ barabarté me —p, kurse prodhimi x, - x, = -21 &ht# i
barabarté me g.

Detyra 1
Shndérroni ekuacionin kuadratik 3x° —7x + 2 = 0 né formén normale, e mé pas caktoni koeficientet p dhe

g, shumén dhe prodhimin e rrénjéve £ tij.

Do té tregojmé se lidhja mes rrénjéve t€ ekuacionit kuadratik dhe koeficienteve t& formés normale t8
ekuacionit g€ sapo e gjetém né shembujt e mésipérm vlen pér ¢do ekuacion kuadratik. Dimé se rrénjét e
ekuacionit kuadratik mr’+!:=vr+c=1:i.n=enj=umui::,—_""J"‘i dhe 5, == “ 390 pgr shumin

dhe prodhimin e tyre vlen:
b+ —sac P 1.‘ b

xntx -

2a
4B —dac 1‘; [—H: (b *Iilc} [
2a

{2a)* a




Nese ekuacionin ax” 4 bx 4 ¢ =0, a 2 0 e shkruajm# né formén normale, atzhers x’+§x+§=ﬂ_ Pra.
shuma ¢ rrénjéve Eshté ¢ barabart? me —p, korse prodhimi i rrénjéve 8shté sa koeficienti g1 form#s normale
té eknacionit.

-1 Mbani mend! .

» MNése x, dhe x, jané zgjidhje té ekuacionit kuadratik ax” + bx + c =0, a 2 0, atéhers viejné formulat
b £
+x,=——, XX, =—.
LT & 1~ Xy =
¢ Keto formula guhen formulds 18 Vietit
® meulut&'hﬁetitpiielmaniminnifmnﬁnnm'mnlaxl+pt+q=ﬂjsn€r:
n+x5=-"3 dhe x- -x=q

~ Shembulli 2 ,
Pa zgjidhur elmacionin, caktoni shumé#n dhe prodhimin e rrénjéve tE tij.
a) 42 —-Ix+9=0; b) 2 —-(m-1x4+2m+5=0.
Zgidhje:

a) Ekuacioni ésht# dhéné né formén e pérgjithshme me koeficienté a = 4, b = -3 dhe c = 9. Sipas
formulave t& Vietit, nése x, dhe x; jané zgjidhje té ekuacionit, atheré

_b5_3 he x-x=2-2
I|+I_=—_:—I III.E - 4'
b) Eluacioni koadratik &hté né formén normale me koeficient® p= - (m - 1), g = 2m + 5. Sipas
formulave té Vietit del se

n+x,=-p=m-1dhex, - x,=q=2m+5.

Tani do té tregojmé se, nése pér numrat x, dhe x,vlen x, + x, = —p dhe x, - x, = g, atéheré x, dhe x, jané
rrénjét, zgjidhjet, ¢ ekuacionit 2* + px+ g=10.

Nga x, 4+ x, = —p del se p = —(x, + x;), prandaj ekuacioni &sht€ x* - [x, + x)x 4 x, - x; = 0. Nése né kété
ekuacion marrim x = x,, fitojmé x; - (x, +x, )%, +x,0, =0 & x -x —xx +xx,=0,dmth. 0 =0.
Pra, pér x = x, eknacioni béhet barazim numerik i vérteté, d.m.th x = x, shté rrénjé e ekuacionit. Ngjashém,
P& x = x,, fitojmé o-lx +x)x, +x 2, =0 O x-x-xx+xex =0, d.m_th. 0=0, g€ do t& thot# se
edhe x = x; éshté rrénjé e ebkuacionit.

Bashk# me kit dhe fitimin e méparshém t# formulave t& Vietit, ¢ kemi vértetuar pohimin (teoremén) ng vijim.

1Mhmﬂmﬂﬂ!

Nurmmrat x, dhe x, jang zgjidhje t& ekuacionit kuadratik ax” + bx + ¢ = 0, a # 0 nése dhe vetém nése

c
x, +x, =—£ dhe x, -x, =—.
i ¥ ]

Nése ekuacioni &shté né formén normale x* + px + g = 0, atéheré x, + x, = —-pdhex, - x, =g



~ Shembulli 3,

Duke pérdorur formulat e Vietit kontrolloni nése
a) 2 dhe - 3 jank rrénjé, zgjidhje, 1 ekuacionit x* + Tx - 12=0;
b) 1+ dhe 17 jang rrénjé t£ ekuacionit £ - 2x- 1 =0,
Zggidhje:
Q cifti | numrave t& dhéné t# jené zgjidhje t# ekuacionit, numrat duhet t# kénagin formulat e Vietit
a) Pér eknacionin x” + 7x - 12 = 0 duhet té vleje x, + %, = p=-Tdhex,-5=g=-12.
Pasi 2 + (-3) =-1 2 -7, pérfundojmé se 2 dhe -3 nuk jané rrénjé 1é ekuacionit 2 + 7x- 12=10.

b) Pérkété ekuacion duhet tviejé x, + x, = —p=2dhex,-x,=g=— L Pasi (1+42)+{12]-2-—p
dhe (1+4/7)(1-/2)=1-2=—1=g. 1447 dhe 1-fT jané rrénjé té ekuacionit #* ~ 2x— 1 = 0.

~Shembulli 4 ,

Le té jen x, dhe x, zgjidhje t& ekuacionit kuadratik £ + px + g = 0. Vértetoni se vlen x] +xi =p* —2q.
Zgjidhje:
Shprehjen X' +X; e plotésojmé me kuadratik té ploté me shtimin dhe zhritjen e 2x,x, dhe fitojmé

£ +x; =x +x;+2xx, —2xx, =(x, +x,) ~2x,x,. Sipas formulave t& Vietit kemi se x, + x, = -p dhe
%, - X, = g, prandaj nga eknacioni paraprak kemi x; +x; =(—p) —29=p" —2q.

Mbani mend formulén x’ +x; =(x,+x,) —2xx, , dmth. x/ +x] =p° —2q.

Detyra 2
Le té jen x, dhe x, zgjidhje t& ekuacionit kuadratik 3x* - 2x + 6 = 0. Pa zgjidhur detyrén, caktoni vierén e
shprehjeve:

1 1
y —+—; b 3x —5x" +3x, —5x;.
a = 5.:|'|1 3x, 5:1:;;l




1. Elmacionet e méposhtme shkornani né formén normale dhe caktoni koeficientét p dhe g

a) 2x +3x-5=0 b) mx —(m+3)x+2Im=0
2. Shlkouani formulat ¢ Vietit pér dmacionet ¢ méposhtme:
a) 3 -Bx+6=0 b) 2x' —-7x=0 c) £ +6=0

¢ im-3) —(3m+1x+2=0 d) 4mx -x+2m-3=0,
3. Duke shfrytémuar formulat e Vietit, zgjidhni elmacionet:

a) ¥ —-Bx+15=0 b) £ +Tx+12=0;
) 4B+ 15=0; §) 22 -Tx+5=0.
4. Duke shfrytézuar formulat e Vietit kontrolloni nése ¢ifti i dhEné i numrave &hiE zgjidhje e
ekuacionit pérkatés:
a) 2dhes, ¥ -Bx+12=0: b} -3dhes, " -2x-15=10k
c) 342 dhe 32, Fabx+7=0 ¢l 3dhe?, & -9x+12=0,

5. Caktoni vierén e parametrit k, ashtu qf shuma e rrénjéve 12 elmacionitx”™ + (2k+ 1lx-5=10
tE jeté ¢ barabart? me 4. Pér vlerén ¢ fitnar t& parametrit k gjeni rrénjét e eluacionit.

6. Duke shfrytézuar formulat e Vietit caktoni vierén e parametrit k dhe rrénjén tjetér t# elmacionit
a) 2k +kx—1=0, nsu,:l:%;
b) 2 -5x+k=0, nésex,=-2;

) xX -2bx+k=0, nésex,=b-a

7. Pér cilén vleré té parametrit m rrénjét e ekuacionit x° + 6x - m + 3 = 0 ¢ plotésojné kushtin
X -xn=0

8. Pazgjidhur ekuacionin 4x" - 3x 4 2 = 0, caktoni vlerén e shprehjes:

5 5 1 1
a) X +ax,; b) xf+xi: o =+ SRt
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2.6 FORMIMI I EKUACIONIT KUADRATIK
PERMES RRENJEVE TE DHENA.
ZBERTHIMI NE TRINOM KATROR

Formimi i ekuacionit kuadratik

- Rikujoni!

» =3 dhex, =4 jané zerot e trinomit ¥’ — 7x + 12, prandsj ai mund & shlcruhet si
X -Tx+12={x-3) (x- 4.
* x =-3 dhe x; = 4 jan& rrénjé t& ekuacionit ¥’ — x - 12 = 0. Kontrolloni nése &shi# i vértet
barazimi.
X -x-12=(x+3N{x-4

Duke shfrytfzuar formulat e Vietit mund € formojmé ekuacionin rrénjét e t£ cilit do € jené x, dhe x,. N
fakt, sipas formulave t& Vietit. x, dhe x; jané zgjidhje t& ekuacionit
£ apreg=0.p=-(x+x)g=x-x.

— Shembulli1 ,

Formoni ekuacionin kuadratik, rrénjét e t€ cilit jané x, = -3, x, = 5.
Zgjidhje:
Me ané t& formulave té Vietit i caktojmé koeficientét p dhe g:
p=-lx+x)= -(-3)+5)=-2,
g=x,-x,=(-3)-5=-15
Eluacioni i kérkuar éshté x' - 2x- 15=10.

— Shembulli 2 ,

Formoni ekuacionin knadratik, zgjidhjet e t& cilit jang:
a) x,=3-4i, x,=3-4&  b) x,=2—3,x, =24+3.
Zgjidhje:
Me ané & formulave t€ Vietit i caktojmé koeficientét p dhe 4.
a) p=-l+x)=-(B-4)+3+4))=-6,9=x-5,=3-4) - (3+4i) =25
Ekuacioni i kérkuar gshté x* - 6x + 25=0.

by p=—{(2-B) (2443 )=—t.q=(2-45) (2+45) =1

Ekuacioni i kérkunar &shté x* - 4x+ 1 =0.




Detyra |l
Formoni ekuacionin kuadratik, rrénjét e € cilit jané-

1
a) x; =0,75, X, =—§; b) x,=a-bx,=a+bh

g Mbani mend! ,

Nese numrat x, dhe x, jang ménje t& ekuacionit kuadratik, atéherg ekuacioni ka formén x* + pr+ q
=0, lup=—(x+x) g=x,-x.

Nésep=-(x,+x,)dheg=1x, - .:Ilu'rmdﬁuynul::kumunmx + px + =0, rrénjét e t£ cilit jané x, dhe
xtﬂrjrﬂtﬁtupn:rhuﬂﬂnmj: —{x, + 5)x 4+ x, - 5, = 0, d m.th. eknacionin

(x - x)x- x) =0,
Pra, nése numrat x, dhe x, jang rrénjé té ekuacionit kmadratik, atéheré ekunacionin mund ta ndértojmé edhe
me pérdorimin ¢ barazimit {x — x,)(x - x,) = 0.
Pér shembull, nése x, = -3, x; = 5 jané rrénjé té njé ekuacioni knadratik, atehers ai ekuacion 8shté (x + 3)(x- 5) =0,
dmth ¥ -2x-15=0.

—|E]1|E|:n]:|u]]i 3.
Formoni ekuacionin kuadratik ashtu g shuma e rrénjéve té tij éshté -5, kurse prodhimi i rrénjéve éshté 6.
Zgjidhje:

MNése shuma e rrénjéve &shté -5, prodhimi i tyre 6, atéheré pér koeficientét e formés normale té ekmacionit
fitojmé p = — (x, + x,) = 5 dhe g = x, - x; = 6. Ekmacioni i kérkuar &shté * + 5x+ 6 =0.

- Shembulli 4

Pér cilén vleré t parametrit m, njéra rrénjé e eknacionit x* — 9 + m = 0 &hté dy heré mé e madhe se tjetra?
Zgjidhje:

Sipas formulave t& Vietit, x, + x, = 9. Nése zévendésojmé x, = 2 - x, fitojmé 2 - x, + x, =9, dm.th.
% =3, dhex, =23 =6 Tani g = m, kurse sipas formulave t& Vietit g = x, - x, = 18. Nga ktu, del g
viera e m éshté 18.

- Shembulli 5,
Caktoni vlerén e parametrit m, ashtu gé rrénjét e ekmacionit kuadratik mx’ —(2m+ Zx+ 1 =0doté
kiﬂaqiﬂ barazimin _tlx: -I—_:'_lel =4.

Zgjidhe:
—(2m+12)

Nga formulat e Vietit fitojmé x, +x,=———,
m

X, -X, =£,ma’=ﬂ. Vérejmé se nga barazimi
x4, =4
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__ 1 Im+2

d&qﬁ:,a,(z,u',}ﬂ,puﬁumuﬁmﬁqmi;. =4 osedm’ —2m—-2=0,dmth.

|
2" —m - 1= 0, zgidhje 12 18 cilitjang m = | dhe m=—-

Zberthimi i1 trinomit katror
neé shumeérues inear

_ Rikujtonit

* (ka pohojné formulat e Vietit pér ekuacionin kuadratik?
*  PErekuacionin 2x* - 4x + 3 = Okemi:

+  Altivitet

A

Zbértheni trinomin katror x* - 7x 4 12 né shumézues linear.
£ -Tx+12=x -3x-4x+ 12=x(x-3) - 4{x - 3) = (x - I)(x- 4.
Véreni gé x, = 3 dhe x, = 4 jan# zerot ¢ trinomit katror t& dhéné, d.m.th. jané rrénjé, zgjidhje, té
ekuacionit x* - 7x + 12 =0
Nése x, dhe x, jan zero té trinomit katror ax’ + bx + ¢, dm.th. rrénjé t& ekuacionit kuadratik

ax +bx+c=0az 0, atéheré sipas formulave t& Vietit .:I:_|+Iz=—§, .]:]-I:!:E.M
El1+-h+l?=ﬂ[.'li +£1+E]=a(x’ —I:.IL +I=_]I+.‘l|_ -.'l'.t]=
=a(x’ - xx—xx+am ) =a(xx-x)-x(x-x))=
=alx—xNx—x,)

- Mbani mend! .

Mése x, dhe x, jané zero t& trinomit katror ax’ + bx + ¢, atéheré zhérthimi i trinomit né shumézues
linear &shtd ax® + bx + ¢ = a(x - x.)(x - x,).




- Shembulli 6 ,

Zbértheni trinomin nf shomEzies:
a) 2x" + 6x - B; b) 2x -3x-5
Zgjidhje:
a) | caktojmé zerot e trinomit x,
2% 46— B=2x+Hx-1).
+ 5—4.2.(— +
_3E5-4.2¢( N 32T =D % a, rrjedh

T 2.2 3 5
1f—3:—5=1!1—%]{:+1}={11—ﬂ{:+1}.

—1 f36—3.2(8) 610
13 a

4

o Xo= —4 x, =L Pra,

b)

Detyra 2
Fhérthent nf shumEzues linear trinomet:
a) 2 +Tx- I5: by ¥ —2x-2.

Barazimin pér zbérthimin e trinomit katror né shumémes linear mund ta pérdorim edhe pér shirimin,
ndértimin, ¢ ekuacionit kuadratik me rrénjé t& dhEna. NE fakt nga ax” + bx + ¢ = 0, pasi a 2 0 rrjedh
gf alx — x;}x - x,). Pér shembull, elmacionin kuadratik, rrénjé té t2 cilit jané x|=%_:1=—_’r mund ta
odlctojat duke wand [:—%}{1+3}=ﬂ,p§ﬂ:ﬂﬁi&|ﬂ f+31—%:—%=n.mdajmwikam

gshité 2x* + 5x—-3=0.
 Rilmjtona

Q& t€ bEhet mé e thjeshté thyesa algjebrike e dhéng, duhet gé numérpesin dhe eméruesin e saj t'i
zbérthejmé né shumézmes.

—|Sheu:|hu]]i?f
BSjeni mé t5 thjesht? thyesé x +6x49
x—x-12
Zgjidhje:

PEr numéruesin kemi x* + 6x + 9 = (x + 31", ), kurse & ta zbérthejm# eméruesin né shumézues, do t'i
caktojmé rrénjét e ekuacionit x* - x — 12 = 0. Fitojmé
12 fTF3T D 147
B 2 2
prandaj x, = -3, x, = 4, dhe pérfundimisht £* - x - 12 = (x + 3){x - 4). Nga kitu del
C+6x+9_ (x4 x+3
¥-x-12 (+3x-4 x—4

VErejmé se thyesa mund t€ thjeshtohet, reduktohet, vetém nése x + 3 &hté ¢ ndryshme nga 0.

Xz

10
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Né detyrat (1 — 5) formoni ekuacionin kmadratik, rrénjét e t€ cilit jan&

L. a) -2 dhe 3; b} 7 dhe —I; d -5 dhe -L
e i ey e 3= e
3 2 3 4 4 3
3. a2) —f2 dhe of5: b} —43 dhe —3: ) =7 dhe G+4f2.
4 a i dhe ﬁ; b) 3-2i dhe 3 4 2§ c) 173 gy, 1HH
F . 3 3
a b a b
5 — dhe —: ;
N S
6. Formoni ekuacionin madratik, ashtu g shuma e rrénjéve t€ tij t2 jeté -1, kurse prodhimi i
t‘r".l.'!‘li‘j-!ti—?%-
7. Pér cilén vleré té parametrit m njéra rrénjé e ekuacionit 2x’ - 3x + m - 2 = 0 &shté dy heré

a9,

mé e madhe se tjetra?

L (:ahuuj?lﬂén:parmthhadlmqiniﬂjitedmuhnitlx' - 4x + k = 0 do t& plotésojné

barazimin x +x; =12,
Formoni ekuacionin knadratik me koeficienté realé, nése njéra nga rrénjét e tij &shts:
a) 2-32; b) 2 - 3i.

10. Zhértheni né shum#mes linear trinomin katror:

a) ¥-4x-21; b) 3 4+ 5x- 2 c) F¥-4x+ 1
11.Thjeshtoni thyesat:
g X H2x-3 b) ' +Bx+16 9 3t +2x
= —5x+4 +Tx+12° x +3x—28



— Rikujtons!

* 5i pErcaktohet shuméfishi mé i vogél i pérbashkét | numrave dhe polinomeve.
s SHVPx-2,x" —4)={x—2x+2).
* SHVP{x+3,x-Lx -9 =(x+3){x-3)x-1).

Thyesa racionale ka formén %- ke P{x) dhe (Xx) jané dy polinome dhe Q(x) 2 0

Aktivitet

Caktoni SHVP-néex’ 4+ 2x— 1 dhex’ - L.

Zgjidhja e eknacioneve kuadratike mundéson zgjidhjen ¢ eknacioneve g me transformime t2 caltnara
shndérrohen né eluacione kuadratike.

Mbani mi:m:l!f

Ekuacioni né t& cilin ndryshorja, d.m.th. madhésia & panjohur pérmbahet edhe né eméruesin e
ndonjg thyese racionale quhet ekuacion racional thyesor. KEto ekuacione jang t& pérkufizuara, d.m.th.
kané kuptim, pér vlerat e ndryshiores pér t& cilat em&ruesit e thyes&s racionale té ekuacionit jané t&
ndryshme nga zeroja.

_—

Shembulli 1 ,

HE5) e 3 Sehi ckuacion eacionsl thyewor, § oili &bt | picknfizvas pir gfifhl vierat e z, pis 88

x—1

cilat x- 120, dm.th. x= 1. Pra, bashkésia e pérkufizimit (bashkésia e vlerave té lejueshme) e ekmacionit
éshté D=R\{1).

Procedura mé e shpeshté e zgjidhjes sé eknacioneve racionale thyesore Eshté me sa vijon:

emérnesit e thyesave zhérthehen né shumé#zues;

caktohet bashkisia e pérlufizimit e eknaconit;

ekmacioni shumézohet me SHVP-né e eméruesve té thyesave;

caktohen zgjidhjet e ekuacionit té fituar;

kontrollohet cilat nga zgjidhjet e fitnara jané zgjidhje t& elacionit (racional thyesor) fillestar, d. m.th.
dlatn.ngpﬂ.h;ﬂ_ i tﬁ.hJﬂ[BitElEJanhﬂﬂlkﬁhEﬂEpﬁhJﬁmmlt’ imit t& eknaconit.
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~ Shembulli 2 ,

Zgjidhni elpacionet:
3 5 2x+7 3x , 4x 2 —6x
+==3; b =x—2: + = .
N x-1 = ) S Nt ) =1 x+1 x'-l
Zgjidhje:

a) Ekmacioniéshifipérdmfirnarpéry-120dhex= 0, dmth x=1 dhex= 0 Pra, bashkeésia e perkufirimit
eckuacionitgsht D' =R\ (0.1} . Em&ruesit né kité ekuacion jané x - 1 dhe x kurse SHVP i tyre &shié
xi{x - 1). Elmacionin e shumézojmé me SHVP-né ¢ eméruesve dhe fitojmé:

= 42=3/ e
-1l x
Ax+5(x—1)=3x(x—1)

3" —11lc+5=0.
1I-461 114481
o - 5 dhe

Zgiidhje t& eloacionit t# fituar jané x, meqé tE dy zgfidhjet i takojngé
bashkEsisé [, del g€ t& dyja jang zgjidhje t& eknacionit racional thyesor t€ dhéné.

b} Ekuaciomi #shté i pérknfizuar pér x - 2 2 0, dm.th. x 2 2, prandaj bashkésia e pérkufizimit e
ekuacionit Eshté D =R\{2]. NE ekuacionin e dhéné ka vetfm njé emérues, prandaj ekuacionin
e shumézofme me x — 2.

—2x+7
x—2
—2x+7=(x—2)
¥ —2x-3=0
Zﬂ]ﬂ]:l;t té elmacionit tE mésipérm knadratil jaﬁ-lﬂh.!lﬁﬂﬁdrlﬂjiﬂ]ﬁtimh:g'nihﬂﬂm_' 2
s pérkufizimit t& ekuacionit racional thyesor, g€ t& dyja jané zgjidhje t& tij.

¢) Ekuacioni &shté i pérkuofizear pérx- 12 0dhex + 12 0 dmth. x# 1 dhex 2 - 1. Pra,
bashkésia e pérkufizimit e elmacionit &shté D=R"{-1.1}. Elmacionin ¢ shumézojmé me
SHVP(x-1,x41,x - 1) =" - 1 dhe kemi:

3x | 4x  2x"—6x
+—-= -1
x—1 x+1 x'-1 Hx 1)
Jx(x+1)+4x{x—1)=2x" —6x
Sx’ +5x=0
Zgjidhjet e ekmacionit t fitnar kuadratik jané x, = 0, x, = -1. Pasi x, = -1 nuk i takon bashkésisé
sé perkufizimit t& elmacionit racional thyesor, zgjidhje e kiétij elmacioni #shté vetém x= 0.

=x—2/{x—2)

Detyra 1
Zgjidhni ekuacionet:
a) f I—E= 2 b) 3:—5=h—3
-1 x+1 =x-I’ Ix-1 x4+l



~ Shembulli 3,

mar e SR x-1 _ 6

©4x—6 »¥-5x+6 x—-9
Zgjidhje:

Fillimisht i zbfrthejm# eméruesit né shumémes:

Zgjidhje t& ekuacionit x* + x — 6 = 0 jané -3 dhe 2, kurse 1 x* - 5x + 6 = 0 jané 2 dhe 3. Nga kétu,
zbérthimi né shumézues i eméruesve Eshté me sa vijon:

r4+x-6=(r-2}x+3), X-Sx+6=(x-2x-3), F¥-9=(x-3I)x+3)

Elmacioni esht# i perkufiznar pérx 2 2, dhe x= -3, dhe x2 3. Pra, bashkesia e perkufizimit e ekuacionit
té dhéné Eshté D=R\[-3,2,3}. Ekuacionin e shum#zojmé me SHVP{(x — 2)(x + 3), (x - 2{x - 3),
(x - 3)x + 3)) = [x— ix - 3)(x + 3) dhe fitojmE

2x+1 x—1 [
r©+x—6 x-5x+6 x -9
2+l - x—] - f

(x—2)(x+3) (x—(x-3) (x—x +3}f {x—2)(x—3)(x+3)

(2x+Dix—3)—(x—{x+3)=6{x—12)

©—13x+12=0
Rriénjé t# ekuacionit kuadratik t# fituar jan x, = 1, x, = 12. TE dyja rrénjét jans né bashkEsing e pirkufizimit
t€ ekuacionit racional thyesor, prandaj | dhe 12 jané zgjidhje t€ ekuacionit t& dhné.

Detyra 2

*—2x+3 x—4
Zgjidhni ekuacionin —— —— =" =

£—3x+2 2x—4

— Shembulli 4,

Shpejtésia ¢ njé varke motorike né ujé té qetE &hté 15 km/h. Nése varka léviz me rrjedhén e lumit,
atEheré ajo largésing prej 72 km ¢ kalon pér 2 oré mé pak se né rast se do té levizte kundér rrjedhés s&
lomit. Caktoni shpejtésiné e lumit.

Zgjidhje:

Mése shpejtésia e hamit Eshté x kem/h, atEheré shpejtésia e varkés né drejtimin e rrjedhés s lumit Eshté
15 4 x, kurse né drejtimin kundér rrjedhés sé lnmit Eshté 15 - x. Mga formula pér rrogén, s = v- t del se

72 = (15 + 24, dhe 72 = (15— x)}t,. Nga kétu fitojmé t, == dhe ¢, =— = Pasit, - , = 2, fitojmé

15+x P 15—x

3 ___72 =2. Pas shumézimit ¢ ekwacionit me SHVP-né ¢ eméruesve fitohet
15—x 15+x
72(15 + x) — TH15 — x) = 215 + x) (15 - x),
d.m.th.

X +T72x-225=0.
Zgjidhje té kétij ekuacioni jané x, = 3, x, = -75, por x, = —75 nuk mund t& jeté zgjidhje Es sepse x
tregon shpejtésing dhe si e tillé nuk mund t# merr vlera negative. Pra, shpejtésia e lumit &shté 3 km/h.
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.

Shembulli 5,

N klient i bankes fitoi 15 euro kamaté {interes) pér njé shumé t caktuar parash té deponuara pér njé
vit. ME pas kisaj shume i shtoi edhe 85 euro dhe i deponoi edhe pér njé vit me interes t& njéjté. Pas
kalimit t kétij viti klienti né llogariné e tij kishte gjithsej 420 euro. 5a ka qené shuma fillestare e parave
dhe sa pérgind éshté kamata vjetore?

Zgjidhje:

Shuma (kapitali fillestar) e parave té depozituara le t2 jeté K, kurse kamata vjetore le t€ jeté x%.

Atihers fﬂ: =15, dmth, g=2001

. Pra, né fillim 1€ vitit t& dyté klienti né logaring e tij kishte

X

1500 1| 5000 1 506 1500
—+15+85=——+100 euro, kurse n fund t& vitit t& dyte kishte [ +IMJ+[—HMJ -
x x x

Dimé se né fund $ vitit t£ dyte klienti né logari dispononte 420 euro, prandaj fitojmé ekuacionin né vifim:
[@Hm}{ﬂﬂnﬂ =420.
x X 100
Nga ky ekuacion racional thyesor fitohet kuacioni knadratik «” — 305x + 1500 = 0, zgjidhjet e t€ cilit jang

x, =5, x5, = 300, g do t& thotE se kamata Eshté 5%, kurse shuma e depozitmar né fillim ka gené @ =300).

EEiidh'p:dyti.:,:iﬂﬂ.pirka:mhin,nukmundtijﬂizgjidhjttdﬂﬁumpukmamuukmuﬂti
merret 3005,

o) sx+114l 26K y 6 2 _, xHd
X 7 -1 x-1 xtl
Jz+5 x-2 3 2x 2x 16
) ——=-= ) —+—=—;
x—2 x+2 2 x+l x-1 3
& 1.::—3:3.:—5: ) 15..". + 5 =-'L:—5_
x+l -1 2x'—x—1 2x+1 x'-1
2. Ndryshimi i vlerave reciproke t£ dy numrave té ploté, t:nppm;uh:mulﬂt— Cilét jan#

ata numra?

3. Njé grup nxénésish duhet t grumbuollojng njé shumé prej 6000 denaré me kusht g2 sedili t jep
vleré té njéjté parash. Dy nxénés té gropit hogén doré nga ky aksion, prandaj ata gé ngelén duhet
ta mbulojné mungesén ¢ tyre duke dhéné edhe nga 150 denaré shtesé. 5a nxénés kishte grupi?

4. Njé tren largésing prej 650 km ¢ kalon pér tre oré mé pak se sa njé tren i dyté shpejtésia e té
cilit shté pér 15 km/h mé e ulét se sa e trenit t& paré. Caktoni shpejtésité ¢ t& dy trenave.



2.8 EKUACIONET BIKUADRATIKE

- Rikujoni!

* Sa Eshté fugia e ehuacionit x' - 9" = 07
» Sarrénjé ka ekuacioni i mésipérm?
* Kontrolloni se cilét nga numrat -3, 3, 4, —4, 0 jané rrénj t€ ekuacionil

~  Aktivitet

Calktoni gjitha rrénjét ¢ ekuacionit x’ - 9x' =0,

— Shembulli 1 ,
Caktoni rrénjét e ekuacioneve t8 méposhtme:
a) x'=0; byx'-Bl=0: o) x'-18=0.
Zgjidhje:

a) Nga x'=x+x-x-xdel se rrénjét e kitij ekuacioni jané x; = x; = x; = x, = 0, perkatésisht se
ekuacioni ka rrénjé t& katErfishté té barabarté me 0.

b) x*- 81 = 0 mund té shkruhet si (x" - 9)(x* + 9) = 0, dm.th. (x - )(x + 3) {x - 3)(x + 3i) = 0. Pra,
zgjidhje t& ekuacionit jané x, = 3, x, = -3, x, = 3i, x, = — 3i, dm.th. ekmacioni ka katér rrénjé t&
ndryshme, dy reale dhe dy komplekse.

c) Pasi x" - 165" = *(x* — 16), fitojmé ekuacionin x - x(x — 4)(x + 4) = 0. Zgjidhje té ekuacionit
jang x, = x, = 0, x, = 4, x, = —4, prandaj ekuacioni ka njé rrénjE t€ dyfishté dhe dy rrénjé reale t&
ndryshme.

-1 Mbani mend! .

Ekuacionin e formés ax’ + by’ + c=0,ku a, b, ¢ SR dhe a 2 0, e quajmé ekuacion bilnadratik.

Q& té gjejmé zgjidhjet e ekuacionit bikuadratik ax* + bx® + ¢ = 0, ekuacionin e shkruajmé si alx’)" + bx* + ¢
= 0 dhe marrim ndryshoren e re, d m.th. zévendésimin y = x’. Né kété ményré fitojmé ekuacion kuadratik
sipas y, € qE &shté ay”+ by + ¢ = 0. Rrénjét e tij y,, y, mund t'i pércaktojmé me an té formulés pér zgjidhjen
e ekmacionit kuadratik. Pastaj, g2 t'i caktojmé zgjidhjet e ekmacionit bikuadratik, e kthejm# zévendésimin,

dm.th. i zgjidhim ekuacionet x° = y, dhe ' = y,, me cka fitojmé x,, =%y, , x,, =% [r..




~ Shembulli 2 ,

Zgjidhni ekuacionin x* - 7 + 12 = 0.

F
Ekuscionin e shkruajmé né formén (')’ — 7x° + 12 = 0 dhe marrim zévendésimin y = x". Keshtu fitojmé
ekuacionin kuadratik y* — 7y + 12 = 0, Rrénjét e kétij ekuacioni jané y, = 3 dhe y,= 4. Me kthimin e
zévendésimit marrim x° = 3 dhe x* = 4. Nga x* = 3 fitojmé x, =3, x,=—f3, kume nga <=4 del
x, =2, x, =—1._Pra, elmacioni ka katr rrénjé reale t€ ndryshme.

Detyra 1
Zgjidhni ekuacionin x* - 132" + 12=10.

Detyra 2
) -9
v e I 136

Detyra pér ushtrime! /i .

|
1. Zgjidhni ekuacionet:
a) x'=0: b) 4x'-64=0 o x'-%=0
2. Caktoni zgjidhjet e ekuacioneve:

2 Elnl:l-—zs:’+!u:‘—h!i_1f+5li b) (7 - 5)idx* + 5) = 6.
x'—6 10 5
e brinjéve t& drejtkéndishit
4 Formoni ekuscionin bikuadratik rrénjét e t& cilit jané x, =v5, x,=—5, x,=4, x, =4,
5. Thieshtoni thyesén -~ — 2" +64

©+2x—8

[
[
[
[
[
[
: 3. Syprina e njé drejtkéndéshi &shté 60 cm’, korse diagonalja e tij &shté 13 cm. Caktoni gjatésité
[
[
[
[
[
[




2.9 SISTEMI ME NJE EKUACION .
LINEAR ME DY NDRYSHORE DHE NJE
EKUACION KUADRATIK ME DY NDRYSHORE

- Rikujtonit

* Sizgjidhet sistemi i ekmacioneve lineare me metodén e zévendésimit.

. : . {3.r+}'=3

_ ., me metodén e zévendésimit.
xt2y=4

—  Aktivitet

o

x+y=2
::mnunmluﬂnnp;iﬂﬂh,ﬂe[{u}.m.m.m %.—:]}H:ﬂqﬂﬂhhmn L’+;"=i'

— Shembulli1 ,

o 2x+y=2
Zgjidhni sistemin Fryi=d
Zgjidhje:

x+y=2

Vérejmé i sistemi | ;. &hté i ndértuar nga njé ekuacion linear me dy ndryshore dhe njé
ekuacion kuadratik fié po € njéjtat ndryshore. Ky sistem mund 1 zgjidhet njélloj si sistemi me dy
ekuacione lineare me dy ndryshore, me metodén e zévendgsimit. NE fakt, nga ekuacioni linear e shprehim
njérén ndryshore, pér shembull, n# sistemin e dhéng t€ ekmacioneve nga ekuacioni i paré mund ta
shprehim ndryshoren y me y = 2 - 2x. Duke zévendésuar né eluacionin kuadratik, fitojme:
*+(2-2x) =4,
d.m.th.
Sx'- Bx=0.

Zgjidhjet e ekuacionit kuadratik jané x, = 0 dhe :]%,Erx.tllﬁnjm!jrtl—l-ﬂﬂlhmpir
z,=% fitojmé ;1=:—z-5=—:.numnhm.=gjﬂhjm sisternit té dhén# té ekuacioneve jané giftet

5
L
(0, 2) dhe [5. 5]_
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- Mhbani ]IDE'II.'E".J,.-

—Shembulh 2 .

St mx+ny+p=0

L ]

et ax' +by’ toxy+dxtey+ f=0
ndryshém nga zero shig forma e pengithshme e sistemit me e ekuacion inear me dy ndryshore

®  Mjé gistem i tillé | ekuacioneve zgjidhet me metodén e zévendésimit dhe zgjidhjet & tij jana gifte,
dyshe, té rendrtura.

ku te paktén njéri nga koeficientet a. b ose ¢ Eshié i

x+3y=6
L i sistemin .
giidhni sis x:+1}r+y' =
Zgjidhe:

Nga eknacioni linear kemi x = 6 - 3y dhe duke zévend@suar né ekuacionin knadratik, fitojmé:
(6-3y)" +(6-3yly+y =9,

d.om.th.
7y - 30y 427 =0,

Reiugit ¢ ehunclonit kandcatikjaaty, = 3 dhe 7, =3_nar;,-,=3ﬁmpix,=a_3.3=_3.mpa y =;

kemi x, =6— 3-——? Hﬂmimlﬁptﬂmmdawmdyﬁdtmﬂnm{—lﬂdh[ﬁ 3]
Detyra 1
Zgjidhni sistemet e eluacioneve:

x-¥y=6 ) Ix+2y=1

3 4x—y=10" B e ray+yi =1

— Shembulli 3

Dy shumékéndésha kané gjithsej 14 brinjé dhe 40 diagonale, pérkatésisht. Pér cilét shumékéndésha
béhet fjalgF?

Zgjidhje:

Le té jeté x numri i brinjéve té njérit shumékéndésh, kurse y numri i brinjéve té shumékéndéshit
ljrtir.EipuhmlﬂmtEdrtyrEﬂnjEﬂng&thmﬂkmﬂd&tijﬂir+f:]iNmnriidiagmmlmtE

shumékéndéshit me x brinjé éshté ——— I{I 3) pmnda;d:um:mm:d‘,rt:dntqﬂt 3} ﬂ}rz_j}




Pér pércaktimin ¢ numrit t& brinjéve t& shumékéndéshave kemi sistemin né vijim t& eknacioneve:
x+y=15 x+y=15
Mx-N+py-3)=80  |£F—3x+y —3y=80"
Nga eknacioni linear marrim x = 15 -y dhe e zévendésojm# né ekuacionin kmadratik. Kemi:
(15- ) -3(15-y) + ¥ - 3y =80,
d.m.th.
¥ -15r+50=0.
Rrinjé té kéti) elmaconi kmadratik jang y, = 5 dhe y, = 10. Pér y, = 5 fitojmé x, = 10, kurse pér y,= 10
fitojmé x,= 5. KEshtu, njéri shumékEndésh ka 5, kurse tjetri shumékéndish ka 10 brinjé.

1. Zgjidhni sistemet:

_ F—x=1 x—y=2
x—3y=-"73
a) : b) 12 2 9; 3 x—4_ .
[31'+Er+3y'—3=[l } e L PA T ol )
* X * ¥
2. Zgjidhni sistemin: '{"FJ*"’.
x+y=4dm

3. Shuma e njé thyese dhe vlerés mip&uhiﬂjﬁlﬁ%.hnﬂtdlmtmm&mﬁitcﬁl::
eméruesit té thyesés shté 7. Pér cilén thyesé béhet fjalé?

4. Nijé fermer déshiron t& v gardh pérreth kopshtit né formé drejtkEndéshi, por né ményré g
vetém njéra nga anét t& mos jeté me gardh. Ai ka njé tel gardhi me gjatési 40 metra. Po ashtn,
déshiron g kopshti t& keté sypriné 150 m”. Gjeni dimensionet e kopshtit.
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DETYRA PER PERSERITJE
DHE PERFORCIM

1. Pér cilén viers t& parametrit m ekuacioni (2m - Ux' — 4mux + 3 = 0 Eshté ekuacion kuadratik?
2. Shkruani né formé normale ekuacionet e méposhtme:

a) 3 -9x+36=0; by 2x" = & d %;1—4:+I=.

3. Pér cilén vierE t& parametrit m ekuacioni (m 4 2)x" + m— 5 = 0 do t& ket rrénjé reale?
4. Caktoni natyrén e rrénjéve t€ eknacioneve:
) ¥ex-3=0 b) 3 +2x+ 1 =0
o) 4 - 40x + 25 =1 ¢} ¥ -Bx+15=0.
&
a) (x+1F-Sx43=(x-IN2x-1%  b) - 10=30"-4)
xr Iyt —8x Sx'+T7x
A T T
d) 4 - 125+ 9=0; f) £-2x-15=0.
6. Zgjidhni ekmacionin - {a + bix + ab=10.
7. Per cilat vlera té parametrit k ekuacioni kx’ + 2kx +k+ 1=0
a) do t€ ketE rrénjé 1 dyfishté;
b} do té ket dy rrénj reale t& ndryshme;
c) nuk do t keté rrénjé reale.
8. Duke zbatuar formulat ¢ Vietit, formoni ekuacionin kuadratik me rrénjé
a) x,=-2 dhe x,=-7; b) I,_=.'J+~.IE dJ:g.i==3—-uE.
9. Le tE jené x, dhe x, rrénjé t ekuacionit kuadratik 3x" - 2x + 6 = 0. Pa e zgjidhur eknacionin, caktoni
vlerén e shprehjes x] +x] —4xx. .
10. Zbértheni trinomin né shumézes linear:

a) 11'1—§1'+4=ﬂ: b) 2¢¥ 4+ 5x-3=0
11. Pa zbatuar formulat e Vietit, formoni ekuacionin koadratik rrénjé t € cilit jang -2 dhe 6.
12. Thjeshtoni thyesat

¥ -x-12 ¥ —4x—5
i b; )
3 (x+3)y ) -1
l_'] Zmﬂ' hﬂ-lthlﬂl:l:l- I]ﬂ"
3 .t-l-.ﬁ 5— X_ 100 x+2  x-2 1
A S
3 x—l x+2 . b) E—x x+5 15 _1-’ 9 x=2 x+2 &
14. Zgjidhni ekuacionet:
a) 12" =0 b) 5x'=125; ¢ 5 -36x =0.
15. Caktoni zgjfidhjet e eknacioneve:
a) x' - 26" 425=10; b) (2" -4x4 37 +Bxix’+ 3+ 12=0.



x' =1

16. Thieshtoni thyesén m

17. Zgjidhni sistemet e ekuacioneve:

x+y=7 Zx—y=5
) L'+y'—19‘=l]= o {31’+Ey’+31—4_}-=—21y-

18. Drenusha thur kapela, me dorg, dhe i shet. Té ardhurat e saja ditore nga shitja e kapelave i njehson me
formulénx(x —47), ku x #shté cmimi, n# euro, | njé kapele. Drenusha déshiron qé té realizojé té ardhura
ditore ng vlerén 150 euro. Me ¢faré gmimi duhet t'i shet ajo kapelat?

19. Njé parcelé drejtkéndore e gjeré 6 m dhe e gjaté 4 m pérshkohet me rrugé. Gjerésia e rrugés kudo Esht#
e njéjté. Nése rroga dhe parcela kang syprina té barabarta, atéheré sa éshté e gjerg rruga?

20, Mjé prodhuesi aparatesh & vogla pEr amviséri i rezulton se fitimi P (né dollarg) i realizoar me prodhimin
e x furrave mikrovalg, pér javé, mund t# llogaritet me formulén P=:—D1{BIHJ—:} » me kusht g
0 < x < 200, 5a furra té tilla dohet té prodhojé, né njé javé & caktuar, me géllim qé té realizojé fitim prej
1250 dollarésh?

21. NjE direk nga dy ané t& kundérta Eshté pérforcuar me dy kabllo, secila pér 2 metra mé e gjaté se direku.
Distanca mes pikave mhishtetEe, ng toké, ¢ kabllove Eshté sa gjatEsia e njé kablloje. Sa &sht# i lartE direku?

Lk

22. Nj& numér i caktoar nxénésizh, i nj& paraleleje, morén pjes# n# njé garé shahu. Numri i pérgjithshém i

dueleve t& lnajtur ishte 253.
a) 5a nxfnés kanZ marr# pjesé né garé?
b} Cila nga zgjidhjet e ekuacionit kuadratik do t& shpérfillet dhe pse?

23. Njé tregtar ¢ nget makinZn nga qyteti A deri te qyteti B, g€ jané né distancé 120 km, me shpejtési konstante.
ME pas e rrit shpejtésing pér 10 km/h dhe me kiété shpejtési kalon 150 km nga qyteti B deri n# Shloup.
Mize etapa ¢ dyté e udhEtimit t& tij zgjat § minuta mé shumé s¢ etapa e paré, me ¢faré shpejtésie ka [Evizur
nga A deri te B?

24. Caktoni dy numrat shuma e té ciléve &shté 20, karse shuma ¢ knadratikéve t& tyre shtd 272,

25. Prodhimi i shifrave t& njé numri dyshifroré &hté B, kurse gjaté pjesétimit t atij numri me shumén e
shifrave té tij fitohet 4. Gjeni kt# numér.

l S
Eid
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TEMA 3

INEKUACIONI KUADRATIK DHE SISTEMI I
INEKUACIONEVE ME NJE TE PANJOHUR

FUNKSIONET KUADRATIKE,

Funksioni kuadratik £sht# njéri nga funksionet mé té réndésishme né algjebér dhe paraget zgjerim t&
natyrshém & studimit té ekuacioneve kuadratike. Né kété temé do t& njihemi me vetité e kétij funksioni,
formén e grafilut té tij, si dhe me inekuacionet knadratike dhe zgjidhjen e tyre. Funksionet knadratike dhe
inekuzcionet kuadratike jang elemente kyg pér studimin numerik dhe grafik t8 modeleve parabolike, q&
mund&ojné t& koptuarit ¢ thellg t& fenomeneve jolineare. Studimi i funksioneve kuadratike na mundéson
té kuptuarit ¢ parabolés (lakores g€ &hté grafikn i kétij funksioni) dhe transformimeve t€ saj, pErderisa
zgjidhja e inekuacioneve kuadratike na mundEson pércaktimin e intervaleve né té cilét funksioni kuadratik
gshté mé i madh ose mé i vog#l nga njé vleré e caktuar.

Funksioni kuadratik dhe zgjidhja e inekuacioneve kuadratike kang zbatim t€ gjeré né zgjidhjen & shumé
problemeve praktike. Pér shembull, né fiziké pér modelimin e trajektoreve t& predhave dhe lartésisé g
arrin ajo si funksion i kohés, né ekonomi pér analizimin e harxhimeve dhe pércaktimin e harxhimeve dhe
profiteve maksimale dhe minimale, kurse né biologji pér modelimin e efekteve me natyré kuadratike t&
ilageve pérkatZse.

3.1 FUNKSIONI KUADRATIK.
GRAFIKU I FUNKSIONIT f{x) = »°

| Rikoujtoni! Y

* Punksioni i formés y = ax + b, ko a dhe b jané numra realg, kurse x ndryshore @ pavarur, quhet
funksion linear.

* Fusha e pérkufizimit e funksionit linear, D Eshté bashkésia e numrave realé, dm.th. D =K.

* Bashkisia e vlerave, V, e funksionit linear, gjithashtu, &shté bashkésia e numrave realg, d.m.th.
D=R.

* Grafikn i funksionit linear #shté drejtéz dhe pér vizatimin e grafikut té fonksionit linear, mjafton t&
pércaktojmé dy pika t& grafikut t& tij.

Aktivitet

Me tabelg, paragitni vlerat e funksionit fix) = «, pér x € D= [-2,-1,0, 1, 2}.
Ciftet ¢ renditora t€ fituara (x, flx)) té paragiten grafikisht né sistemin koordinativ.



L

11 FUNSSIONLEUADRATIK. GRAFSL | EMCSIONTT Mlz) = 5°

-1 Mbani mend! -

= H.nhnimiifunniaﬁx}lnn'+h'+{; ku x &sht& ndryshore a, b, ¢ jang numra realé dhe a = 0, quhet
funksion kuadratik me njé i@ panjohur.

Fusha e perkufizimit e funksionit kuadratik &shté D, =R,

Shpesh, né vend t& f{x) =ar +bx+c ﬂi"lh’l.lﬂ-lﬂﬁfﬁﬂl';-'ll bx 4 .

Grafiku i funksionit kuadratik &shté bashkésia e pikave G, ={(x.)|x,y €&, y=ax’ +hx+c}.
Lakoren gé fitohet me paragitjen grafike t& funksionit kuadratik e guajme parabols.

— Shembulli1 ,

Caktoni koeficient&t a, b dhe ct& funksionit knadratik fix) = ax’ + b + ¢, nése fl0) =0, 1) = 5, f2) = 16.
Zgjidhje:
ZévendEsimi i vierave pérkatése pr x né formulén e funksionit kuadratik jep f0) = ¢, 1) =a+ b + ¢,
f2) =4a+ 2b + ¢, dm.th. fitojmé sistemin e efmacioneve lineare né vijim:

c=0

a+b+c=5 ,zgjidhje e té cilit Bshif a = 3, b = 2 dhe ¢ = 0. Funksioni i kérkuar &sht f{x) = 32" + 2x.
4a+2b+c=16

Detyra 1
Caktoni funksionin kuadratik flx) = ° + bx + ¢, grafiku i t2 cilit pérmban pikat A(-1, 0) dhe B(4, 0).

— Shembulli 2

Pér cilat vlera t& parametrit m funksioni i dhéné do té jet# funksion knadratik:
a) flx)=4x"+ (m-3)x; b) flx)=(m+5)x’ - 2x - 7.
Zgjidhje:
QF funksioni t& jeté kuadratik dubet t€ plotésohet kushti a = 0.
a) Né funksionin fx) = 4x" + (m - 3)x, koeficienti a= 4= 0.
Kjo do té thot? qé, vlera e parametrit s nuk ndikon né natyrén e funksionit, pra ai do t8 jeté
funksion kuadratik pér¢dom eR.
b) Né flx) = (m + 5}’ - 2x - 7, koeficienti a = (m + 5).
Mga kushti i detyrés, g funksioni té jeté knadratik patjetér a = 0, pra m + 5 2 0, respektivisht

m= -5

* Nése b = c = 0, atBher funksioni kuadratik ka formén fix) = ax’, a2 0.
* Nésea=1,b=c=0,fitojmé funksionin kuadratik mé t& thjeshté y = x*.
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TEMA S FUNESIOHET KUADRATIEE IHEXUAGIONI KLUADSATIE DHE SISTEMI | INEKUACIONEVE ME HJF.IE F'“Jﬂl‘ll.'l‘l_
F kS

— Shembulli 3 ,

Pér funksionin y = x* n& tabel, shénoni vierat e funksionit pér x € {-3% -2 -1,5 -1, -0,5 & 0.5; |;
1,5; 2; 3}, NE sistem koordinativ paragitni pikat pérkatése t# grafikut t# funksionit dhe lidhni ato mes

veti g t# fitoni pamjen e grafikut t tij

Zgjidhje:

Tabela e kirkuar éshti
x | 3|2 |-1L5]-1]|]D3 0 |05 1 L3 | 2
£ | 9| 4 [(225| 1 |025| 0 [025] 1 (225 4

}‘sﬂmlmt! qut_-;l?}l E_I! ihf—l.ﬁﬂm"q[hfﬁ Erzﬂl {!1- "}I E:]l ﬂflﬂ]ﬂkﬂ
té grafikut t& funksionit y = . Kéto pika jané paragitur né sistemin koordinativ t& dhéng né Vizatimin
1a). Sa mé shumé pika t& grafikut t& funksionit t& vendosim né sistemin koordinativ, aq mé e miré do

té jet paragitja grafike e funksionit
A
.] 1 r.l

L

¥

b}

M (-2 ¥)

-

M, y)

=

——————
1 2 3 4 =

-4‘-3 2 1 o0

Vizatimi 1

_-— e e
1 |2 3 l4x

* MNése né sistemin koordinativ vendosen gjitha pikat (x, x*), pgr x € R té grafikut t& funksionit
y = x pikat do t€ formojné parabolé (Vizatimi 1b).
* Origjina e sistemit koordinativ O(0, 0) &shté pika mé e ulét e grafikut. Kjo pike éshté kulmi i

parabaolés.

* Mund té vérejmé gE pér cdo piké M(x, y) té parabolés {(x,3) | y =%, x € &} pika M'(~x, ), e cila
EshtE simetrike me M né raport me boshtin y, gjithashtu i takon parabolés. Kjo nénkupton se
boshti y Eshté bosht i simetrisé i késaj parsbaole.
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Detyra per ushtrime!

| 1. Cilat nga funksionet ¢ dhéna jané kuadratike:
a) fla) =" - 2o b) flx) = S c) flx) =x{2x- 3}
¢) flxl=2-3x-x d) flx)=-2x4 3 -5
2. Per cilat vlera t& parametrit m funksioni i dhéng Esht# kuadratik:
a) fix)=2-(m+1x+7: b) fixd=(m-3p'4+x+1; o) fx)=(m' -9 -dx—-S+m
3. Jepetflx) = 2¢"
a) e fletare, rishkroani tabelén ¢ méE pas plotésoni t& njgjtén:
x | -Z5| -2 -1 | -G5| 0 0.5 1 2 2.5

I
x

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
b) Vizatoni grafilun e kétij funksioni dhe pérmes tij krahasoni vierat e méposhtme té funksionit |
* fi-4)dhefl-2) :
I

|

I

|

|

|

!

i

|

|

|

|

|

|

= fi-4) dhe fl2);
* fix)dhe fix) nésex, < x; <
* fx)dhe fix,) nése 0 <x < x,
4. Eshté dhéné funksioni f{x) = -+ 4 bx + c. Caktoni vlerat e b dhe ¢, nése:
a) i=-3,fi0)=1;: b) f-2)=-10,f2) =-6
5. Caktoni funksioni f{x) = ax”™ + bx + ¢, nése f{1) = 2, f-2) = 29, fi2) =5.
6. Caktoni paramietrin m ashtu g grafikn i funksionit fx) = 26" - (m + Ljx + 1 1 kalojé niépér
pikén (-1, 5).
7. Vertetoni q& pér funksionin flx) = x* + x+ kvlen flk-1)=k"
8. Caktoni funksionin f{x) = ax’ + ¢, nise

|
I
|
|
I
I
I
I
|
I
I
I
I
I
I
|
|
|
|
|
I
I
I
|
I
| @) fin=0dhefi-2)=3% b) fl0)=-1dhefis) = 12.
I

mn?
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3.2 GRAFIKU I FUNKSIONEVE
flx) =ax’ DHE flx) = ax’ + ¢

-1 Rilkujtonit

* 5ie quajmé lakoren g paraget grafikun e funksionit y = x°?
* Cila piké &ht# kulmi i parabolés y = ', xeR?
* Cila drejtéz ésht# bosht i simetris# s& parabolés y = x', xeR1

—|S]1Im]:u]]i1,
Vizatoni grafikét ¢ funksioneve t& dhéna né sistemin e njéjté koordinativ:
3) fid) =¥, g0 = 3¢, hix)=3 2’ b) flx) = 3¢, gla) = -3
Zgfidhje:
a} Pérzgjedhim disa viera t& ndryshores x dhe | llogaritim vlerat e funksioneve pér t2 cakivar disa
pika t& grafikéve t& tyre.
x 3 |1 | o 1 3
x 2 1 0 1 9
3o 27 3 0 3 27 —
LI O I O P O I
3 3 3

Duke shfrytézuar t# dhEnat nga tabela dhe
duke i lidhur pikat pérkatése fitojmé grafikét e
funksioneve (shihni Vizatimin 1).
‘TripikateshénoarameA , Bdhe Cjang pika té grafikive
t# funksioneve pérkatése té fitnara pér vierén e
x=-3 (té tri pikat kané koordinatén x t& barabarté
me —3).

Nga vlera e koordinatés y, e kétyre tri pikave,
mund té vérejmé gé pér vierat mé té médha té
koeficientit para x* (koeficientit a t& funksionit
kuadratik), fitohen koordinata (ordinata) mé té
médha y pér t& njéjtén vieré té x (x 2 0).

o BB ¥ BB 5aEEEE

]
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b} Tabela me vlerat e kityre funksioneve pér vierat e njéjta
tE x Eshté

x 3| -1 | 0 1 3
3w | 27 | 3 0 3 | 27
-3 | -27 | -3 0 -3 | -27

MNE vizatimin djathtas, grafikisht, jang paragitor
funksionet e dhéna. Mund té vérejmé se ordinatat &
pikave A dhe B janf nomra té kundért. Kjo vien pér
giitha pikat e grafikéve pér tZ cilat x 2 0. Kjo tregon se
grafiku i funksionit y = -3x" mund té fitohet nga grafik
i funksionit y = 32" me refleksion né raport me boshtin
e abshisés x.

-1 Mbani mend! -

» Grafiku i funksionit y = ax’, a = 0 éshté lakorja q& quhet parabolé

*  Pika me e ulét e grafikut (kur a > 0), pérkatésisht pika mé e larté e grafitut (kur a < 0) quhet kulm
i parabolés.

® Kulmii parabolés y = ax' q éshie grafiku i funksionit f{x) ts:*.ﬁuhtiu'iqjina&kunrdinﬂtm.

* Magea >0, atéheré me mitjen e vierave t& koeficientit a riten edhe vlerat & ordinatave t& pikave t&
gmﬂuﬂjtﬂ;p&vlantﬂriﬁjtntﬁ ndryshores x, d.m_th. me rritjen vlerés s& a, grafiku i funksionit
y=ax’ bshet mé i pjerrét — @sht@ gjithmoné e mé afér boshtit y.

* Mgése a > 0, atéherg parabola €shté e hapur lart, ka degét lart, kurse nése a < 0, atéheré parabola
éshté e hapur posht&, ka degét poshis.

- PEri.rlImiminj-ax;,ﬂ#ﬂﬂm_ﬂ—x}ljx],qﬁdnt&ﬂﬂﬁufunkniuniﬁnhtﬁainﬂitn’u’mpnﬂ
me boshtin y.

Detyra 1
Vizatond, ng sistem t& njéjté koordinativ, funksionet e dhéna.

o) fix) =, ) = 20, W)= b) £G)=2x", glx)=-2x%
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— Rikujtoni!

Miese A &shté piké me koordinata (1,2), caktoni koordinatst e pikés B e cila fitohet me translacion t2 pikes
A per 2 njési lart dhe t& pikés C e cila fitohet me translacionin e pikés A pér 5 njési poshté.

- Shembulli 2 ,
Vizatoni grafikét e funksioneve
=2,  gix)=x"+4, hix)=x' -2,
né sisternin e njéjté koordinativ dhe véreni lidhjen mes grafikive t& yre.
Zgidhje:

Fillimisht e ndértojmé tabelén me disa vlers t& funksioneve té dhéna.
ME pas, pérmes pikave 1€ gjetura vizatojmé parabolat g pErfagésojné

. -

grafikét e funksioneve. {Vizatimi 2).

x fix) =o' glxi=x'+4 M) = -2

-1 4 d+d=8 4=2=2

-1 1 L+4=4 | =3=-1

i 0 O+d=d 0=2m=2 B R T
1 1 L+d=15 l=2==] | - ../

pmakk
L5 225 228 +4 =625 2,33 -1 =1028
3 8 G+d=13 =2=7

Mese krahasojmé vlerat e funksioneve flx) = »° dhe g(x) = x* + 4, mund t& vErejmé se pér gdo viers té
x-it, vlera gix) &shté pér 4 njési mé e madhe se vlera e fix). Né ményré analoge, hix) éshté pér 2 njési
mé e vogél se flx).
Nga kitu, del se grafiku i funksionit g{x) = x* + 4 mund t& fitohet me zhvendosjen, d.m.th. translacionin
e grafikut t& funksionit f{x) = x* pér 4 njési lart.
Pra, grafikn i funksionit g{x) = x" + 4 &sht# parabola e cila &shté simetrike né lidhje me boshtin e ordinatés
¥, karse pika méE e ulét e saj Ehté pika (0,4) dhe &sht pikérisht kulmi i késaj parabole.
NE ményré analoge, grafiko i funksionit hix) = x* - 2 &sht# parabola, simetrike me boshtin ¢ ordinatés
¥, e cila fitohet me zhvendosjen, d.m.th. translacionin e grafikut t& f{x) = x* pér 2 njési poshté. Knlmi i
kEsaj parabole Eshté pika (0,-2).

Detyra 2

Vizatoni grafikét e funksioneve g{x}=—;f, g{x}=—%x’+3 dhe h{x]l=—%x’ —g né sistemin e njgjté
koordinative dhe mé pas shqyrtoni disa veti té tyre.
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-1 Mbani mend! -

Emﬁnaifmiinimitjuu"+:iulﬂi parabola me kulm KD, ¢}, g2 fitohet me translacionin e parabolés
ynu;:.': pér ¢ njési lart nése ¢ > 0, ose pér |¢| njési poshté nése c< 0.

Veti té funksionit fix) = ax’ +c, a=0:

* Funksioni Esht# i perkufizuar pér gjithé numrat reald, dm.th. D, =R

* Kulmi i parsbalgs Bshté pika K{0, c).

= Nése a> 0, atéher kulmi K{D, c} Esht# pilka mé e ulét e grafikut, d. m.th. f{0) = c &htE viera mé e vogél
e funksionit Nga kétu del se bashkesia e vierave té funksionit &shtg V= [r, +=<).

s Nése g0, atEheré kulmi K{0, ¢} 2sht? pika mé e larté e grafikut, d m.th. {0) = ¢ Esht# vlera mé e madhe
e funksionit. Prs, bashkésia e vlerave t& funksionit &shté V= ( =, ¢].

" HﬂluuHunﬂﬂp&ddq&fmhjmj_ﬂx}tu’+ﬁd#ﬂ.nikﬂlm5nepaﬁkmtpmbnlh}k&ﬂaﬁn
mé t& vogEl ose mé t# madhe, d.m.th. vlerén ekstreme.

Me fjalé t& tjera,

nEse @ > 0, i = ¢ plr x=0,

nése a <0, ¥, = c pir x=0.

* Baosht simetrie i grafiluot té funksionit (parabolgs) sht# boshti i ordinatés y.

— Shembulli 3 ,

Pérshkruani vetité e Jr=—%:‘ +2.

Zgjidhje:
* Fusha e pérkufizimit e fonksionit &shté D, =K.
« Bashkésia e vierave té funksionit &htE V,= (-, 2]
* Kulmi i parabolés &shté pika KD, 2).

: h@ﬁkﬁqﬁn:—% < 0 del se funksioni ka maksimum

Ve =2PEFX=0.
* (Cirafiku i funksionit Eshté simetrik me boshtin ¢ ordinatés y.

Grafiku i funksioni &shté dhéné né vizatimin djathtas, nga ku
mmdtﬁﬂuh:tﬂkrglaﬂtﬂtuhﬂmtuﬂchhnincj=if
né lidhje me boshtin ¢ abshisés x dhe translacionin e parabaolés sé
fituar pér 2 njési lart.

Detyra 3
Shl:rumﬂvztitieﬁmkdunﬂy:—:’—lﬂeuﬂuhhldhe translacion té grafikuot té cilit funksion mund t&
fitoni grafikun e funksionit y = - " - 2.

1
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a) Mdértoni njé tabel# me viera t funksionit y=%,r= pér pesé vlera t# ndryshores s& pavarur x.
b) Pérmes tabelés skiconi grafikun e ;=%x=_
0 nnhuh&ﬁmnpﬁhmﬁéf.mmﬂhumm ;=—%r’+4 dhie shikr s vetits

1
:hﬂﬁmmy=—if++

~

Vizatoni grafikét e funksioneve t# dhéna, ashtu g fillimisht do ta slkiconi grafilon e funksionit
té paré, kurse grafikét e dy funksioneve t tjera do t'i fitoni pérmes grafilot t8 funksioni t& paré
(1-3).

L y=ax, y=x'-2, y=x4+%

2 y=2x, y=-2, y=-W'+k

3. y=-x, y=3-X, y=—4-X.

Pér funksionin e dhéné caktoni bashkésing e vierave, knlmin e grafilut dhe vierén ekstreme (4-6).

4 a) y=x'+5 b) p=-x"+ L
1
5 8) y=3x-L b r=—;% 2
=33 A
6. a) y= 5x"+5, b]j'—jx! 2.

7. Cﬂﬁnﬁmhﬁﬁﬂﬂnﬁtmtmﬂﬁpﬁmgmﬁhﬂfmﬁmﬁy=—%f
a) e zvogilojmé pér 3; b) e zmadhojmé pér 47

8. Per sa njési dhe né cilin drejtim duhet t2 zhvendoset parabola y = ax” + 2 ashtu g t& fitohet
parabola

a) y:ulz b]j=u1+?; c}y:n‘l—i?




3.3 FORMA KANONIKE E FUNKSIONIT KUADRATIK
DHE GRAFIKU I y = a(x - a)} +

+ Rikoujtond! y.

* LetE jeté A piké me koordinatat (1,4). Cilat jan koordinatat e pikave A, dhe A, nése A | éshté fitnar
me translacionin e pikés A pEr 4 njési majtas, kurse A, Eshté fitnar me translacionin pér 2 njési
dijathtas té pikés A?

* Punksioni fix) = ax’ 4 bx + c ku a, b dhe ¢ jang numra realé dhe a = 0, quhet funksion kuadratik.

* Cilat nga funksionet ¢ méposhtme jang funksione kuadratike?

g) y=—(x-3)} b) p=a4{x-1)+3 c) p=2{x- 1 -2+ 1.

- Shembulli1

Vizatoni, n# sistemin e njéjté koordinativ, =T P, e

Gkt & funl = | fix) gix)=l=+3) | Mx)=(z-2)

fixy=x, glx)=(x+3), hix)=(x-2,

dhe véreni lidhjen mes grafikéve té fitar. -1
Zgfidhje: ]
Qé t# fitojmé parabolat g jan# grafik t# tri
funksioneve té dhéna, pErpilojmé tabelén
me vlera té funksioneve pér disa vlera té 2
ndryshores x.

MNga grafikét e funksioneve mund té vérejmé

me sa vijon: L L LU L L L L

* grafikn i funksionit y = (x + 3)" fitohet
me translacion t& grafikut té funksionit
y=2x" pergjaté boshtit x pér 3 njési né té
majte;

* grafikn i funksionit y = (x - 2)} fitohet
me translacion t& grafikut t# funksionit
y=x* pérgjaté boshtit x pér 2 njési né té
djathti;

® baosht simetrie pér secilén parabolé t#
fituar &shté drejtéza e cila kalon népér
kulmin e parabolés pérkatése dhe g
EshtE paralele me boshtin y.

o B B I
k-]
L= B I -
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-1 Mbani mend! -

» Grafiku i funksionit flx) = alx - n]"éulﬂi-pamhuh me kulm Ela, 00 e cila fitohet me translacion
t& parabolés f{x) = ax pérgjaté boshtit x pér a njési djathtas nése a > 0, ose pér | a | majtas nése
a <l

* Bosht simetrie i parabolés f{x) = a(x- )’ Bshti drejtiéza x = a, e cila kalon niépér kulmin e parabolgs
dhe &shté paralele me boshtin e ordinatés y.

Detyra 1
Vizatoni grafikt e fonksionit () =%Ex—l]’ dhe glx) =—3(r+1.

- Shembulli 2 -
Vizatoni grafikun ¢ fonksionit x =2 -1 i} 1 2
flx) =- 3x" + 12x - 12 dhe analizoni vetité e tij. a3? | -2 | -3 0 ol =
Zgjidhje:
Funksionin mund ta shkoruzjmé si

rn—j{f—h+{],ﬂ.ﬂ!ih.j‘l=—3{ﬁ—z}]r
Fillimisht pérpilojmé njé tabelé me disa viera té
fix) =~ 3x" dhe vizatojmé grafikun, parabolén,
e kétij funksioni.
Grafikun e flx) = 3(x - 2)° e fitojmé me | |
translacion t& grafikut t& fix) = -3+ népér , ,
boshtin x pér 2 njési djathtas. HEHE
Nga grafiku i f{x) = 3(x - 2)°, mund té vérejmé RiSiRERinin
vetité né vijim t& funksionit:
* Fusha e pérknfizimit &ht2 D, =R,
Bashkisia e vierave t& funksionit éshté e
V= (-==, 0]. 3
Kiz,0).
* Parabola Eshté e hapur posht (degét e -
parabaolés jang posht#) sepse (a = -3 <0), ! ]
prandaj funksioni ka maksimum y_. =0 }

-

e
HiE
HJ_..I; Ca

teiciidh
it

=]
1 (-] -
EET
= =
o
e EENAE

T ——
L1} o+
-_-ru_._____

i
—.—F-_-.-
I

I e pr ey
| |

pErx=2 i
* Bosht i simetrisé s& grafikut &shté drejtéza

Xx=2 m T

T
|
® 4
=EuE
T — ]
T I
-—-.'.'
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Detyra 2
Vizatoni grafikun e funksionit y = 2(x - 1}’ dhe pérshkroani vetité e tij.

- Rilujtoni!

51 do t& ndryshojné koordinatat e pikés e cila fitohet me translacion t pikés Alx, y) djathtas pér 3 njési
dhe poshtE pér 2 njési.

- Shembulli 3,

Vizatani grafikun ¢ funksianit y =(x=4)" +3.

Zgjidhje:

Me ané t& tabelés s& disa vierave t funksionit e skicojmé parabalén y=§x=(w¢nhehur
né vizatim), ME pas e vizatojmé grafikun e funksionit r=%u‘.:—+}* me translacion t& grafikut t&
,r=§f pér 4 njisi djathtas pérgjaté boshtit x (parabola me vijé t& ndrpreré t& kuge né vizatim).

Mé fund, me translacion té grafilut
Er=%h-ﬂ’ pér 3 njési lart do t tH _" i HH
ta fitojmé grafikun e fanksionit ‘\1" !
y=sle—4)'43. HiH \; Jo et e
Mund té vérejmé se grafiku i A SR Al

l T L | i
ﬁmmnuﬁgir—ﬂ‘ﬂani \ \ / / :
parabola e hapur sipér, me degélart, | 1"-. ik f’ ikt
sepse =20, mekulmnépikén | S
K(4:3) dhe bosht t simetrisé drejtézén “T:Ff B e i et i
=4 By -T L I i !“JL- T T lr] 3‘

a| Mbani mend!

* Forma flx) = a{x - &)’ +  quhet formé kanonike e funksionit kuadratik.
® Grafiku i funksionit &shté parabola me kulm ng pikén T{a. f) dhe bosht t& simetrisé drejtézén

X=i
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TEMA S FUNESIOHET KUADRATIEE IHEXUAGIONI KLUADSATIE DHE SISTEMI | INEKUACIONEVE ME HJF.IE F'“Jﬂl‘ll.'l‘l_
F kS

~ Shembulli 4 ,

Vizatoni grafikun e y = {x + 2)* - 3. 4
Zgfidhje: :
Funksioni éshté dhéng né formén kanonike
y=alx—a) +§,

kun

a=lLa=-2, kusef=-3

Pra, kulmi i parabol@s shté n# pikén K(-2, -3).
Fillimisht e vizatojmé parabolén y = x* (vija e
ndérpreré e kaltér), ME pas, me translacion pér 2
njési majtas (o = -2} ¢ fitojmé grafikun

¥=(x + 2)'(vija e verdhE), dhe né fund fare me
transtacion t€ grafikot t& sapo fituar pér 3 njési
poshté (f = -3) e fitojmé grafikun e funksionit té
dhéné (vija e zezE),

Detyra pér ushirime! 3

1. Caktoni kalmin e parabol&s: ,

a) y=d{x+ 1)} b) y=dx+2) -3 dy= —%[: + %] +1,
2. Vizatoni grafikét e funksioneve:

a) flx) =3(x+2)5 b) flx)=-2x-1)"+3% <) flx)=-5(x-3)"

O R=rF+6r49 A fl)= 4P+ 24x-36  §) fix) =—%[x 2 -1.

I

I

I

I

|

|

|

|

|

| 3. NE sistemin e njéjté koordinativ vizatoni grafikit e funksionewve:
' a) fix)=x, glx)=(x-4), hix)=(x+2)}

: b) flx)=-2, glx)=-(x-4F, hix)=—{x+2)"

4 miim, in e simetrisé & 5& e s
| Caktoni kulmin, boshtin dhe vlerén ekstreme t& parabolés s& pércaktuar me funk:
|
|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

1 2 1
) lx)=—4(x+2)5 bly= E{:H}? -% )y =;{: -6 .

5. Si duhet t& léviz, pér sa njési dhe n# cilin drejtim, parabola y = 3(x - 2’ qé té fitohet parabola:
a) y=3x+2)} b) y=3(x-5"-2 o) y=3(x+1 +42

6. Caktoni vlerat pér a dhe a ashtu g parabola y = a(x — a)” t& kalojé népér pikén A(-3,.2) dhe
kulmi i parabolés té jeté pika K{4,0).

7. Caktoni funksionin grafiku i s# cilit éshté simetrik, né raport me boshtin e abshisés x, me
grafikun e funksionit:
a) flx) =(x- 5% b) flx) = —(x + 1% o) flx)=34 -4
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3.4 GRAFIKU U FUNKSIONIT f{x) = ax" + bx + ¢

- Rikujton:!

* Grafikn i fanksionit f{z) = a{x- &)’ £sht# parabolé me kulm Kz, 0).
= Forma fix) = a(x — a)’ + B quhet forma kanonike e funksionit kuadratik. Grafikn i funksionit 2shté
parabolé me kulm n# pikén K{a, ff) dhe bosht simetrie drejtézén x = a.

| Aktivitet

Transformoni fanksionin f{x) = x* — 6x né trajtén kanonike f{x) = a(x - a)’ + .

— Shembulli1 ,

Transformoni né formén kanonike funksionin flx) = 32" - 24x + 12 dhe né grafikon e tij caltoni kulmin.
Zgjidhje:
Koeficientin para anétarit, termit, kuadratik e nxjerrim para kllape dhe fitojme f{x) = 3(x" - 8x + 4).
NE kllapa béjme plotésimin me katror t€ ploté:

y=3x B+ 4 -4+ 4)

y=3(x-4) - 12)

y=3x-4)-36
Me kiété veprim ¢ kemi shndérmar funksionin né trajtén, formén, kanonike. Nga kjo formé vérejmé se
kulmi né grafikun e funksionit do t& jeté pika K4, —36).

mm:pﬁﬁmmmmﬁx}=m}+h+cemﬂ&rﬂlm&

* Nxjerrim koeficientin a, para kllape, nga dy anétarét e paré, ai kmadratik dhe linear, dhe fitojmé

=n[x* +£x]+::

. .hu:tmmhmir—xhrmda.'l:ﬂapmrltahhua;me __\r 1-_xdhzﬁtn_]ln!
y=n[f +1£:]+ .
3
. Ehprth;mniﬂapaeph&m]min!htmniphﬁdmm&tﬂ:m[%] dhe fitojme

[f +1— + ] +— —+c. dm.th.

2
o
1a da
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TEMA 1 FUNKSIONET KUADRATIKE, INEXUACIONI KUADRATIK DHE SISTEM) | INEKUACIONEVE ME huEEE PANJOHUR

Kishtu, funksionin kuadratik e kemi shndérruar né trajtén kanonike f{x) =n{':—u‘]1+ﬂh1mepﬁ'pm:mﬂ:rm

b diac—
@ dhe § fitojmé ﬂ'=——4 A= hbz- - Nga trajta kanonike e funksionit knadratik, qartazi, del se kulmi
Mgﬂﬁhmeflmhmmtﬂ:rtijuﬁph :, "";E].
-1 Mbani mend! -
. . b 4ac—k
* Grafiku i funksionit flx) = ax’ + bx + ¢ Eshtg parabolé me kulm i (o

* Cdo funksion kuadratik mund t& shkruhet ng formén kanonike fix) = alx - a)’ + 5.
®  Me ang t& procedurés s sipér pérshkruar funksioni kuadratik f{x) = ax” + bx 4 ¢ sillet né formén

kanonike
3
}r=n[r+i] +"l-tIF E-
2a 4

()€ ta vizatojmé mé saktEsisht parsbolén y = ax’ + bx + ¢, duhet t pércaktohen pikar karakteristike 18 saj —
kulmin dhe pikat prerése té parabolés me boshtet koordinative.

—Shembulli 2 ,

Shndérroni né formén kanonike funksionin fix) = 3x" - 12x + 7, e m# pas vizatoni grafilun « tij
Zgidhje:
Formén kanonike té funksionit mund ta gjejmé me zévendésimin e drejtpérdrejté té vlerave té
koeficientéve a, b dhe ¢ né formulén e fitnar mé sipér té formés kanonike ose duke ndjelur procedurén
e plotésimit me katror t ploté pér ta fituar formén kanonike.
Ményra 1 (me an® t€ procedurfs pér shndérrim)

y=3(x"-4x)+7

y=3x -dx+4-4)4+7

y=3(x-2V-4)+7

y=3x-2"-1247

y=3x-2)"-5
Ményra 2 (me pérdorimin ¢ formuolave t€ fituara pér a dhe f§)
Koeficientét e funksionit t& dhéné jang a = 3, b= -12 dhe c = 7.
Mazrim, a—— -3 437

2-3 4.3

Hgaﬁ:uma!ﬁnurhmh:ﬁml:ﬂunﬂganugmﬁhuh;hhﬂmmplkmﬁ'{l—ﬂdhcﬂhm
Himﬁlﬂiqiﬁﬁmjmigmﬁkﬁﬁmhéihnhimﬂ.ip&ﬂkmjmipikntpruﬁcmbﬂﬁhm
koordinative. (¢ t& caktojmé pikén prerése me boshtin e ordinatés y, e gjejmé vlerén e funksionit pér
x=0.Pérx=0,y=3-0"-12-0+ 7 = 7, prandaj pika prerése &shté pika A(0, 7).

u}:——idm_r.'h_}r 3(x - 2f - 5.

il
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Pika A,(4, 7) éshté simetrike me pikén A(0,7) n& raport me boshtin e
simetrisé x = 2. Pér t& pércakiuar piképrerjet me boshtin x, i pErcakto-
jmé vlerat e x pér t& cilat y = 0, Fitojme

I - 12x47=0

L l2tiu-437
n
6

X =071 x, =329 e H R P

Fiképrerjet jang B{0,71:0) dhe C{(3,29,0). REie e S 1E B e (Rl
Girafiky 2shté paragitur nd vizatimin djathtas. {3 e A S R
i gkl e I8 ISR RS R Y R
t& paktén, 5 pika 1€ saj, Nése ekuacioni ax” + bx + ¢ = 0 nuk ka rrénjg,
zgjidhje, reale, kjo do té thoté se parabola nuk e pret boshtin e abshisés x. NE kité rast pércaktojme té
paktén edhe dy pika té tjera pér viera t& cfarédoshme té x.
Grafikun e funksionit y = 31" - 12x + 7, dm.th. parabolén y = 3(x - 2)' - 5 mund ta fitojmé edhe me
mdlﬁllunin:p:nhlﬁytﬁﬂﬁ&kiﬁrut.p&ﬁ:ﬂnmpuﬁu}hpﬂiﬂﬁmm;htdnhﬂtﬁ
glejmE disa pika té saj. ME pas, parabolén e fitear dubet ta zhvendosim pér 2 njgsi djathtas (« = 2) me
gka fitojmé parabolén y = 3(x - 2)". Né fund, parabolén y = 3{x - 2)" e zhvendosim pér 5 njési poshté
(B = -5) dhe fitojmé perfundimisht grafikun e fix) = 3 - 12x + 7.

~ Shembulli 3 .
Vizatoni grafikun e fanksionit duke pércaktuar pikat karakteristike té parabols:
a) j'=—%:’+%x+i-: b} y=2¢+3x+ 5
Zgjidhje:
2) Knaﬂ-ciant&tjalin=—%.b=%.c=4.
b y 1 dac— b "[_%J"_[%]* 49
* Kolmige——a—2 o=, §o227 -, prandaj kulmi éshté
| g9 24 3[_1] 2 4a ‘_[_I] 12
E‘E]' E ?

* Piképrerja me boshtin y: f{0) = 4, pika ndérprerése éshté A(0, 4).
* Piképrerjet me boshtin e abshisé x pér fix) = 0 kemi

A bisomcndnnen - odeses 4
Parabola e pret boshtin x né pikat B(-3, 0) dhe C(4, 0). Rl 2
. Mimmm:=%.mﬁha.(1. J[K SRS
4) Eshté simetrike me pikén A (0, 4) né raport me kété bosht. ———f————1—— —
* “*%‘f"!m*‘ﬂmﬁd’““‘ﬂﬂmﬁ EEiEE i




b) Kocficientét jang a=2 b=3 ¢=3.

. g b3 3 . dac-b 425
A R A gt T
_Eﬂ]_

4’8
. Piﬂpm}mmhmhlin}:;}ufnﬁﬂmdhpnn&;piﬂpmjaﬂihﬁ LR EEES

A{D.ﬁ},hnuﬂ.[—%.ﬁ]ﬁt!itmeh'ﬂumeplﬂnﬁm,.!}nimpuﬂ i ,- .

mdrﬂthtnr=—%-
* Piképrerjet me boshtin = ekuacioni kuadratik 2" +3x+5=0 ||

nuk ka rrénjé reale, sepse diskriminants D =31 <0. Pra, parsbols |\

nuk e pret boshtin x. Sl
- Fﬁmﬁﬂnmﬂmhﬁnﬂﬂﬁﬂkﬁmidhﬂﬁfﬁ ::.:.:::::::
Pér x=-2, f-2)=7, prandaj njé piké e grafikut do té jeté pika B(-2,7). Pér | ..;1:555.-
FRRL] THET TRR 1 IRERA B =

2= £{3 =7, prandsj nj ik e do etz pika Cf 2.7 .

* Pasia=2>0, parabola ka degét lart, pra Esht# ¢ hapur sipér.
Girafikn &sht# paragitur né vizatim.

Detyra pér ushtrime! |

|
1. Shkruani né trajtén kanonike funksionet: :
a) flx)=x"+4x% b) fix)=2x"- 10x+8& < _f{r}=if—:r+a+
3. Caktoni kulmin e grafikut té funksionit:
a) fll=4+5x-3;  b) flx) =5 + 65 9 fl)=34 £2x-1
3. Vizatoni grafilun e funksionit-

W) y=-lx+ V42 b) y=2(x-2)"+1; <) r=§{:+z]‘+§_
4. Me ané té pikave karakteristike, vizatoni grafikun e funksionit:

5. Vizatoni grafilun ¢ fanksionit: y
8) flix)=x"-2x+2 b) f{r}=—ir’—#+ﬂ o) flay=-2 +4x-2,

6. Per cilat viers té p dhe q, pika K(-3,2) do té jeté kulm i parabolés y=x"+ px+ g2

7. Parabola y = afx - &)’ + § kalon népér pikén A(8, 5) dhe ka kulm né K(8, 3). Caktoni koefi-
cientét a, « dhe .

8. Caktoni koeficientét a, b dhe ¢ t& funksionit f (x) = ax’ + bx + ¢, ashtu qé grafiku i funksionit
ta pret boshtin x ng pikén A(3,0), kurse vierén ekstreme f{1) = -4 ta arrij pérx = L.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
L A fl = ex- b) fix)=-242x45 o flx)=+-ax
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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3.5 VETI TE FUNKSIONIT
KUADRATIK

-1 Rilkujtonit

Caktoni vlerén mé 1 madhe t& funksionit flx) = -3x" + 2x.
Riloujtoni vetité e funksionit kuadratik flx) = ax®+ ¢

Le i hulumtojme vetité e funksionit kuadratik flx) = ax’ + br+ ¢

1) Fusha e perkaufizimit
Funksioni kuadratik £sht# i pérkufiznar pér giithe numrat realé, dmth D, =R.
2) Kulmi i parabolés
Q& t caktojmé kulmin e parabolés, gE &shté grafikn i funksionit kuadratik, funksionin e shkrosjmé né
]
trajtén kanonike y=a(x—a)’ + 6, ku @ i.ﬂ;':b + prandsj kulmi K{a, #).
3) Viera ekstreme

ME kulmin e parabolés funksioni ka vieré ekstreme e cila, né varési té shenjés s& koeficientit a, do té jeté
* Nésea > 0, parabola ka deggt lart, dhe n * Nése a <0, parabola ka degét poshté, dhe ng
Iulm ka minimorm. lulm ka maksimurm.

& &

\] ./ I




1| o -

~ Shembulli 1,

Fér funksionin y = 3x" - 5x — 4 caktoni:
a) fushén e pérkmfizimit; b) koordinatat e knlmit t# parabolés; ) vlerén ekstreme

Zgfidhje:
a) D, =R
. PP b 4ac—b*
b) Eﬂﬂmth]mﬂﬁm&ﬂﬁﬂh]jnﬂ'mmﬁ=—a.ﬂ= PR

Koeficientét e funksionit kuadratik jané a = 3, b= -5, = —4.
= g= 4305 _8-25_ 7
23 6 4-3 12 12
. 5 73
Eulmllpnnhuﬁséu]ﬂﬂ[?—ﬁ].
¢) Pasia >0, parabola do t& ket deget lart, pra e hapur sipér, dhe n# kulm do t& ket# vieré

ekstreme minimale t& barabarté me
_dac—b 43 (405 _ 7 S e K- )
T e W T A
-|5]lm]:i.l]]:i2,

Pér cilén vieré ¢ parametrit m funksioni y = mx” - 3x + 2 ka maksimum t& barabarté me 47
b y

dac—b* _ 4-m-2—(=
Funksioni kuadratik doté keté maksimum nése m <0 dhe E KEE F3st Yy, == 223
Maksimumi duhet t& jeté i barabarté me 4, prandaj fitojmé ekuacionin 'nivij-'m—“"""z_{_j}1=4.

4-rm

Zgjidhja e ekuacionit jep vlerén e kérkuar m=—:.

- Shembulli 3

Gjeni prodhimin mé té vogél t& mundshm t dy numrave realé, nése dimé se ndryshimi i tyre Esht# 12.
Zgjidhie:

Njérin nga numrat le ta shénojmé me x.

Pasi ndryshimi i tyre &shté 12, numri i dyté mund & jeté x — 12 ose x + 12,

Le té marrim se numri i dyt Eshtéx + 12.

Prodhimin e kétyre dy numrave e shkruajmé si funksioni

y=x-(x+12)

y=x'+12x,;ma=1,b=12dhec=0.

Duhet t& gjejmé vlerén minimale y,,,.
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- :5 TE FUNKSIORIT KUADRATIK

Nga formulat pér koordinatat e kulmit t& parabolés s& funksionit kemi

_ 4ac—b _ b

-?‘ ..l.- Iit = Iﬂ
o= 4-1-0—12% _~i# i i 12
- 41 4 21

Nga kftu pérfundojmé se njgri nga numrat ¢ kérkuar gshié 6.
Nuemri i dyié i kérkuar do i jeté -6+ 12 = 6.
Prodhimi mé i vogé i dy numrave, ndryshimi i té cileve 2shta 12, do té jeté -6 - 6 = -36.

Detyra l
Caktoni syprinén mé £ madhe 18 mundshme t€ trekEndeshit né té cilin shuma e bazés dhe lart#sisé perkatése.
t2 l&shuar mbi até bazg, &hté 8 cm.

4) Bashkéia e vierave t# funksionit
Vlera ekstreme e pércakton bashkésing e vlerave t2 funksionit g e shénojmE me V.
* Nesea >0, atEheré Vi= [B, +=).
* Nésea <0, atEherg Vi= (-, B].

—Shembulli 4 ,
Caktoni bashkésing e vierave t& funksionit y = -2x" - 4x- 5.
Zgjidhje:
Koeficienti a < 0, ¢ka nénlupton se parabola pérfagésuese e funksionit &hté me degé poshté dhe ka

e — _¥'_3 Domethené, beshkesis e vierave &hté V= ( —=. - 3].

5) Zerot e fumksionit
Zero té funksionit y = ax’ + bx + ¢ jan# ato viera té x pér & cilat f{x) = 0. Pra, zero t funksionit jan rrénjét
(zgjidhjet) e ebuacionit kuadratik ax’ + bx + c = 0.
Pérmes zerove té funksionit pércaktojmé koordinatat x t& pikave né té dlat grafilu, parabola, ¢ ndérpret
boshtin e abshisés x. Nése ekuacioni ax’ + bx + ¢ = 0 nuk ka rrénjé reale, attheré grafiku i funksionit
kmadratik nuk e pret boshtin x

Detyra 2
Gjeni zerot e funksioneve:

a) y=20 - 2x 4+ 5 b) y=2x +3x-2 ) y=x —dx+4
Cka véreni?
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-1 Mbani mend! -

Le té jeté D = b’ — 4ac diskriminanta (dallori) e ekuacionit kuadratik ax’ + bx + ¢ = 0.
* Nése D > 0, atéhers funksioni kuadratik f{x) = ax’ 4 bx + c ka dy zero reale, d m.th. parabola
y=ax" 4 bx + c e ndérpret boshtin x né dy pika.

* Nése D =0, atéheré zero e funksionit kuadratik f{x) = ax* + bx + ¢ Eshié 1=—%. dmth

parabola y = ax’ + b + c e takon, e prek, boshtin x né pﬁnl{—;.ﬂ]-
i

* Mése D < (), atéhers funksioni f{x) = ax’ + bx + c nuk ka zero reale, d. m.th. parabola
y:m’+h+fnﬁhphﬁpﬁhﬂ!ﬂtﬁhmhﬂdﬁ1&dﬂhiﬂﬁ!;

Detyra 3
Pér cilat vlera té b dhe ¢ grafikn i funksionit koadratik flx) = x* + bx + c e pret boshtin e abshis#s x n# pikat
A(3,0) dhe B{1,0)7

6) Monotonia ¢ funksionit
Shqyrtimi § monotonisé (funksioni &shté rrités, ovogloes) s& njé funksioni, nénkupton studimin se ¢ka
ndodh me vierat e funksionit kor viera e x rritet.

* MNése a > 0, fonksioni ka minimum. Boshti i simetrisé s&
parabolés, x=-:r=—%. ¢ ndan fushén e pérkufizimit t2 Jf“
funlxinnhkn:dnﬁky:nx‘+bi+cnédgrmm:h{—m.n}
dhe {x, +==). Megenése funksioni ka minimum pér x = o, né .
intervalin e paré (majtas minimomit) funksioni zvogélohet == a X,
{vlerat & funksionit zvogélohen me rritjen e vlerés sé x), kurse x "i\\ o
(vlerat e funksionit rriten me rritjen e x). T £)

ME vizatim mund té vérejmé se pér x, < x, < a, flx,) > flx),

d.m.th. funksioni monotonisht zvogélohet pér x €(—m,a),

kurse monotonisht rritet pérx £ (g, ).

* Nése a < 0, funksioni kmadratik arrin maksimumin pér x &
= &, prandaj né intervalin ¢ paré (majtas nga maksimumi) ¥ T )
funksionit rritet, kurse né intervalin e dyté (djathtas B

ksi it) funksioni -

ME vizatim mund té vérejmé se pér x, < x, < a, flx,) < flx), é/

d.m.th. fonksioni monotonisht rritet pér x €(—@,a), kurse

monotonisht zvogélohet pér x (@, +wm). / jox, a \.

x)

MY




TE FUNKSIENGT KUADRATIK

~ Shembulli 4 ,

Shqyrtoni monotoning e funksionit ¥ =%r‘—h+1
Zgjidhje:

Shgyrtimi | monotonisé 58 funksionit nénkupton pércaktimin e
intervaleve t& rritjes dhe zvogélimit t& funksionit.

Priri =2 1, fonksionl ka misfovn dbe ai Bhis i barabarts me

Pra, intervalet né té cilét e shqyrtojm# monotoning e funksionit jané
(~==, 2) dhe (2, +=o) (shihni Fgurén). Pasipérx = 2 funksioni ka vleré
mié t& voggl, ai dshté monoton zvogélues né intervalin (- ==, 2), kurse
monoton rrités né intervalin (2, +e=].

Detyra 3
Caktoni intervalet e rritjes dhe zvogélimit t& funksioneve:

a) y=—2'+x% b} y=x'+ 4 c) y=3x"- 2247
7) Shenja e funksionit

Pércaktimi i shenjés s# funksionit nénkupton gjetjen e intervaleve t& vierave té x pér té cilat funksioni
&shté pogitiv dhe intervaleve pér té cilat funksioni 8sht# negativ.

- Shembulli 5

Caktoni shenjén e funksionit kuadratik y = x* - 2x - 3. A
Zgidhies ’
Fillimisht, pércaktojmé kulmin e grafikut té fonksionit dhe
piképrerjet me boshtin e abshisés x g t&2 mund ta skicojmé
parabolén. Kulmi i parabolésy = x* - 2x - 3 Eshté pika K{1,
—4). Rrénjét e ekuacionit x* - 2x — 3 = 0 jané x, = -1 dhe
x5, = 3, prandaj degét e parabolgs e ndérpresin boshtin x né
pikat (-1, 0) dhe (3, 0). Me kéto tri pika e skicojmé grafikun
e funksionit sikurse &shté paragitur né vizatim.

Nga grafiku i funksionit vérejmé se funksioni merr viera
pozitive, d.m.th. fix) > 0 pér x € (—m,—1)w (3, +x), kurse
merr vlera negative, d.m.th. flx) < 0 pér xe(-1,3). T(1,-4)
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- Shembulli 6 ,

Caktoni shenjén e fonksionit:
a) y=-3x-6x b) y=x+2x43
Zgjidhje:
B...' Kﬂlﬂﬂjmwm_ha'}-ﬂf A
fix) =0 fitojmé ekuacionin -3x" - fx =0,
rrénjét e té cilit fané x, = -2 dhe x, = 0, prandaj
parabola e ndérpret boshtin x né pikat (-2, 0)
dhe (0, 0). Me kéto tri pika e skicojmé grafikun
e funksionit, parabolén, e cila i ka degét posht#
sepse koefickentia=-3 <0
Grafiku i funksionit &shté paragitur né
vizatimin djathtas.
Nga grafiku i funksionit vérejmé se ai Eshtg

pozitiv pér x (2,0}, karse negativ pér
x €{—=,~2) (D, +x),

b) Kulmi i parabolés y=x" + 2x + 3 &shté T(-1, 2).
Pér fix) = 0, , fitojmé ekuacionin

# 4 2x+ 3 =0, cili nuk ka rrénjé, zgjidhje,
reale, . m.th. parabola, degét e saj, nuk e
ndérpresin boshtin e abshisés x. Pér

x =0, fitojmé y = 3, prandaj parabola e pret
boshtin y né pikén A(0, 3). Pike simetrike me
piken A gshté pika B(-2, 3). Kéto tri pika na
mundézojné té skicojmé grafikun e fonksionit
qé éshté parabola e hapur sipér sepsea=1 > 0.
Meqé parabola nuk ka pika ndérprerése me
boshtin x dhe degét i ka lart, e gjithE parabola
&shté mbi boshtin e abshisés x, pérkatésisht
funksioni merr vlera pozitive pér ¢do numér
real, d.m.th. flx) > 0 pér ¢do x £(—=,+x). —— ——

. v



~ Shembulli 7,

N ekip basketbolli luan né njE arené me 15000 spektatoré. Cmimi i njé bilete &shte 14 dollaré dhe
ndeshjet paraprake mesatarisht jang ndjelour prej 9500 spektatorésh. Ankets e realizuar né teren tregon
se gdo ulje e gmimit té biletés pér | dollar, do té rit shikueshmérin e ndeshjes pér 1000 spektators,
a) Caltoni funksionin me t cilin Hogariten té ardhurat nga shitja e biletave. né varshméri nga cmimi
i biletés.
b) Caktoni ¢mimin e biletés pér t cilin t& ardhurat nga shitja e biletave do t# jen# maksimale.
c) Caktoni ¢mimin e biletés, i cili do t# ishte aq i larté sa asnjé speltator t# mos ¢ ndjek ndeshjen
dhe & ardhurat t€ ishin zero.
Zgjidhje:
a) Le t€ jeté x ¢mimi i biletés. Duhet t& shirojmé, ndértojmé, funksionin f{x) me ané t€ t& cilit per
vlerén e dhéné t& ¢mimit t& biletEs, do ta logeritim fitimin e realiTuar nga hiletat e shitura. Nése
n &shté nomri i spektatoréve (biletat e shitura), Eshte e garté se flx) =n-x
Dimé se nése ¢mimi i njé bilete &shté 14 dollaré, atFher# (mesatarisht) do t keté 9500 bileta té
shitura, dhe se pér ¢do ulje té cmimit per 1 dollar, mumri i biletave t€ shitura rritet pér 1000 (nése
smimi ulet pér 3 dollarg, numri i spektatoréve do tE jet# 9500 + 3000 = 12500).
MNése ¢mimi i biletés éshté x, attheré me 14 - x do t& llogaritim se pér sa dollaré ajo &shté mé e
ulét se 14 dollaré. Pra, nése ¢cmimi i biletes &shté x dollarg, numri i biletave t# shitora do t8 rritet
pér 1000 (14 — x), d.m.th. numri i pérgjithshem i biletave t2 shitura do 2 jeté n = 9500 + 1000
(14 - x).
Tani pér funksionin fix) kemi
flx)=x (9500 + 1000{14 - x])
flx) = x- (23500 — 1000 x)
fix) = -1000 £* + 23500
b) Duhet té pércaktohet maksimumi i fonksionit fix). Funksioni i fituar &shté kuadratik me
koeficientin a = -1000 < 0, g€ nénkupton se grafikn i tij Eshté parabolé me degé poshté dhe né

kulm arrin maksimomin. Ky maksimum fitohet pér :=—%=—%=IL?&K}}W

se, nése gmimi i biletés do té jetE 11,75 dollarg, fitimi do t& jeté maksimal.
¢) Duhet t& caktohet ¢mimi x i biletés ashtu g fitimi & flx) =0.

~1000 x° + 23500x =0

x(23500 - 1000 x) =0
Zgjidhje t& ekuacionit kuadratik jang x = 0 dhe x = 23,5. Kjo do t& thoté se 23,5 dollaré do t€ ishte njé
vleré shumé e larté pér njé bileté dhe askush nuk do ta blinte. Esht# e qarté se edhe pér vlerén o dollaré
té biletés fitimi do t€ ishte zero, por detyra kérkon t& gjendet viera mé e lart e cmimit t& biletés ashtu
qé askush mos e ndjek até, prandaj pérgjigja &shté 23,5 dollaré.
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TEMA 1 FUNKSIONET KUADRATIKE, INEXUACIONI KUADRATIK DHE SISTEM) | INEKUACIONEVE ME H.JEEE PANIOHLR,

Shqyrtoni vetité e funksioneve (lolmin, vierén ekstreme, bashkésing e vierave, zerot, intervalet

:rl:it_iud!hnmgﬂmﬂ}{l—ﬁ]

y=x -4dx+1

y=-xX 4X46

y=2x —Tx+3

y=5x4Tx43

y=-2x +4x

y4+16=—x +8x

Caktoni shenjén e funksionit:

a) y=x' -Sx+6 b) y=x'+2 ) y=-2¢7-6x

8. Caktoni koeficientét a dhe ¢ té funksionit f{x) = ax” + 3x 4 ¢, nése x, = -1 dhe x,= 2 jané zero
té funksionit.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| 9. Percilén vieré tF x thyess 3 do té keté viers mé t& madhe?
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

R R

B3

o

=N

10. ﬂ:ﬂiﬁi[ﬂiﬂwmgﬁip&ﬂlﬁ@rmﬁnﬂﬂMHﬁﬁmﬁuﬂuﬂrm
se nése né njé dit? shet x kanage léngu & garuar, fitimi i tij (n€ dollaré) éshtz dh#né me
P{x) = -0,001x" + 3x — 1800. Sa Esht# fitimi i tij ditor maksimal dhe sa kanace duhet t& shet
qE t& arrij kité fitim?

11. Efikasiteti i reklamés televizive varet nga ajo se sa heré njé shikues e sheh até. Pas disa eksper-
imentesh, njé kompani reklamash zbuloi se efikasiteti E mund t€ pércaktohet me formulén
vijuese

_2 1
H{n}—;u mn‘.

ko n ésht® numri i heréve gé shikuesi e ka paré reldamén. Sa her# shiknesi dohet ta sheh
reklamén né ményré qé ajo té arrij efikasitet maksimal?

3.6 ECURIA DHE GRAFIKU
I FUNKSIONIT KUADRATIK

-, Rikujtoni®

* x =2 dhe x, = -2 jané zero té funksionit fx) = x* - 4, kurse né kulmin K(0, —4) funksioni arrin
vlerén minimale. Né intervalin (0, +==) funksioni &shté rrités, kurse né intervalin (- ==, 0) funksioni
&shté zvogélues.

» Caktoni edhe vetité ¢ tiera t& funksionit flx) = x" - 4.



TEECURIA DI GRATIU | FUNKSIORT KUADRATIK

Shpesh parashtrohet pyetja: *Vizatoni grafikun dhe studioni ecuring e funksionit kuadrstik. ", Q& t'i pérgjigieni
kisaj kérkese, duhet té caktoni

1) fushén e pérkufizimit t& funksionit;

2) kulmin ¢ parabolés q& paraget grafikun e funksionit koadratik;

3) piképrerjet ¢ parabolés me boshtet koordinative;

4) boshtin e simetrisé & parabolés.

Me kito t& dhéna mund ta vizatojmé grafikun e funksionit kuadratik, ¢ mé pas t& pércaktojmé edhe:
5) vlerén ekstreme té funksionit;
6) bashkEsing e vierave t& funksionit;
7) monotoning e funksionit;
8) shenjén ¢ funksionit.

Se cila do té jet# renditia e shénimit té pérgjigjeve (pér vetité ¢ funksionit}, nuk ka réndési.

- Shembulli 1 -
Vizatoni grafikun dhe studioni ecuring (sjelljen) e
funksionit

Zgjidhje:
* Fusha e pérkufizimit e funksioni &shtz D, =R

. Hgaﬁnmhnmnﬂmefmhlmnmrﬂm

fx)=x'+x-6

pﬂmhihllmll]ﬂnhhhhtu‘:{—ﬂ,ﬁ —6,25). s
* Piképrerjet ¢ parabolés me boshtet koordinative
jané:
- piképrerja me boshtiny: f0)= -6, A(0, -6)
- piképrerjet me boshtin x (zerot e funksionit):
zgjidhje té ekuacionit +° + x - 6 = 0 jang

xn= -3 'C“H-f]." zﬂﬂ_-arﬂ}hqzﬂ ﬂ}
= Boshti i simetrisé &shté drejtéza ==—%-

Me t& dhénat e mésipérme mund ta vizatojmé grafikun e fonksionit sikurse &shtE dhéné né vizatim.
* Vlera ekstreme e funksionit: a = 1 > 0, prandsj funksioni ka minimum y,,, = -6,25 pr x=-0,5.
* Bashkésia e vierave t& funksionit Ehté V,= [-6,25; +==).

* Monotonia e fonksionit: funksioni &shté# monoton rvogélues pér x €(—x;—0,5) , kurse Eshté
monoton rrités per x € (—0,5+x).
* Shenjaefunksionit: fanksioni éshté pozitiv pér x € (—0,—3)1(2, +a0), kurse negativpér x €(-3,2).
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TEMA S FUNESIOHET KUADRATIEE IHEXUAGIONI KLUADSATIE DHE SISTEMI | INEKUACIONEVE ME HJF.!E F'A.IJ‘EI‘H.'I&

~ Shembulli 2
_ b3 1 .18
Vizatoni grafikun e fanksionit f{x) ——;r’ —g
Zgjidhje:

Fillimisht e skicojmé grafilun ¢ funksionit:
* FPusha e pErkufizimit 8shtg D, =R
* Nga forma kanonike kemi a=-1, f=4,
prandaj kulmi i parabolés sht# pika K[—1,4).
* PikEprerjet me boshtet koordinative jang
— piképrerja me boshtin

ﬁﬂl=%=3-?5.am 3,75)

— piképrerjet me boshtin x (zerot ¢
funksionit):

2gjidhje £ ekuacionit —%x‘—l:+E=i}

jané x, = -5 dhe x; = 3, B(-5.0), C(3,0).
* Baosht simetrie #shté drejtéza x=—1,
Grafiku i funksioni Eshté dhéné né vizatim,
Mga grafiku e shqyrtojmé sjelljen e funksionit:
*  Vlera ekstreme: a = -1/4 < 0, prandaj funksioni ka maksimum y,,. =4 pérx=-L.
* Bashkésia e vlerave t& funksionit &shté V= (=, 4).
* Monotonia e funksionit: funksioni &sht® monoton rrités pér x €(—0,—1), korse monoton
rvogélues pér x (-1, +m).
* Shenja e funksionit: f{x} < 0 pér x {—®,—5)(3,+x), kurse f{x) > 0 pér x(-53).

Detyra 1
Vizatoni grafiku, e funksionit dhe shqyrtoni ecuring e tij
) =425 b f=—x+2s o fl)=—d-2x

Detyra per ushtrime! )

|

| Vizatoni grafikun dhe shqyrtoni ecuring e funksionit (1 - 6)
| L fl=©F-3

| 2 fla=-2x-1)

| 3 fx) =2 —dx-3

| 4 fa=(xe2]

. _1 _1

| 5 flx) I':lf.:-l-llc}i' 3

|

|

6. flx)=—dx' 4 25
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3.7TINEKUACIONET KUADRATIKE

Rikujton:!

1

* Percilat vleraté x €[-3.-2.0.1}, inekuacioni x — 3 > 0 kalon né shprehje numerike t& sakté?

* Nése x, dhe x, jané zero {2 trinomit katror ax” + bx + ¢, atéher# sbérthimi i trinomit né shomézues,
faktorE, linear Eshtf ax® 4 br + c = a{x - x,){x— x,).

* Prodhimi a- b &ht# pozitiv nEse gé t£ dy shumernesit jan pozitivé ose t& dy shumézuesit jang
negative.

* Prodhimi a- b Eshté negativ nése njéri nga shuméznesit shtE pogitiv, kurse tjetri negativ.

® Cila &shté bashkEsia e zgjidhjeve t& inekuacionit x + 3 > 07

Aktivitet

.

Caktoni vierat e ndryshores x, ashtn q& prodhimi (x — 2) t& jeté pozitiv.

ani mend!

* Inekuacionet e formés
a+bx+c>0, a+bx+c<l
ar +bx+cz0, axf+bx+c=0
ku a.b.c EK dhe a 2 0 quhen inskuacione kuadratike.
* Kjo formé e inekuacionit kuadratik 8shté forma e pérgjithshme e inekoacionit kuadratik.

Shembulh 1

Zgjidhni inekunacionin koadratik x* + 2x- 8 < 0.

Zgjidhje:

Duhet t& caktojmé bashkEsing e vierave t& x pér té cilat inekuacioni do té kalojé né shprehje numerike

té sakté. Mund t'i gasemi zgjidhjes né dy ményra.

Ményra e paré

Trinomin katror né anén ¢ majté t& inekuacionit e zbérthejmé né shumézues linearé. I pércaktojmé
— +,E_ . = -I-..Iri

Zerot e trinomit X,;, = = 5 108 =22 :+32

NpI:Etu.x!+31'—E={.:-I-4]{1—2},pmndajiuh;adnninmundtanhhmjmhi{x+4]{x—2}-:ﬂ.

QE prodhimi (x + 4){x - 2) t€ jetE negativ, shumgzuesit dubet tZ merren me shenja t& kundérta, prandaj

ftojmé dy 5 ¢ méposhtme t& ineluaci I

sdmth x, =—4, x,=2
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TEMA S FUMKSIONET KUADRATIEE. IMEKUACIGNI HIJi.I}ﬂTII_i.n-H! SISTEMI | INEKUACIONEYE WME H.!F.F Pumm_l_
. B

{:rﬂ:-ﬂ {x+4-::n {.::-—4 [x-::—-i
o0se . th. ose
x—2<0 x—2=0 [ Lo x>

Zgjidhja e sistemit t& paré & inekuacioneve &shté bashkésia M, = (—4, 2), kurse e sistemit té dyté éshté
M, = & . Zgjidhja e ineluacionit t& dhéné fillestar Esht® unioni i dy bashkisive té zgjidhjeve té dy sistemeve,
pérkat@sisht bashkésia e zgjidhjeve e inekuacionit kuadratik Eshté M = M, UM, = (-4, 2)u @ =(-4,2).

Ményra e dyté

Q& té caktojmé bashkésing e zgjidhjeve t& inekuacionit kuadratik, mund t&
pérdorim grafikun e funksionit pérkatés kuadratik. Mg kété rast zgjidhjs e
inekuacionit kuadratik shndérrohet né pércaktimin e vierave t& x pér t2 cilat
funksioni kuadratik y = x° + 2x - 8 merr vlera negative. Pér két# funksion,
zerot e funksionit jané x, = —4 dhe x, = 2, kurse koeficienti a para anétarit,
termit, knadratik &sht# pogzitiv, cka nénkupton se degét ¢ parabolés do té
jené lart. Mga grafiku i parabolgs (e dh&ng ng vizatim) | lexojmé vierst e x
per t& cilat funksioni éshté negativ, d-m.th. vlerat pér € cilat grafiku i 6j
gshté nén bashtin e shshisés x. NE kité ményré vérejmé se x’ + 2x— 8 <0

pér xE(—4,2).
— Shembulli 2
Zgjidtnd indkosciontn 114 2 1"2“} —3., 1 o caleon. gittha giidbjet manra 18 plotsi t8 ineko-
cionit.
Zgjidhje:

Fillimisht, inckuacionin ¢ dhéng e shndérrojmE né formén e pergjithshme. Pasi e shomEzojme me SHVP

eméruzsve, d.m.th. fi
) e e m_juﬂz{it‘+ljzﬂ

Duke ¢ rregulluar fitojmé inekuacionin 55" - 1 = 0. Zerot e funksionit .
pérkatés knadratik i giejmé duke e zgjidhur ekuacionin 52° - 1 =0, prej ku

marrim x; = £ J_ JV .'f_ Pasi a =5 &hté numér pozitiv, "
parabola y = Sf—lid'ltiuhnpurlutdh!ﬁxjﬂﬂpﬂxE[ .‘J'_ "r]

Zgjidhjet numra t ploté t& kétij inekuacioni do t& jenE ata numra té ploté = \'ﬂ/ 1=

qé i takojné bashkésisé —%h% . Nga kétu, pér ineknacionin e dhéné
zgjidhjet numra té ploté japin bashkésing M = [0}.

. v



Detyra 1
Zgjidhni inekuacionet:

a) 22X 4+ 6x—B >0 b) 2o - 3x= 5 ) (2x-1'>2-4x

— Shembulli 3 -

Caktoni fushén e pérkufizimit t& fanksionit f(x)=y8+2x—x.
Zgfidhje:
Rrénja katrore gé & jeté numér real duhet g shprehja nén rrinjé
té jeté numér jonegativ. Prandaj, fosha e pérkufizimit e funksionit
do t# jeté bashkesia e zgjidhjeve t& ineknacionit

2 +2c+820
Zgjidhjet e ekuacionit -x” + 2x + 8 = 0 jané x, = -2 dhe x, = 4,
kurse a = -1 <0, prandaj parabols Eshté me degé poshté. Pra, —x" +
2x + 82 0 pér x€[-2,4], dmth. D= [-2,4].

Detyra 2
Caktoni fushén e pérkufizimit t& funksioneve:

a) flel=+2e —x+6: by flx)=+c*—25.

- Shembulli 4

Pér cilat vlera t& parametrit m, ekuacioni x* 4 (2 - m)x - 2 + m = 0 do t& ket zgjidhje reale?

Zgjidhje:

Diskriminanta e ekoacionit kuadratik té dhéné éshté
D=(2-mf-#-2+m)=m’-8m+ 12

Q& ekuacioni té ket zgjidhje reale, duhet t& viejé D = 0, dmth
m-8m+ 1220

Zgjidhjetg m’ - &m+ 12=0jané m, =2 dhem, = 6dheparabola 57T 7 7

e cila paraqet grafikun pér funksionin pérkatés éshté me degé
lart. Prej kétu del se mr’ — 8m + 12 = 0 pér m €(—,2][6,+x).

Detyra 3

&
¥

E
1
1

X

=1
=2
=1
-4

P&cﬂﬂvlmtipmm:tﬂtm,ehml:lnnimx=+2{m+2}::+2m+4=ﬂnukdul&kzt&qjidhjemlqnhe

m < 0F
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- Shembulli 5

Nijé grup nxéngsish déshirojné t& ndjekin njé komcert. Harxhimet pér huazimin e autobusit, g€ do ti
shpinte né koncert, kapin shifrén 450 dollaré, shumé kjo g& do t& ndahej né pjesé t& barabarta mes
nxénésve. Organizatorét e koncertit ofrojné ulje pér cmimin e hiletés pér koncert pér grupet g€ vijné me
antobus. Cmimi i zakonsh#m i njé bilete &shté 50 dollaré, mirépo pér personat qé do t vijné me antobus,
smimi i bilet#s nlet pér 10 cent pér person (d.m.th. nése grupi ka 10 persona, atgheré secili prej tyre do
té fitonte nj ulje prej 100 centésh). Sa nxénés duhet t2 mblidhen ashtu g harxhimi i pérgjithshém pér
nxénés t# jett mé i vogel se 54 dollaré?
Zgjidhje:
hﬁkﬂ:mﬂim&huﬂpﬂp.ﬁtﬂ:ﬂimdﬁn:&u!ﬂdﬂﬂ&pﬂgmﬁﬂuinﬂ dollaré pér
autobusin dhe 50 — 0,1x dollaré pér biletén. Harxhimi i pérgjithshém pér ¢do nxénés dithet t£ jeté mé
i vogél se 54 dollaré, prandaj fitojmé inekuacionin ng vijim:

ﬂﬂﬁn—u.u}-:sﬂe shumé&zojmé me x, x >» 0, dhe shenja e inekuacionit nuk ndryshon)

X

450 + 50x- 0,1x" < 5dx

—0,1x' —4x 4+ 450 <0
Zgjidhje t# ekuacionit —0,1x" — 4x + 450 = 0 (dm.th. zero t& funksionit flx) = —0,1x" — 4x + 450) jané
x, =90 dhe x, = 50. Kétu, koeficienti para anétarit kuadratik éshté a = 0,1 < 0, prandaj parabola qé
pérfagéson funksionin kuadratik ka degét poshté, prej ku del se bashkisia e zgjidhjeve t€ ineluacionit
—0,1x" - dx + 450 < 0 Eshté (~%,—90) (50, +2). Mirépe, x pérfagéson numrin e nxénésve i grupit
dhe ai nuk mund t€ jeté numér negativ, prandaj zgjidhja do t& jeté x €(50,+0x), respelktivisht duhet
té mblidhen mé shumé se 50 nxénés ashtu g secili prej tyre t€ keté harxhim mé t& vogé se 54 dollaré.

Detyra pér ushtrime! i "
I

Egldh.mmghlﬂuthm:lmnh{] 4):

C = 2000 +8x + 0,0025%
KEtu, fitimi i realizuar &shté i barabart? me t& ardhurat nga shitja t& zvogéluara pér koston e
prodhimit t& atij produokti. Pércaktoni sa njési t€ kétij produkti duhet t shet prodhuesi me
géllim qE t& realizojé fitim prej t& paktén 2400 dollaré.

|

|
| |
I 1 a) ' -9< ]15-:3:1; c) ¥ -2x>0. '
: 2 a) Bx+1)x-1)20 b) x'-3x- 18<0; c) X 42x53, :
Lo a) B -dxe 4k b)xlex+l; c) (x+2x-3) =0 ,
| 4 a) (x+d) 20 b) (x+4) >0 c) (x+4) <0; ) (x+4)'=0. |
5. zgidinoekmcionin &7 <1375 e byer o ockacion it |
| & Gjeni fushén e perkufizimit t2 fanksionit f(x)=y24-x—3x’. :
| T I'En:ilat'irl-ﬂaﬁpammmi'tmghm-:innihlﬂdﬂﬁl:{m+l]x=+2{1—mlr+1m—5=ﬂ-duti I
| keté zgjidhje reale? |
| B. Nésenjé prodhues shet x njési t& nj produkti specifik. t€ ardhurat R dhe kostoja Ce prodhimit |
: (né dollaré) jané dhéné me :
| R =20x |
| |
| |
| |
| |
| |
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3.8 SISTEMI I INEKUACIONEVE KUADRATIKE
ME NJE TE PANJOHUR

Paraqitni grafikisht bashk#sing e zgjidhjeve t€ sistemit [ji_:
Pércaktoni prerjen e bashkisive M| = (-3, 10] dhe M, = (—o=, - 1]U(5, +=).
P‘hﬁhtriuaﬁndh:bshprd:ja%ahﬁnr_ga&vﬂ

Alrtivitet

_-.I'

e T
Zgjidhni sistemin ¢ inckuacioneve lineare [: o
=

~ Shembulli1 ,
Percakioni sgidhjen « sistemit t5 miposhttm me fé inekuacion linenr dhe 2j¥ indkarscion kuadoati
Ix+5=10
- _
TR {:‘+3:—m-::u
Zgjidhie:
E zgjidhim inekuacionin linear 3x+5210.
Fitojmé xi%.d_m_ﬂ:-hﬂhliﬂheiﬂiiﬂ:jtutin&nﬂmﬁhm&hﬁ M, ={—m,§]

E pércaktojmé bashkésing e zgjidhjeve té inekuacionit knadratik x° +3x—10<0.
Zgjidhje t& eknacionit perkatés knadratik x* + 3x - 10 =0 jané x, = -5 dhe x,= 2, karse a = 1 > 0, na
tregon se parabola pérfagésuese e funksionit pérkatés kmadratik éshté me degé lart. Kjo do té thoté se
« + 3x - 10 < 0 pér x=(—5,2), d.m.th. bashkésia e zgjidhjeve &shté M, = (-5, 2).
Bashkisia e zgjidhjeve e sisternit & dhéné Eshi# prerja e bashkEsive t€ zgjidhjeve t€ inekuacioneve € sisternit.

Npkitu.WW:MEWE@EM:M,NAi,j[—m.;]r‘l{—izzlm[ .;}
Prerjen ¢ bashk#sive t€ zgjidhjeve té dy inelmacioneve mund ta pércaktojmé edhe grafildsht me ané té
paragitjes sé dy bashkésive né drejtézén reale (shihni vizatimin). Prerja éshté né até pjesé qE ka vija té
pjerréta té dy ngjyrave. Bashkisia M, &shté pErfagésuar me vija té kuge, kurse bashkisia M, me vija t&
kaltra, prandaj aty ku kemi mbimbulim t& ndérsjellé t& vijave té dy ngjyrave &shté bashkésia e zgjidhjeve
e sistemit. Po ashtu, nése ndonjé interval shté i mbyllor né ndonjérén prej pikave t& skajshme, atheré
até piké t drejtézés reale e shénojmE me rreth té ploté.




5
Bashkésia H,=! —,— Mﬁhhdlmhﬂwdjﬂmq!duﬁdu&ni i takon bashkEsise sé

agjidhjeve dhe vizatimin e méposhtém né kété piké kemi rreth té plote. Nése ndonjé interval
gshté i hapur né ndonjérén piké té skajshme (ose té dy pikat e skajshme), atbher# né drejiézén reale
shénojmé rreth t€ zhrazét né pikén ku intervali #shté i hapur, NEé kité shembull, pikat -5 dhe 2 nuk i
takojné M, = (5, 2) dhe, prandsj, né vizatim né kéto pika kemi rrathé t& zhrazét.

SN NN NAN AN
\

] ]
5
-5 0 L=k
3

Detyra 1

_ Ix+5<0
l ¢ £ +2x-3<0

— Shembulli 2 ,

¥ —Tx+10%0

Zgjidhni sistemin e inekuacioneve kuadratike me njé t& panjohuor .
' —8x+7>0

Zgjidhje:

Kemi sistem me dy inekuacione kuadratike me njé té panjohur. Fillimisht, e pércaktojmé bashkésing

e zgjidhjeve t& secilit inekuacion vegmas, e mé pas pér gietjen e bashkisisé s zgjidhjeve t& sistemit té

dhéné e kérkojmé prerjen e dy bashkEsive té fitnara té zgjidhjeve t& vecanta.

Zgjidhje t& ekuacionit pérkatés kuadratik x* - 7x + 10 = 0 jang x, = 2 dhe x,= 5, kurse a =1 >0, ¢ka

tregon se parabola e funksionit pérkatés kuadratik #shté me degé lart. Pra, «* - 3x + 10< 0 pér x £[2,5],

d.m.th, bashkésia e zgjidhjeve éshté M, = [2, 5].

Zgjidhje té ekuacionit pérkatés kuadratik, lidhur me inekuacionin e dyté, »* - 8x+ 7 = 0 jané x, = 1

dhe x, = 7, kurse @ = 1 > 0, ¢ka tregon se parabola e funksionit pérkatés kuadratik éshté me degé lart.

Pra, x* - Bx + 7 > 0 3a x £(-®:,1)s(7,+x), d.m.th. bashkésia e zgjidhjeve e kétij inekuacioni shté

M= (—=a, 1) (7, +2a).

Bashki#sité e fitnara t& zgjidhjeve t& dy ineknacioneve jané paragitur grafikisht né vizatim.

T T T
0 1 ] T ]

VErejmé se prerja e dy bashkésive té fitnara té zgjidhjeve &shté bashkéEsia boshe, prandaj sistemi i dhéng
i ineknacioneve nuk ka zgjiidhje.

. v
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LATIRE MEWJETE PANJOHUR

— Shembulli 3 -
Zgjidhni sistemin ¢ inekuacioneve kuadratike me njé t& panjohuor
(x-1Y-2x>-3
Hx—HNSx+5
Zgfidhje:
Fillimisht t& dy inekuacionet | shndérrajmé né formén &
pérgjithshme. Fitojmé
x* —z:+1—1:+3:-u. Ll ' —dx > u_
x—3x—x-5%0 —4x-5%0

Ekuacioni a” - 4x + 4 = 0 ka njié zgjidhje x = 2 dhe pasi parabola
Eshité me degé lart, | giithé grafiku i funksionit flx) = ¥* - 4x + 4
Esht# mbi boshtin x me kulm n# pikén (2,0) (shihni vizatimin). Pra, = 7%
£ —4x+4>0per x R\ ({2 =(—=,2)w(2,+), dmth bashkisia —§ 3 o
e zgjidhjeve Eshté M, = (o, 2} L/ (2, +ma). '
Zgjidhjete x° — 4x— 5 =0 jané x, =-1 dhex, = 5, prandaj x' - 4x— 5< 0 pér x £[-1,5}, d.m.th. bash-
késia e zgjidhjeve gshté M, = [-1, 5].

BashkEsitE e fituara t€ zgjidhjeve té dy inekuacioneve jané paragitor grafikisht né vizatim.

N NASANERS]

s it

o 1 2 3 4 5 &

5y 2% NE17) T8

Bashk#sia e zgjidhjeve t# sistemit &shtg M = M, n M, =((-=,2)u (2, +x))n[-L5]=[-12)w(2,5].

Detyra 2
‘Té zgjidhet sistemi | inekuacioneve kuadratike me njé t& panjohur {" Themae0
r-Tx+6=0

- Shembulli 4

T _ —
Té zgjidhet inekuacioni =~ —9* 6 _q.

x* —12x+11
Zgjidhje:
E dimé se herési éshté negativ nése numéruesi dhe eméruesi kang shenja t& ndryshme. Nga kétu,
bashkésia e zgjidhjeve e kétij inekuacioni do t& jet® unioni i bashkésive t& zgjidhjeve t& dy sistemeve me

nga dy inekuacione knadratike n# vijim:
I:’—ﬁx—m}u {:‘ —6x—16<0
' —12x+11<0 ¥ -12x+11>0

Zgjidhje t& eknacionit x* - 6x - 16 = 0 jan x, = -2 dhe x, = 8, kurse té eknacionit »* - 12x+ 11 =0
janE x, = 1 dhe x, = 11.

147
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Zgjidhja e sistemit té paré
- X —6x-16>0pér x=(—m,—2) L (8,+m), dm.th. bashkésia e zgjidhjeve dshis {-=s, -2) L {8,+2)
- ¥ -12x % 11 <0pér x=(L 11}, dm.th. bashkésia e zgjidhjeve Ehté (1, 11},

Bashkésia e zgjidhjeve e sistemit té paré t# inekuacioneve &shté prerja e kityre dy bashkésive, dm.th.

M, = (8, 11) (shihni vizatimin),

72 NN\

_2—=l I=I- i !I B 2 10 11
Zgjidhja e sistemit t& dyté

- & —6x- 16 <0 pér x=(-2,8), d.m.th. bashkésia e zgjidhjeve &shté (-2, 8).

- ¥ -12x+11 > 0pér x e(—=,1) (11,4}, d.m.th. bashkésia e zgjidhjeve &shtd (—os, 1) 1 (11,+0<).
Bashkésia e zgjidhjeve e sistemit t# dyté té ineknacioneve Eshté prerja e kityre dy bashkésive, d.m.th.
M, = {2, 1} (shihni vizatimin).

N IR

R SRR R

1 —_
Zgjidhja e ;—::x-l-lfl <0 éshté M=M, UM, =(-2,1) (8, 11).

— Shembulli 5 ,

) X +ixH
Zgjidhni ineknacionin ———
- —2x+3 ::+3
Zgjidhje:
Herési do té jeté jonegativ nése eméruesi dhe numéroesi kan# shenja té njéjta dhe, ni kété rast, nuomérnesi
edhe mund tZ jet# i barabarté me zero. Nga kétu, bashkésia e zgjidhjeve e kétij inekuacioni do té jeté
unioni i bashkésive té zgjidhjeve t& dy sistemeve ng vijim té ineknacioneve:
2 +2x+120 2 +2x 4120
-x*—2x+3>0 -x*—2x+3<0
Zgjidhjet e #* + 2x + | = 0 jané x, = x, = -1 (dhe parabola y = & + 2x + 1 &shté me degg lart), kurse zg-
jidhje té - — 2x 4 3 =0 jané x, = -3 dhe x, = 1 (dhe parabola y = —" - Zx + 3 &shté me deg? posht#).

. v



Zgjidhja e sistemit ¢ paré
— X'+ 2x+ 12 0pér x =R, dm.th bashkisia e zgjidhjeve 8shté (—=, +=)

— —x —2x+3>0pir xe(-3.1), dmth. bashkésia e zgjidhjeve &shté (-3, 1).
Bashkésia e zgjidhjeve t# sistemit t€ paré t# inekuacioneve 8shtg prerja e dy bashkEsive t2 mEsipérme,
dmth. M, = (-3, 1).

Zgjidhja e sistemit & dyte

- x4 2x+ 1= 0pér x=—L dmth bashkésia e zgjidhjeve &shté (-1].

- —x -2x+3<0pEr xe(—m,—3)(l,+x), dm th. bashksia ezgjidhjeve Sshié (—==, -3) U (1L4==).
Bashkisia e zgjidhjeve t£ sistemit 1 dyté t£ inekuacioneve Eshté prerja e dy bashkésive té mésipérme, dm.th,
M,=0,

Zgjidhja ¢ ineknacionit t& dhéng Eshté M = M, U M, = (-3, 1),

Detyra 3
Zgjidhni inekuacionin (x' — 3x - 10)(x" 4 3x- 4)= 0.

Detyra 4
Calktoni fushén e pérkufizimit t& fanksionit f{:}=,’%_

—lsh:-mbu]]i 6,

s oiidbrs inekmacioni —xt +2x—3
x—4x+3 =

=30 Nmn:initn:jm‘hnnEaIintmajéih:thnt
—;+2x—3—3[x‘—4r+3]m E lloimé shorehien né anén & maité

X —4x+3 ]
—4r*+u:—1z{
¥ —4x+3
Bashkésia e zgjidhjeve ¢ inekuacionit t& fitnar do t jeté unioni i zgjidhjeve t& dy sistemeve t& vijim t&
S Vuadratil

{—-ui +14x—12=0 —dxi+1dx—12<0

—dx+3<h X —4x+3=0

0

Zgjidhje t& —4x" + 14x - 12 = 0 jané :,:% dhe x, = 2 (dhe parsbola y = —4x" + 14x — 12 ) &shté me
deg# poshté), kurse zgjidhje t8 x" - 4x + 3 = 0jané x, = 1 dhe x,= 3 (dhe parabola y = x* - 4x + 3 ésht#
me degg lart).




4 o -

Zgjidhje e sistemit 1€ paré
- 4+ 14x-12>03a IE[%,I}

- X -4x+3<0za x=(L3).
Bashkésia e zgjidhjeve e sistemit 1€ paré t# inekuacioneve &hté prerja e kétyre dy bashk#sive, d m.th.

u=(22)
Zgjidhja e sistemit t€ dyté
- —4x + 14x- 12 <0 pir x E[—'ﬂ.g]u{l,-l-m] :

- X —4x4 3> 0per xs(—=, (3 +x),
Bashkésia e zgjidhjeve e sistemit t£ dytf t€ inekuacioneve &shté prerja e kétyre dy bashkésive, d.m th.
M, ={—oo,1)u(3,+x).
Zgjidhja e inekuacionit knadratik t& dheng Esht M =M, UM, ={—q1}u[§.z]u{5.+m1

Detyra 5
2x' +x-13
ji ii in —————>1.
Zgjidhni inekuacionin B - >
— Shembulli 7

Njé shtypés 3D pér ¢ oré prodhon P(f) = - + 16 objekte. Nése shtypési punon t oré, atéhers numri i
objekteve me defekt jepet me funksionin D{f) = £ — 9t + 23. Sa koh# duhet té punojé ky shtypés ashtu
g€ t& prodhojé t& paktén 48 objekte dhe jo mé shumé se 5 objekte me defiekt?
Zgjidhje:
Duhet t& caktojmé intervalin kohor pér kohén t t& punés s& shtypésit ashtu g& P(t) = 48 dhe Dif) < 5.,
d.m.th. ta pErcaktojmE bashkesing e zgjidhjeve t€ sistemit t inckuacioneve kuadratike:

—t* +16t = 48

-9t +23%5
Zgjidhja e ineknacionit t& paré - + 16t - 48 = 0 éshté bashkésia M, = [4, 12], kurse e ineknacionit t&
dytE £ — 9t + 18< 0 éshté M, = [3, 6].
Zgjidhja e sistemit t# ineknacioneve Eshté prerja e dy bashkisive 8 mésipérme, M = [4, 6],
Pra, shtypési duhet té punojé nga 4 deri 6 oré qé té prodhojé té paktén 48 objekte dhe jo mé shumét se
5 objekte me defekt.

Detyra 6
Gjeni dy numra t& njépasnjéshém natyroré prodhimi i té ciléve &hté mé i vogél se 90, kurse shoma e katroréve
té tyre mé ¢ madhe se 113.

.-IEI
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1. Zgjidhni sistemin e ineluacioneve:
3 [f—x—au:rin _ B 24304550 {4:1 > d4x—1
£—4x—3230 2e'+x—6<0 (3x—2) +(x—2) <2
A N
x'—3r+4 x—6x—7_
Vo Y P
=243 —x'+2x-5
Vican © Papg

4. Gjeni fushén e pérkufizimit & fanksionit ﬂx}=1i:_;;.

5. Efikasiteti i léndés djegese t& amtomobilit (ng km pér litér) gjaté lévizjes me shpejtési v km/h
caktohet me formulén
E{v)=-001v" + 12v- 10,
Pér céshtie 1 ruajties sE mjedisit jetésor, efikasiteti duhet té jet# t& paktén 20 kmy/l, kurse pér
cEshtje té sigurisé sé motorit, efikasiteti duhet t& jeté t& shumtén 30 kmJ1. Gjeni intervalin e

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

: 3. Zgjidhni ineknacionin (¥ - 4x - 5} + 2x-3) < 0.
|

|

|

|

|

|

|

|

|

| shpejtésive t& lejuara, ashtu qé efikasiteti t& jeté ekologjik dhe i sigurt pér motorin.
|
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TEMA 1 FUNKSIONET KUADRATIKE, INEXUACIONI KUADRATIK DHE SISTEM) | INEKUACIONEVE ME H.JEEE PANIOHLR,

__ DETYRA P'E_':_H
PERSERITJE DHE PERFORCIM

1. Cili nga funksionet ¢ dhEna Eshte kuadratik?
a) flx)=x-x" b) flx) =% o) fix)=(x+3}3x-1% ¢ fix)=1+x-x.

2 Jepet flx)=-3x.
a) Plotésoni tabelén
X -2 -1.5 -1 -05 Q 05 1 1.5 2
-3
B) Vissbonil graflln ¢ fankeiontt

3. Caktoni parametrin mashnlqigﬂﬁhlifunhbmxﬂ.[}:lmf—{m+ﬂ:+lﬁhlujinip&pikin
E_ +3]-

4. a) Pérpiloni tabelén e vlerave t& funksionit }-___:’ p&iﬂmtcnd:p.hm:tnd:}'ﬂimﬂpammz_
h]Duh:ﬂiﬁTt&lmruHEnuhmnjynﬁknneﬁmtdunn y=—.t

) Duke shfrytézuar grafilun e funksionit _-,r——_f’ :h:l:lmgmﬁhm:ﬁmhﬁumt J.r———.f’ -3,
K5 Eﬂuﬂbﬂhkﬂm:!ﬂuﬁu.hlmmtgﬂﬁkutdhﬂmﬂhﬂmt&fmhmmt

Ay=rF-3 by y=-2£4% @ _r=%f+3: ¢ ;=§f—;_
6. Pér sa njési dhe ng cilin drejtim duhet té zhvendoset parabola y = 3x° - 2 gé té fitohet y = 32 + 57
7. Gjeni kulmin, boshtin e simetrisé, vlerén ekstreme dhe vizatoni grafikmn e funksionit:
a) fix) = -2(x+ 1) b) fix)=4x-2) +1; c) fix)=2x" +12x49.
Df)=-F 410025 &) f) =o(x=2f 415 db)y=fx-3)e,

8. Pérsanjési dhe né cilin drejtim duhet t& zhvendoset parabola y = 2(x + 1)° q& t& fitohet y = 2{x - 5" + 2¢
9. Gjeni funksionin, grafiku i t cilit &ht# simetrik né lidhje me boshtin x me parabolén y= -2{x + 1)".
10. Ehhmmmﬁmmmhmmhfmhmmtmzpmhm
a) fix)=2x" + dx+ & b) flx)=x -2x; €} Flx)=2x"—4x+6,
11. Vizatoni grafiku ¢ funksionit y=—%{x—1]’+;.
12. Me ndihmén ¢ pikave karakteristike, vizatoni grafikun ¢ funksionit:
a) flx) = -2« + 3x+ X b) flx)=x"-2x-8
13. Pér cilat viera té p dhe g, pika T(2, -5) do t& jeté kulm i parabolés y= x" 4 px + 47
14. Pér cilat vlera t& a, a dhe 3, parsbola y = a(x - a) * + § do té kalojé népér pikén (2.3) dhe do € ket kulm
n# pikén (3,4)7
15. Shqyrtoni vetité e funksionit (kulmin, vlerén ekstreme, bashkésiné e vlerave, zerot, intervalet e rritjes dhe
zvogélimit)
a) flx) = - + 2x 4+ 3 b) fix) ——r‘+x—3; c) flx) =25 - 4x-86.

16, Fm:al:la:rmd:cn;m:ﬁmhmnm
a) fix) = Ef'FEI: b) fix)=2x"-7x+ 3.



" DETYRA PER PERSET LE-OTE PR ORCIM

17. Numri i maolléve t# prodhuara nga secila pemé ng kopshtin e frutave varet nga shpeshtiésia e mbjelljes s&
tyre. Nése n pemé molle jané mbjellé ng njé heltar tokE, atéheré secila pemé molle prodhon (500 — 9n)
maollé. Sa pemé# molle duhet t8 mbillen né njé hektar kopsht frutash gé t& fitohet prodhimi maksimal i
mollEve?

18. Vizatoni dhe shgyrtoni ecuring, sjelljen, e funksionit:
a)lflxl=-x"+x46 b) fix)=x"-9

o) flx) = (x + 2)% ¢ fix) =—%{r—:}*+1
19. Zgjidhni ineluacionet knadratike:

alx +3x-4<0; b) x +x-6>0:

cfx +x-120 g) :1—255n.

a) '[’Tr —311:’:.- b #';zfﬂ{ il
21. Gijeni fushén e pérkufizimit 8 funksionit f{x J=J—r‘—5r+ﬁ_
22. Pér njé makiné, distanca d (né centimetra) e duhur pér frenimin e ploté té saj, nése léviz me shpejtési
v km/h, &sht# dhéné me formulén

d=v+i
2

Nise déshirojmé g distanca e nevojshme pér frenimin e ploté t2 makings t£ mos e kalojé vierén prej 760
centimetrash, atEheré caktoni intervalin e shpejtEsisé me t cilén dohet t& lEvizim.

23. Njé kopshtar ka gardh me gjatési t pérgjithshme prej 120 metrash. Ai déshiron t& rrethojé me gardh njé
kopsht perimesh né formé drejtkéndore ng oborrin e tij dhe déshiron gé syprina e rrethuar me gardh té
jetE t& paktén 800 m’. Ng cilin interval jané vlerat e mundshme té gjatésisé sé kopshtit t& tij?

M(}lﬂﬂuauxE{—i—LmE]JangﬂhFEM{f-l-h_ﬂ}u
—x*+3x+4 50
[0
=78 {x‘+x—55u'
[3f+1x+l:ru b) [f—';\.t—lﬂ::-ﬂ‘ 3 lf—x—lz-m
3x* +2x—1>0 —x* —3x+420 ¥-2x>0
27, Zgjidhni inekuacionin (2x" - 4x - 6)( -x" + 3x+ 4) = 0.
28. Pércaktoni fushen e pérkufizimit  funksionit f(x)= ﬁ:i::
Xt - —3x42,

30, Pércaktoni uniﬂhnlﬂﬂr‘n]duhztﬁjtigﬂﬂm £5i -El:ltl.ll}l:ﬁ.' je5 s katrorit, mhhlqiahllmta'rplm' és dhe e
perimetrit té tij t€ jeté mé e vogél se 21, kurse mé e madhe se 5.




ELEMENTE
TE PROBABILITETIT

Kombinatorika dhe probahiliteti jang dy fusha matematike qé jané ngushtésisht té lidhura me njéra-tjetrén.
Kombinatorika ésht# pjesé e matematikes e cila merret me numérimin, renditjen dhe pérzgjedhjen e elementeve
sipas rregullave 12 caktuara. Ajo na ndihmon t'o japim pérgiigie pyetjeve t2 llojit: “NE sa ményra mund .75
pa numérnar gjitha ményrat ¢ mundshme vegmas. Probabiliteti, gjasa, nga ana tjetér, mundéson pérshkrimin
matematik t& fenomeneve té natyrés dhe shogérisé té cilat nuk jané deterministike, por q& né vete ngérthejné
elementin e rastésisé. Fillimet e teoris# s& probabilitetit jang t lidhora ngusht me lojérat e fatit. Mirépo, sot,
teoria e probabilitetit gjen pérdorim si né shkencat natyrore, ato teknike, ekonomi dhe né gjitha sferat e jetés.

4.1 VARIACIONET
ME PERSERITJE

| Rikoujtoni! y

Prodhimi kartezian (i drejtpérdrejté) i bashkésive A dhe B éshtE bashkésia A » B, e cila pérbéhet nga
dyshet e renditura (a, b), ku a € A dhe b € B, pérkatésisht
AxB={ab|laca beB]

Aktivitet

Caktoni bashkésing A x B, nése:
a) A={l,2, 3} dhe B={3,4}; b) A={0, 1,2} dhe B={l, 2,3, 4}

— Shembulli1 ,

Mese A= {L, 2, 3}, pérlmfizoni prodhimin kartezian. 5a elemente ka ky prodhim kartezian?

Zgjidhje:
AxA=HL D0 200030 02 10 6220 (2030 30 D3, 2 (3 9] Numeh i clementeve 2 A x A 2shi29 (=3 - 3= 3
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- Mbani mend! -

Le t& jet€ A bashkési me n elemente. Cdo element | prodhimit kartezian A % 4 quhet variacion me
pérséritje i klasés ? prej n elementeve.

* MNése 4 Eshté bashkEsi me n elemente, sa elemente ka né prodhimin kartezian A = A, pérkatEsisht sa
dyshe té renditura (a, b) ekzistojng, nése a dhe b jané elemente tE A

VEéreni me ga vijon:
* Elementi a mund té jeté cilido element nga bashkésia A. ME bashkEsing A ka gjithsej n elemente,
prandaj elementin a mund ta pérzgjedhim né n ményra.
* Mése ¢ fiksojmé elementin a, atéheré elementi b pérséri Eshté njé element cfarédo i bashkEsisg A,
pérkatésisht edhe veté elementi b mund t& pérzgjidhet né m ményra.
* Mga se v tha mé sipér, numri i elementeve, dysheve t& renditura, né prodhimin direkt A = A Eshté ¢

r
H-AH=H.

-1 Mbani mend!

Numyin e variacioneve me pérséritje té klasés 2 prej n elementeve e shénojmé me V. dhe &shté i
barabartg me V' =n'.

Viza né shénimin V7 do té na shiérbejs pér té shénuar pérséritjen, d.m.th. se béhet fialé pér variacione me
pérséritie.

Le té jeté A bashkési e dhéné. Prodhimi kartezian A = A = A Eshté bashkésia g pérmban gjitha treshet e
renditura (@, a5 a.); ku a, gy a, € A, dmth.

AxAxA={a,a,a)|a,a,a, € Al

— Shembulli 2

Le té jeté A = {1, 2}. Gjeni prodhimin kartezian A x A x A, $a elemente ka né kété bashkési?
Zgjidhje:

AxAxA={1 11 (L1L 2,212,202 12152221222
Bashkésiad * A% AkaBelemente (=2-2-2=2")

Detyra 1
Gjeni prodhimin kartezian A x A x A, kn A = [3, 5, 7). Sa elemente ka né kité bashkasit

—|Mhanim|:|1d_';

Méze A Eshtd bashkési me n elemente, atéheré secili element nga prodhimi kartezian 4 = 4 = 4
quhet variacion me pérséritie i klases 3 prej n elementeve.

Mumri i variacioneve me perséritje | klasgs 3 prej n elementeve shénohet me IF: dhe gshig i
barabarté me V' =n".




| y -

TEMA4 ELEMENTE TE PROBAMLITETIT

-1 Mbani mend! -

Prodhimi kartezian 4 Hf:;-ﬂi. gshté bashkisi e cila pérbéhet prej k-sheve t& renditura
(a,, @y, @) bu @y, a,...., g, jané elemente té bashkEsisg A, d. m.th.

AxAx. xwA={g,a,..a)la,a,..q €A}

—Shembulli 3 ,

Le 68 jeté A = fc. d). Pérshkruani bashkesing A X A % A X A. Sa elemente ka kjo bashkesi?

Zgjidnie:

AxAxAXA=[ead.laacd)inadc(caddyiedcoiedcd),cddc,cddd,
{innﬂ.iﬂ.nnd},[ﬁ.nﬂ.f}.{:ﬂ. E-ﬂ-iﬂ-iﬂ'-inf}l-id-iﬁﬂ- Hrdlif]h{dldi Jﬁﬂ]

Mumri i elementeve né bashkécing A x A x A % A &shtd 16 = 2*, Véreni se 2 &sht® numri i elementeve t&

bashkisisé A, kurse 4 &shté numri g tregon se sa heré paragitet bashk#sia A né prodhimin kartezian,

—lh{hﬂ]liﬂll!nﬂ.!f

* Nése A Eshté bashkési me n elemente, atéheré secili element i prodhimit kartezian
Axdx.. x4 quhet variacion me pérséritie i klasés k prej n elementesh.

k heré
* Numri i variacioneve me pérséritje i klasgs k prej n elementeve shénohet me i"* dhe
gshié i barabarté me ¥* =n".

* Véreni se (1,2,3) dhe (1.3.2) jané treshe t& renditura t& ndryshme, edhe pse jané t& ndértuara nga
element# té njéjté. Nga kftu, mund té pérfundojmé se renditja e elementeve né njé k-she &shté e
réndésishme, pérkatésisht renditjet e ndryshme tZ elementeve japin k-she t& ndryshme.

-1 Mbani mend! .

Renditja (shpérndarja) e elementeve né njé variacion me pérséritie t& klasés k prej n elementeve
gchté e réndésishme, d.mi.th. me ndryshimin e renditjes s& elementeve né nj& variacion me pérséritje
fitohet njé variacion tjetér.

Marréveshje: NE pjesén tjetér té tekstit, pér & thjeshtuar shkrimin, variacionet me pérséritje do t'i shkruajmé
pa kllapa dhe presje. Késhtu, variacionin {c, d, ¢, d) do ta shkruajmé si cded. Kétn, nuk do t& harrojmé se gjithsesi
behet fialé pér k-she t renditur dhe se renditja e elementeve shté e réndésishmi.



A1 VARIACIONES-ME PERSERITIE

~ Shembulli 4 ,

Sa numra treshifroré mond t2 ndértohen me shifrat 1, 2, 3, 47
Zgjidhje:
* Virejmé se £shté e réndésishme vendndodhja e njé shifre né numrin me m# shumé shifra. N
® Pra, vendndodhija e shifrés né njé numér né sistemin numerik pozicional 8sht e réndésishme,
dhe prandaj ¢do numér k-shifroré mund t shihet si k-she e renditur, pérkatésisht s variacion
me pérséritje i klasés k.
® Hgllitmnm!mmrmtmﬂu&m&[dhmrmhﬂrdﬂ&uLhﬂdmﬁhmmﬂi
variacioneve me pérséritje i klasés 3 prej 4 elementeve dhe ai éshté | barabarté me 'h-""—{ =

~  Aktivitet

Shkruani gjith# numrat treshifroré g& mund t# ndértohen me shifrat 1, 2, 3. 4.

- Shembulli 5 ,

a) Sa numra katérshifroré mund t& formohen me shifrat 1, 2, 3,4, 5.6, 7, 8,97

b) Sa prej tyre fillojné me shifrén 57

) Sa prej tyre jané numra gift?

Zgjidhje:

a) MNumrat e kfrkuar katérshifroré jané, né fakt, variacionet me pérséritje té klasés 4 prej 9 elementesh.
Té tillé gjithsej jané V' =9* = 6561

b) Nése né pozicionin e paré (pozicioni i mijésheve) e fiksojmé shifrén 5, atéhers tre pozicionet e
mbetura mund tZ shihen si variacione me pérséritje t& klasés 3 prej 9 elementeve. Gjithsej kemi
V' =9 =729 numra katérshifroré gé fillojné me 5.

) Dimé se numri &shtE ¢ift nése pérfundon me 2, 4, 6, 8, pra me numér ift. Nése né pozicionin e

fundit (pozicioni i njésheve) e fiksojmé numrin 2, tre pozicionet e para mond t# konsiderohen
si variacione me pérséritje té klasés 3 prej 9 dementeve. Ashtu si mé parg, numri i tyre éshté
V) =9"=729.
Numér t€ njgjté variacionesh do té fitojmé edhe nése né pozicionin e fundit fiksojmé 4 ose 6 ose
8. Domethéné, shifra e njésheve muond té jeté njéra nga shifrat 2, 4, 6 ose 8. Pra, kemi gjithsej
katér ményra té pérzgjedhjes sé shifrés sé fundit. Cilado prej tyre t& pérzgjidhet né pozicionin e
njésheve, tri pozicionet e mbetura mund t€ plotésohen né 7 =9* =729, ményra. Ngaseutha
mé sipér, numri i pérgjithshém i numrave katérshifroré g¢ mund t& ndértohen me shifrat 1, 2,
3,4,5,6,7, 8, 9 &shté 4-V; =4.9" =2916.




TEMA4 ELEMENTE TE PROBAMLITETIT

Detyra 2
Sa numra tek peséshifroré mund t& formohen me shifrat 1, 2, 3, 4, 5, 67

~Shembulli6 ,
NE njé mur ka 3 varése. NE sa ményra mund t# varen 4 bloza né to, nése né njé varése mund tE varen
edhe mE shum# se njé bluze?

Zgjidhje:

* VEreni se secilés nga bluzat mund t'i shogérohet njéra nga varéset 1, 2, 3, varésisht nga ajo se né
cilén prej tyre do té varet jo.

* Nga kétu, secila renditje e 4 bluzave nf tri varéset mund t€ shihet si variacion me pérséritje i
klasés 4 prej 3 elementeve.

® Pér shembull, 1132 shénon faktin se bluza e paré dhe e dyt# jang varur né varésen e paré. blnza
e treté nE varésen e treté, kurse bloza e katért né varésen e dyté.

* « Késhiun, 4 bluza mund t€ varen né 3 varése né ¥ =3" =81 ményra.

|

| L Jepenbashkésité 4 = (a, b, c, d] dhe B= (1,2, 3). Formoni prodhimin kartezian A x B.

| 2. Jepetbashkésia A = [a, b}. Shkruani gjitha variacionet me pérséritje té klasés 5 prej elementeve
| tE bashkésisé A.

| 3. Sa&sht numri i gjithé numrave treshifroré né té cilét nok shfagen shifrat 0 dhe 37

| 4. Caktoni numrin e gjithé numrave katérshifroré q& mund té formohen me shifrat 1, 3, 4, 6
| dhe 8.

| 5. NE sa ményra mund té plotsohet tiketa per prognozén sportive me 10 ¢ifte? (Pér odo cift
| kemi tre mundési: 1 - fitore e ekipit nikogir, 2 - fitore e ekipit mysafir dhe 0 - barazim).

: 6. NE pérdhesen e njé pallati katér katesh né ashensor jané ngjitur 6 persona. NE sa ményra mund
| ta léshojné ashensorin ata? Secili prej tyre mund t2 del né ndonjérin prej katér kateve.

| 7. Né sa ményra 6 letra mund té shpérndahen né 3 kuti t& ndryshme postare? Ng secilén loati
| postare mund t& futen mé shumé se njé letér.

: & a) Sa PIN-kode t& ndryshme me pesé shifra mund t& formohen prej shifrave 0, 3, 4, 5, 6,7, 8,
| nése shifrat mund t# pérsériten?

| b) Sa kode mbarojné me shifrén 07

: c) Sa prej tyre fillojnE me numér tek?




4.7 VARIACIONET#K PERSERITIE

4.2 VARIACIONET
PA PERSERITJE

- Rikujtoni*

Nése A gsht# bashl#si me n elemente, atéher# ¢do element i prodhimit kartezian AxAx. x4 (ko A
paragqitet si faktor k her) quhet variacion i klasés k prej n elementeve.

- Shembulli 1 ,

Sa numra treshifroré, me shifra t& ndryshme, mund 2 formohen nga shifrat 1, 2, 3, 42
Zgjidhje:
1 formojmé numrat (né renditjen rritése) si né vijim:
£23, 124, 132, 134, 142, 143,
213, 214, 231, 234, 241, 243,
312, 314, 321, 324, 341, 342,
412, 413, 421, 423, 431, 432,
Numri i pérgjithshém i numrave treshifroré té formoar me shifrat 1, 2, 3 dhe 4, ku gjitha shifrat jang
té ndryshme, Eshté 24.

NE njésiné mésimore paraprake thamé gé ¢do numér treshifroré i ndértuar me shifrat 1, 2, 3.4, né t€ cilin
shifrat mund té pérsériten, quhet variacion me pérséritje i klasés 3 prej 4 elementeve. Mirépo, nése né njé
variacion gjitha elementet jané t& ndryshme, atéher# variacionin e tillé e quajmé variacion pa pérséritje.

-1 Mbani mend!

* Variacionin e klasés k prej n elementeve né té cilin gjitha elementet jané té ndryshme e quajma
variacion pa pérsevritje i klasés k prej n elementeve.

* Pra, variacioni pa pérséritje i klasés &k prej n elementeve éshté gdo k-she e renditur me elements
t& ndrysh&m mes veti t& bashkésisé me n elementa.

Véreni se gé t€ gjitha elementet té jené t& ndryshém né njé variacion pa pérséritje t& klasés k prej n elementeve,
patjetér t& kénaget kushti k = n. Po ashtu, sikurse edhe te variacionet me pérséritje, renditja e elementeve
shté e réndésishme, d.m.th. renditjet e ndryshme té elementeve japin variacione t& ndryshme.




TEMA4 ELEMENTE TE PROBAMLITETIT

Detyra |
Gjeni gjitha variacionet pa pérséritje t& klasés 3 prej elementeve té bashkésisé A = (1, 2, 3, 4, 5]

Le tE jeté A bashkisi n elementEshe nga t& cilét formojmé variacionet pa pérséritje t€ klasés k. Secilivariacion

i tillg, 5i element i bashkesisé éx.r!l“--_xd..idlﬁk-ﬂt:ruﬂjtnr{n.,El.._.n.:l.hl.u,,n,._.alEj_
k herd
Numri i gjitha variacioneve té tilla, pa pérséritje, té klasés k prej n elementeve shénohet me V* dhe ky

® Elementi o, né pozicionin e paré mund té jeté cilido element i bashk#sisé A_ Pra, elementi a, mund t&
pérzgjidhet né o mémyra.

* Pér cilindo element t& perzgjedhur a, né pozicionin e paré, elementi a, n€ pozicionin e dyté mund t8
pérzgjidhet nga m — 1 elementet & mbetur (ai dohet t# jeté i ndryshém nga a, ).

® Pra, dy elementet e paré mund t& péregjidhen né min — 1) ményra.

* Pasi pérzgjidhen elementet @, dhe a, nE dy pozicionet e para, elementi a, né pozicionin e treté mund
té perzgjidhet nga n — 2 elementet e mbetur (ai duhet t# jet# i ndryshém nga a, dhe a,). Kjo do té thoté
se koy element mund tE pérzgjidhet né n — 2 ményra.

=  Nga kétu, tre elementet e paré mund t& pérzgjidhen né gjithsej n(n— 1) (n— 2) ményra.

* Procedurén mund ta vazhdojmé né ményré t& njgjté derisa t& plotésojmé gjitha k pozicionet. Ng
ményTe induktive, mund té pérfundojmé se nomri i pérgjithshém i gjitha pérzgjedhjeve t& mundshme,
d.m th, numri i pérgjithshém i variacioneve pa pérséritje t& klasés k prej n elementeve Eshté

Vi =n-(n-1)-(n—2)-...-(n—(k—1)).

1 Mbani mend!

* Prodhimin e n numrave t& paré natyror e shénojmé, shkurtimisht, me simbolin &), kurse e lexojmé
"n-faktoriel”.
s Pra,
wl=n-fn-1)-fn-2-.-2-1L

def def
Me pérkufizim, marrim 11=1, dhe 0!=1.

Pérshembull 21=2-1,31=3-2-1,#1=4-3-2-L

Duke pérdorur kété shénim, formula pér pércaktimin ¢ numrit t variacioneve pa pérséritje mund t#
shkruhet edhe si

Vi =n-(n-1)-(n—2)-..-(n—{k-1))
_n-(n=0)-(n—-2)-..-(a—(k—1))-(n—k)-(n—k-1)-...-2-1 _ n!
(n—k)-{n—k=1)-...-2-1 {m—k)!




4.7 VARIACIONERP PERSERITIE

-1 Mbani mend! -

Mumeri | pérgjitheh&m i variacioneve pa pérséritie té klasés k prej n elementeve (k = n) mund t&
llogaritet me formulén:

e e
V., =n-(n—1}-(n—2)-_. {H lf}'

— Shembulli 2,

Sa numra katérshifroré mund t€ ndértohen duke shfrytézuar shifrat prej 1 deri 9, nése numrat e for-
muar gjitha shifrat | kang t& ndryshme?

Zgjidlje:

Megenése numrat katErshifrorg dubet t'i kené shifrat ¢ ndryshme, numri i pérgjithsh#m i numrave
té tillE katérshifroré, t& ndértuar nga shifrat prej 1 deri 9. do t# jeté, né fakt, numri i variacioneve pa
pérséritje i klasés 4 prej 9 elementeve, pra

V=

9]
(9—4)1

=0-8-7T-6=3024

Detyra 2
Sa numra peséshifroré, me shifra t& ndryshme, mund t2 formohen me shifrat prej 1 deri 92

— Shembulli 3 ,

Sa numra peséshifrorg, me shifra t& ndryshme, mund t2 formohen me shifrat 0, 1, 2, ... 92
Zgjidhje:

* Fillimisht, duhet t& pirmendim se numri nuk guxon té filloj me shifrén 0. Pér shembull, 01234
nuk &shté numér peséshifror — Eshté katérshifror. Prandaj, g t€ fitojmé gjithé numrat e kérkuar
peséshifror, sipas kushteve té detyrs, nga numri i pérgjithshém i variacioneve t€ klasés s& 5 prej
10 elementeve (shifrave), dohet t& largojmé ato variacione g€ fillojné me shifrén 0.

» Numriipérgjithshémivariacioneve pa pérséritjei klasés 5 prej 10 elementeve éshtg V,, = — = 30240,
- Humtmrmmmpapuwr@cq:fﬂhjmmzuhl&mﬂmnmitpﬂmkmhetdnh!ﬁkmu
m&mﬂmpmmmemmhmpnmmmhflphmum&ﬂpujl

dﬂ19.Numn1pﬂgpthahun1mtﬂn]hdute]euF‘_ﬂ ) - 3024,
* Pérfundimisht, numri i pérgjithshém i nomrave peséshifroré me shifra té ndryshme do t€ jeté

Vi, — Vo' = 302403024 =27216.




TEMA4 ELEMENTE TE PROBAMLITETIT

Detyra 3
Sa ka gjithsej numra gjashtEshifroré, me shifra t& ndryshme, g# mund tZ formohen prej shifrave 0, 1,2, ... 9
e gé nuk fillojné me shifrén 1 ose 2.

~Shembulli 4 ,

NE 9 letra jan# shénunar shifrat prej 1 deri 9, ashtu g€ n# njé letér ka t& shénuar vetém njé shifér. Letrat
pérzihen mirg, ¢ mé pas prej tyre térhigen 4 sosh, njéra pas tjetrés, dhe renditen sipas radh#s & jané
térhequr. Né sa ményra mund té béhet térheqja e letrave ashtu qé té fitohet numér cift katérshifror?
Zgjidhje:

* (ijaté ¢do térhegjeje tF 4 letrave dhe renditjes s tyre sipas radh#s s térhegjes fitohet njé variacion
pa pérséritje i klasés 4 prej 9 elementeve. Mirépo, kérkojmé vetém ato variacione pa pérséritje gé
na japin numér ¢ift, d. m th. nomrat g mbarojné me shifrat 2, 4, 6 ose 8.

* Nése né pozicionin e fundit fiksojmé shifrén 2, atéheré tre poricionet paraprake mund 2 plotEsohen
me 8 shifrat e mbetura (1, 3, 4, 5, 6,7, 8, 9) né U::{ﬂﬂlﬁlt:ﬁsm_

® Nese né pozicionin e fundit fiksojmé shifrén 4, atfher# tre pozicionet paraprake mund té
plotésohen me 8 shifrat e mbetura, gjithashtu, ng 336 ményra.

* [ njéjti numér ményrash fitohet edhe nése né pozicionin e fundit fiksojmé shifrén 6 ose 8.

*® Pra, kemi katér ményra pér pérzgjedhjen e shifrés né pozicionin e fundit {pozicionin e njesheve)
dhe per ¢do perzgjedhje 1 kitsaj shifre, tre pozicionet paraprake mund t2 plotesohen n# 336
ményra. Mga e gjithé kjo, del se numri i pérgjithshém i numrave katérshifroré ¢ift, t2 formuar
me shifrat prej 1 deri 9, &sht® 4.V =4-336=1344.

Detyra 4

Sa numra treshifroré t8 ndryshém mund té formohen nga shifrat prej 2 deri 8, nése:
a) shifrat mund té pérsériten;
b) numrat jané t& ndértuar me shifra t& ndryshme?

— Shembulli 5 ,

NE njé antobus nE t cilin ka 7 ulése t€ lira, futen 5 persona. NE sa ményra mund t€ ulen ata n# kéto
ulése tE lira?
Zgjidhje:
* Secili person zgjedh njérén nga uléset, nga gjithse] 7 prej tyre. Sigurisht, me marréveshje, nuk
Eshté e lejueshme g mé shumé persona t2 ulen né njé ulése.
*  Prandsj kemi t€ b&§jmé me variacione pa pérséritje t klasés 5 prej 7 elementeve dhe numri i kérkpar
i ményrave se 5i kita persona mund t& ulen né kéto ulése éshté v = i =7-6-5-4-3=25M0.

(7-51




Detyra per ushtrime!

|
| Uoguitai a) 75  b) 4k ::-%.

|
I
|
2. Llogaritni: a) V: b) V.. :
3. Zgjidhni ekuacionin me t& panjohurén n: I
2) Vi=75 b) 9-V7=5-V)s o VI'+V)=9.V); @ 5.0]7=V. |
4. NE njé harté gjeografike jang paragitur 4 shtete dhe secili prej tyre mund £ ngjyroset me |
njérén nga 9 ngjyrat e dhEna NE sa ményra t ndryshme mund t2 behet ngjyrosja e tyre, nése |
shtetet ngjyrosen me ngjyra t& ndryshme? |
5. Sa é&shté numri i gjithé numrave peséshifroré té ndértuar me shifra & ndryshme e g¢ |
pérfundojné me 677 '
6. Sa delegacione me tre anétaré mund t# formohen nga 12 persona. nése secili delegacion :
pérbéhet nga presidenti, sekretari dhe arkétari? :
7. Caktoni numrin e gjithe numrave katérshifrorg g8 mond 1€ shkruhen me shifrat 0,1, 2, 3,4, |
5, 6 dhe 7, nése shifrat ok pérsériten? |
B, NE njé biblioteké ka 5 lexues dhe 8 libra t& ndryshme. Secili lexues pérzgjedh njé libér. Me |
marréveshje, njé libér mund t& pérzgjidhet vetém nga njé lexues. NE sa ményra mund t& béhet :
shpérndarja e kétyre librave? |
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TEMA4 ELEMENTE TE PROBAMLITETIT

4.3 PERMUTACIONET

— Rilmjtom!

Cka &shté variacioni me pérséritie i klasés k prej n dementeve dhe clka &sht# variacioni pa pérséritje i
klasés k prej n elementeve.

| Aktivitet
Shkruani gjith? numrat treshifroré, me shifra t€ ndryshme, g8 mund t& formohen nga shifrat 1. 2 dhe
3. Sa &sht& numri i tyre?

Véreni s¢ numrat ¢ kEdoar treshifrore jang, n# fakt, giitha variacionet pa perséritje t€ klass 3 prej 3

1
elementeve. Mumri i pérgjithshém i tyre Eshté '.":= 3 =3!=6. Numrat ¢ kérkuar jang: 123, 132, 213,

—[Mhnuimand!;

Variacionin pa pérséritje t& klas&s n prej n elementeve & quajmé permuitacion pa pérséritje praj n
elementeve.

- Shembulli 1

Le t'i formojmé gjitha permutacionet pa pérséritje prej elementeve a, b, ¢ dhe d. Véreni ményrén e
formimit & -

abcd abdc achd acdly adbc adch
bacd badc bead bcda bdac bdca
cabd cadhb chad chda cdab cdba
dabe dach dbac dbca deab decba

Véreni se permutacionet jané renditur sipas radhés alfabetike (leksikografike). Po ashtu, numér i njéjté (nga
6) permutacionesh fillojné me secilin nga elementet e dhéna.

- Mbani mend!

Permutacionet jané lloj i vegants i variacioneve, prandaj pasi shpérndarja (renditja) e elementeve
ka réndési te variacionet, kjo shpérndarje &shté e réndésishme edhe te permutacionet,
perkatésisht shpgrmdarjet e ndryshme t& elementeve japin permutacions t& ndryshme.



A APERAUTACIONET

Numrii permutacioneve pa pérséritje prej n elementeve shénohet me P, Nga pérkufizimi i permutacioneve
pa perséritje prej n elementeve pérmes variacioneve pa perséritje prej n elementeve, pér P, fitojme:
n!
— .=—= ‘

- ] {H _H'J'I.

—[Mhn.u.i I]]E[lli'.f

Mumri | permutacioneve pa pérséritje prej n elementeve Eshté nl.

~ Shembulli 2 ,

MNé sa ményra, gjithsej, mund t& renditen 4 libra t8 ndryshém né njé raft, nése renditja e librave ni raft
Eshi e rendésishme?

Zgjidhje:
Secila renditje e katér librave mund t£ konsiderohet si njé permutacion pa pérséritje prej 4 elementeve,
Mga kiftu, numri i kérkuar i renditjeve té librave né raft do & jeté P, = 41 = 24.

Detyra 1
ME njé shporté ka 7 fruta: njé mollg, njé dardhé, njé pjeshké, njé banane, njé ananas, njg limon dhe njé
portokall NE sa ményra frutat mund t'u ndahen 7 fémijéve, pa i preré ato.

— Shembulli 3,

a) Sa numra katérshifroré me shifra t¢ ndryshme mund t2 formohen me shifrat 2, 3, 4 dhe 52

b) Sa prej tyre fillojné me shifrén 47

c) MNE sa nomra 4 éshtE shifra e paré, kurse 3 &shté shifra e dyté?

Zgjidhje:

a) Numra katErshifroré, me shifra té ndryshme, g& mund té formohen me shifrat e dhéna, gjithsej
ka sa permutacionet pa pérséritje prej 4 elementeve. Késhto, kemi gjithsej P, = 4! = 24. numra t&
tille.

b) NEse shifra 4 fiksohet né pozicionin e paré (pozicioni i mijésheve), tre pozicionet e tjera duhet t&
plotésohen me tri shifrat e mbetura, prandaj numri i mundésive &shté sa numri i permutacioneve
prej 3 dementeve P, = 31 = 6.

c) Nése fiksojmé 4 né pozicionin e paré dhe 3 né pozicionin e dyté, atéheré dy pozicionet tjera
plotésohen me dy shifrat e mbetura. Nga kéto, numri i mundésive gshté P, =21 = 2.
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~ Shembulli 4 ,

(ili Eshté permutacioni i 243 me radhé i ndértuar nga elementet a, b, ¢, d, e dhe f?

Zgjidhje:

permutacionesh fillojng me secilin nga 6 elementet e dhéna,

* Nuomri i pérgjithshé#m i permutacioneve pa pérséritje prej 6 elementeve &shté F, = 61 = 720. Kjo
do tE thot, me secilin element fillojng 120 permutacione.

* Pra, me a fillojné 120 permutacionet ¢ para, me b fillojng 120 permutacionet e radhés, d.m.th.
permutacionet me numér rendor prej 121 deri 240,

* Permutacioni i paré qé fillon me elementin ¢ ésht# permutacioni i 241. Ai &ht# permuotacioni
cabedf. Pas tij shté permutacioni cabdffe {me numér rendor 242). Prandaj, permutacioni i kfrknar
i 243-t€ do t& jeté permutacioni cabedf.

5 Aktvitet

Shkruani gjitha permutacionet pa pérséritje me elementet @, a,, a, b Pastsj né secilin prej
permutacioneve merrni zévendésimin a, = @, = a4, Nga sa heré do t& paraqitet renditja e njgjté e
elementeve, d m th. permutacioni i njgjte?

- Mbani mend!

Le t& jené a,, @y, . , 3 k demente té ndryshme. Cdo shpémdarje ¢ ndryshme I a, paragitet n, heré,
@, paragitet n, heré, _., a, paragitet n, heré (m, + n, + ... + m, = n) quhet permutacion me pérséritje prej
n elementeve i lojit (1, 1y, ... 7.

Tani le ta gjejmé numrin ¢ permotacioneve me pérséritje prej n elementeve né té cilét njé element (pér
shembull, elementi a) paragitet m heré, kurse gjithé elementet ¢ tjeré vetém nga njé heré, d. m_th. numrin e
permutacioneve prej n elementeve t& lojit (m, L .. Nlum+ 1+ ..+ 1=n
* Fillimisht, secilén prej m paragitjeve té elementit a le ta konsiderojmé si element t8 ndryshém,
pérkatésisht marrim se né permutacion paragiten elementet a,, a,.. . .. . té cilét do t& jené té ndryshém
mes veti dhe t& ndryshém nga elementet e tjeré té permutacionit. Atéheré do té kishim permutacione
pa pérséritje prej 1 elementeve. Numri i tyre Eshté !
* Nése, mé pas, zévendésojmé a, = a, =... = a4, = a, disa nga permutacionet do t& jené t€ njéjta. Me t&
virteté, secili permutacion do t pérséritet m! heré (kur m elemente @ permutojné né m pozicione).
* Nga kétu, numri i pérgjithshém i permutacioneve me pérséritje, i lojit (m, 1, ..., 1), prej n elementeve
do té fitohet me pjesétimin e n! me ml




A3 PERMUTACIONET

-1 Mbani mend! -

Mumyri | permutacioneve me pérséritie prej v elementeve né 8 cilét njéri element pérséritet m herg,
kurse elementet & tjeré paragiten saktésisht vetém nga njé heré, shénchet me P (m, 1...., 1) dhe
llogaritet me formulén

m!

Pm.1, 1=

m!

Detyra 2

Sa numra peséshifroré mund t& ndértohen me elementet 1,2,2,2, 2,3, 4.

Duke rezonuar s mé sipér, formula e momrit t8 permutacioneve me pérséritje t& lojit (m, L ..., 1) prej i

elementeve, mund té pérgjithésohet né formulén e permutacioneve me pérsérite t lojit (my, My .o.o 1) prej
n elementeve.

~ Mbani mend!

Numiri | permutacioneve me perseritje, | lojit (n,, fay o 1), pre] m elementeve. bun, + no 4+ 1=
n, logaritet me formulén:

r!
Pimny.....m )= m
-~ Shembulli 5,
Sa permutacione & ndryshme mund té ndértohen nga flala BARABA?
Zgjidhje:

ME kété fialé shkronja B paragitet 2 herg, shkronja A paragitet 3 heré, kurse shkronja R vetém 1 heré.
Nga kétu, pumri i permutacioneve t& ndryshme me pErséritje, & Uojit (2. 3, 1) éshté

&!
3‘.-['1-3-.1]'=m=ﬂ.1

- Shembulli 6 ,

a) 5a numra shtat#shifror# mund t# formohen me shifrat 1, 4 dhe 8, nése shifra 1 paragitet 4 herg,
shifra 4 paraqitet 2 heré dhe shifra B paraqitet vetém 1 heré?
¢) Sa prej permutacioneve fillojné me 417
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Zgiidhje:
a) MNuomri i pérgjithshfm i numrave shtatEshifror 1€ ndértuar me nga 4 njéshe, 2 katérshe dhe 1
sche EhiE
A T i

b} MNeése né poricionin e paré e fiksojmeé shifrén 4, ateheré & pozicionet e tjera dubet té plotéschen
me 4 njésha, 1 katérshe dhe 1 tetEshe. Numri i pérgjithsh#m i numrave t# tillg shtatéshifroré
gshte

6l
P lj=——=31.
A=
¢) Ashtu si né piken b), nése dy pozicionet ¢ para i plotéscjmé me “41%, 5 vendet tjera duhet t
plotEsohen me 3 njgsha. 1 katfrshe dhe 1 tetéshe, prandaj numri | krkuar i numrave t2 tillé
shtatéshifroré do té jeté
_ 3
F:{?-,Lu——mm 20.

Detyra 3
Caktoni numrin e gjitha permutacioneve té ndryshme me pérséritje & mund té fitchen nga fiala PASARELA

Detyra 4

NE njé shitore pér veshmbathje shiten bluza t& madhésive t& ndryshme: t& vogla (5), t8 mesme (M), té médha
(L) dhe shum# té médha (XL).

NE depo ka 2 bluza t& madh#sisé 5, 3 t&8 madhgsisé M, 4 t& madhésisé L dhe 1 t& madhésisé XL. NE sa ményra
t& ndryshme mund té realizohet radha e shitjes s gjitha bluzawve, nése bluzat e t& njéjtés madhési konsiderohen
1 padallueshme, 1 njéjta?

— Shembulli 7,

MNE sa ményra mund t& shpérndahen né tavolinén rrethore k persona nése nuk &shté ¢ réndésishme se
kush ku ésht# ulur, por vetém renditja sipas sé cilés jané shpérndaré?

Zgidhie:

Véreni se té dy shpérndarjet e dhéna né figuré jané t& njéjta. 'E' @

Q€ té fitohen gjitha shpérndarjet e mundshme, mjafton njéri @ @ m @
nga personat té fiksohet né njé ulése. kurse té tjerét té shpérmn-

dahen né gjitha ményrat ¢ mundshme né wléset ¢ mbetura. @ @
Numri i permutacioneve pa pérséritje prej 3 elementeve Eshté

Po=31=g

Véreni se k persona mund té shpérndahen rreth tavolings rrethore né (k - 1)! ményra. Me t& vérteté, njé
person e fiksojmé né njé ulése, kurse t& tjerét i shpérndajmé né gjitha mémyrat e mundshme.



|
|
| L. Pesé mysafiré kalojn natén n njé hotel i cili ka 5 dhoma. N sa ményra mysafirét mund 8 |
| zéné dhomat, nEse né asnjérén prej dhomave nuk lejohet mé shumé se njé mysafir? |
| 2. Pérndjekjen e njé manifestimi shkollor n# rreshtin e par€ jané rezervuar 7 ulése per drejtorin =~ |
: dhe & mesimdhéngs nga okipi drejtues i shkollés. NE sa ményra mund 1€ ulen personat ng :
| fjalg, nE uléset e rezervoara, nése drejtori ulet giithmong né ulésen né mes? |
| 3. Me ¢do renditje t# katér girinjve (i bardhé, i kug, i gjelbér dbe i kaltér) nE njé tavoling, ngae |
[ majta nE t& djathté, jepet njé sinjal. Sa sinjale t€ ndryshme gjithsej mund t& jepen? I
| 4. Safjalét® ndryshme mund té formohen me germat e faléve: :
| ﬂ-] Imm '|J|,'I m |
| 5. Gjenipermutacionin e 51-t& me radhé 1€ germave t€ fjalés LIBER, nése permutacioni fillestar |
| fitahet sipas radhitjes alfabetike t& germave t& kisaj fiale. |
| 6. Sa numra tetéshifroré mund t formohen me shifrat 1,2,2, 3,3, 3,4, 42 :
| 7. Sa numrs gjashtéshifroré mund té formohen me shifrat 1, 1, 0,0, 0, 27 |
| 8. N&saményra+4 baloné t& kug, 3 t& kaltér dhe 3 1€ bardhé mund t'u ndshen 10 femijéve, nése |
; gshté e réndésishme edhe ngjyra ¢ balonés g e merr secili fémijé? !
| 9. NE njé grup prej 6 personash vetém dy prej tyre njihen mes veti. Né sa ményra mond 8 |
: vendoset ky grup, n tavoling rrethore, ashin g personat g njihen t€ jené gjithmoné prang :
njiéri — tjetrit?
| 10.Nénjé uziné shiypen 15 etiketa ne simbolet , b, ¢ ¢, &. Duhet té shtypen: 5 etiketame simbolin |
| a, 3 etiketa me simbolin b, 3 me ¢, 2 me ¢ dhe 2 me d. Etiketat radhiten né varg. NE saményra |
| mund t& radhiten kéto etiketa? |
I |
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4.4 KOMBINACIONET

—  Aktivitet

Me nxEngsit A, B, C, D dhe E duhet t& formohet njé ekip prej dy nxénsish t& cilét do t& marrin pjesé
né njé turne shahu. Né sa ményra mund té formohet ekipi? A jané ekipet {A, B} dhe (B, A} ekipe t&
ndryshme?

~ Shembulli 1,

Esht# dhéné bashkésia A = [a, b, ¢, d}. Caktoni gjitha nénbashkésité e kssj bashkésie me nga 3 ele-
mente. A Eshté e réndésishme renditja e elementeve né njé nénbashkési, d mth. a thoa shpémdarjet
ndryshme japin nénbashkesi t& ndryshme?
Zgjidhje:
Nénbashkésité e bashkésisé A me nga 3 elemente jané:

la. b dy {a. b d), {a.c.d) bed)

VEreni se shpérndarja e elementeve nuk Esht? e réndésishme. PEr shembull, {a, b, ¢} dhe {b. a, ¢} jang
e njéjta bashkesi.

- Mbani mend!

do nénbashkesi prej k elementeve e bashkésisé me n elemente quhet kombinacion pa pérséritje i
kasés k prej n slementeve.

E réndésishme!

* (do kombinacion i klasés k prej n elementeve Eshté njé nénbashkiési me k elemente e bashkésisé s&
dhéné me # elemente,

* Shpérndarja (renditja) e elementeve né njé kombinacion nuk Eshi# e réndésishme, d_m.th. renditjet e
Irvshme t& ¢l 4 njEjta n& njé nénbashkisi japin kombinacionin ¢ njEjE

* Pasi kombinacioni pa pérséritje éshté bashkési, pér shenimin ¢ kombinacioneve do t'i pérdorim
Kllapat ¢ médha (). né vend té kllapave t vogla ().
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~ Shembulli 2 ,

Sa bugeta & ndryshme me nga tri lole mond t& aranzhohen nga lolet e trendafilit. lales, zambalot,
gerberes dhe krizantemés, nése buqetat pérmbajné t shumtén nga njé lule t& secilit lloj?

Zgjidhje:

Shpémndarja e huleve nE njé buget? nuk &hté ¢ réndésishme, kurse bugetat duhet t& pérmbajng 3
lloje t& ndryshme £ luleve. Prandaj kemi t# b&jmé me kombinacione pa pérséritje té klasés 3 prej 5
elementeve. Mése shfrytézojmé shkurtesat: T (tréndafili), L (lale), Z (zambaku), G (gerbera) dhe K
(krizantema).fitojme bugetat névijim:

(LLZL (TLGhATL KL (TZG) (TZ.K), [TGEK) (LG {LZEK] [LGELZGK]

Numri i pérgjithshém i bogetave t8 ndryshme, d m.th. numri i pérgjithshém i kombinacioneve pa
pérséritje i klasés 3 prej 5 elementeve shté 10,

Le té pércaktojmé numrin ¢ kombinacioneve pa pérséritje té klasés k prej n elementeve.

» Numri i gfitha variacioneve pa pérséritje t& klasés k prej n elementeve Eshté VY,

® Nga ana tjetér, nése pérzgjidhet njé kombinacion pa pErséritje i klasés k prej n elementeve, atij do
t'i pérgjigien, korrespondojné, k! variacione t¢ ndryshme pa pérséritje té klasés k prej n elementeve,
qgé fitohen me renditjet e ndryshme té elementeve. Per shembull, kombinacionit [a, b, o} i pErgiigien
variacionet (a, b, c), (@, c, b), (b, a. c), (b, ¢, a), (c. a, b), (c. b, a) (gjithsej 6 = 3! variacione)

* Nga kitu, numri i pérgjithshém i kombinacioneve pa pérséritje té llasés k prej n elementeve fitohet kur
numri i pérgjithshém i variacioneve pa pérséritje t klasés k prej n elementeve pjesétohet me k.

. Mbani mend!

Mumiri i pérgjithsh&m i kombinacioneve pa pérsértje t& klasés k prej n elementesh shénohet me l:.f
dhe pércaktohet me formulén:

_nt
€= Eln—k)

— Shembulli 3,

5 djem dhe 7 vajza duhet t& formojng njé ekip me 6 anétaré. NE sa ményra mund t& béhet pérzgjedhja
DEse:

a) nuok ka kufizime pér numrin ¢ kandidatéve t& secilés gjini:

b} né ekip duhet t& keté saktésisht 2 djem;

) né ekip duhet t& ket saktésisht 4 vajza
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Zgjidhje:
Gjithé anétarét ¢ ekipit jané t# t€ njEjtit rang, prandaj renditja e tyre nuk ka réndési. Kjo tregon s¢ kemi
t€ b&§fmé me kombinacione.

a) Nése muk ka kufizime pér gjininé, ateheré kemi kombinacione t& klasés 6 prej 12 elementesh,

prandsj numri i tyre Eshté c,:,_ﬁ!{g’ 57 =924 mundesi 1€ ndryshme t formimit 1€ ckipt

b) Mese numrii djemve nE ekip duhet tE jeté saktEsisht 2, atéhers numri i vajzave do tE jeté 4. Nga

]
5 djem, 2 prej tyre mund té pérzgidhen né E:=1H: i

Pér cdo pérzgjedhje té2 djemve, 4 vajza (nga 7 prej tyre) mund té perzgfidhen né C; = 4!{._, 4}1
ményra. Nga kftn, numri i pérgjithshém i mondésive t8 formimit t2 ekipit sipas kushteve t& detyrés
Eshté

=10 ményra.

C; -C =10-35=350.
) NE ekip do t€ ket té paktén 4 vajza né rastet né vifim:
* 4 vajza dhe 2 djem (numri i mundésive &shté C -C; =35-10=350);
* 5vajza dhe | djalé {nomri i mundésive Eshig C; -C, =21-5=105);
= & vajza dhe 0 djem (numri i mundésive eshté (7 -y =7-1=7).

Pra, nomri i pérgjithshém i mundésive pér formimin e ekipit me t paktén 4 vajza Eshté

O -0+ -Ch +C5 -Cy =350+105+ 7 =462

Detyra 1
Ana ka 10 libra té palexuar né bibliotekén e saj. Né pushime déshiron t& merr 3 prej tyre. N sa ményra

-1 Mbani mend! -

Numwi i kombinacioneve pa perséritie C° shénohet me [;J dhe lexohet n mbi k. pra, ¢* =[:]

Pér ¢do numér natyror n, jané t& sakta barazimet né vijim:

HL n! _ _my ! _ _m}_ nl _
E‘n_[ﬂ]_i}!{n—-ﬂ}!_l' E:_[n]_n!{n—u]l_L C:_[l]_ll[n—ljl_"_




A AKOTBINACIONET

~ Shembulli 4,
Vértetoni se Cf =+
1
_ " _ n! _
G= kliin—k)! (n—kNn—{n—k))! G
~ Shembulli 5 ,

N& njé lulishte ka lnle tréndafili dhe krizanteme. Sa bugeta t&8 ndryshme mund & formohen me nga 3
lule, nése né bugeta mund t£ keté mé shumé hule té t2 njgjtit lloj? Pérshloruani bugetat e tilla.
Zgfidhje:
(’do buget? mund t& shihet si grup me 3 lule. Grupet ¢ mundshme jané

TTT TTK TEK KKK
Pra, numri i pérgjithshém i grupeve (bugetave) té tilla Eshté 4.

— Mbani mend!

Cdo grup prej k elementesh nga bashkésia me » elemente, né t& cilin elementet edhe mund t&
persériten, quhet kombinacion me pérséritje i klasés k prej n elementeve.

Véreni se né njé grup shpémdarja, renditja, ¢ elementeve nuk éshté e réndésishme, prandsj edhe te
kombinacionet me pérséritje té klasés k prej n elementesh renditja & elementeve nuk Eshté e réndésishme.
Kjo do té thoté g shpérndarja e ndryshme e elementeve té dhéna jep kombinacionin e njéjté me pérséritje.

— Mbani mend! ,

Murmiri i gjitha kombinacioneve t& ndryshme me pérséritje t& klasés k prej = elementesh shénohet
me Ef dhe ky numiér llogaritet me formulén

— n+k—1
a=c. ="}

NE detyrén paraprake numri i bugetave t& ndryshme me nga 3 lule g8 mund té bhen nga 2 lloje lnlesh g
kishte lulishtja sht? a:.,;;m:[;]:{
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TEMA4 ELEMENTE TE PROBAMLITETIT

— Shembulli 6 ,

NE njE Embéltore ka akullore me shije qokollate, vaniljeje, luleshtrydheje, arre, lajthie dhe limoni. 5a
porcione t2 ndryshme me nga tre toptha akulloreje mund t£ pérgatiten nése:

a) I gjithe topthat nE njé porcion kané shije t& ndryshme;

b} né porcion mund té ket# edhe toptha me t& njéjtén shije.
Zgjidhje:
Renditja, shpérndarja, ¢ topthave t# akullores né nj porcion nuk ka réndési, prandaj kemi t& b&imé me
kombinime t& klasés 3prej 6 elementesh. NE rastin e paré behet fals pér kombinime pa pérséritje, kurse
né rastin e dyté behet fjolé pér kombinime me pérséritje.

o L T R Wy =ﬂ]= 8l ...
al C; [3} e 20. ) G =Caus [3 M

Detyra 2
NE sa ményra mund t€ zgjidhen 4 karamele nga 5 shije t£ ndryshme, nése lejohet t& pérzgjidhen mé shumé
karamele me € njEjtén shije?

— Shembulli 7 ,

Pér njé garé duhet té zgjidhet njé juri me 3 anétaré prej 6 kandidatéve t& mundshém. Nga kita duhet t&
zglﬂ:l.!tn‘]ih'r!t&rlplnu '_dhcdrintm.lt_ £ i€ jurisé. Dy anétarét e jurisé "h.nEtin}:jll.n"" rang.

NE sa ményra mund té formohet kjo juri?

Zgidhje:

® 5 pari, numri i ményrave pér t¢ zgjedhur kryetarin e jurisé éshté C} =6.

* Pér ¢do zgjedhje té kryetarit, mbeten 5 kandidaté, nga t€ cilét duhet té zgjidhen 2 anétaré.
Megenése dy anétarét kané té njéjtin rang, renditja e tyre nuk ka réndgsi. Prandaj béhet fjalé pér
kombinacione pa pérséritje prej 5 elementesh té klasés 2. Numri i pérgjithshém i pérzgjedhjeve
té tilla &shté C; =10.

- andq'.mmn'ipﬂgﬂhd!m’ ji Em i mémyra Hp&ﬁ!g}!dhm’ njih?ﬁa:dhcdjram' '{,mtt&n}qtm""
rang) Eshté:
C,-C; =6-10=460.

Detyra 3
NE mesin ¢ shtaté kandidatéve pér dy vende £ lira pune né njé kompani ka tre meshkuj dhe katér femra. Ng
sa ményra mund té plotésohen dy vendet:

a) me dy kandidaté té cfarédoshém?

b) me dy femra?

.1“



1. Shlouani tZ gjitha kombinacionet pa pérséritje t klasés 4 nga elementet & bashkisisé
A=(ab.cdej.

2 Logsritmi 2) ¢ B €5 o C-C ;}%,

3. Ng sa ményra mund t& zgjidhen 5 nga & libra?

4. NE sa ményra mund t& ndahen 24 persona né dy grupe me nga 12 persona?

5. Ne sa ményra mund t& ndahen 16 nxénés dhe 20 nxénése né dy klasa, né ményr g secila
klask t ket# 8 nxEngs dhe 10 nxEnése?

6. Pesé vajza dhe gjashtE djem jan nominuar pér zgjedhjen ¢ misit dhe misterit t& mbrémjes sé
maturés. NE sa ményra mund t& pérzgjidhet misi, misteri dhe dy shoqérues, nése shogéruesit

nga 3 shénjues, né ményré g té tre shénjuesit t& keng ngjyra té ndryshme. Sa paketime t
ndryshme mund t& pérgatiten?
8. Njé trajner ka 11 lojtaré ng lojé dhe duhet t& péragjedh 5 prej tyre pér & gjuajtur penaltité né
fund & ndeshjes, e cila ka pérfunduar me barazim. Ng sa ményra mund ta bjé keté pérzgiedhje?
9. 5a kombinacione t# lotaris# ‘7 nga 37" dohet tZ plotésohen pér té garantoar fitore t€ sigurt?
10.5hkruani té gjitha kombinacionet me pérséritje té klasés 4 nga elementet e bashkésisé
A={a b
11.NE njé shitore lulesh ka lule me pesé ngjyra té ndryshme: t& kuge, t& bardha, blu, rozé dhe t&
verdha NE sa ményra mund t€ formohet njé bugeté me 5 hule, nése:
a) té gjitha lulet jan me ngjyra t& ndryshme;
b) né bugeté mund té keté edhe lule me t& njéjtén ngjyré.

|

I
| |
I I
| |
I I
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
l mund t'i pérkasin cilésdo gjinie? I
: 7. NE njé depo ka shénjues né 7 ngjyra t& ndryshme. Punonjésit duhet t'i paketojné né kuti me :
| |
| |
| |
| |
I I
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
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TEMA 4 ELEMENTE TE PROBATILITETIT

4.5 DISA DETYRA TE KOMBINUARA

- Rikujoni!

®  (ka Eshté variacioni, permutacioni, kombinacion®
» Shpérndarja (renditja) e elementeve te kombinacionet nuk éshté e réndésishme, kurse te variacionet
dhe permutacionet — shpérndarja e elementeve ka réndési.

Problemi mé i madh gjaté zgjidhjes s& detyrave nga kombinatorika &shté t£ konstatohet se pér cilén kategori
{(kombinacion, variacion ose permutacion) béhet fialé. Pérgjigien né kété pyetje mund a gjejmé duke
ndjekur algoritmin ¢ dhéné n diagramin né vijim.




Nése ndiekim algoritmin e paragitur né ményré skematike, procedura pér dallimin e kombiracioneve,

variacioneve dhe permutacioneve rrjedh me sa vijon:

» Fillimisht, parashtrohet pyetja: A Eshté ¢ réndésishme renditja e elementeve?

s Nese pergiigjia né kete pyetje éshté “jo", atéheré menjeheré mund té konstatojmé se behet fale per
kombiracione.

» MNéese pergjigja né kété pyetje &shté “po”, atéhers behet fijalé ose pér variacione ose pér permutacione,

varésisht nése renditen, shpérmdahen, gjitha elementet ose jo. Prandaj parashtrohet pyetja e radhés:
A renditen gjitha elementet?
* Nése pérgjigjja né kété pyetje éshté "po”, atéheré bahet fialé pér permutacione, né t& kundértén kemi
t& b&mé me variacione.
* Pasi té kemi konstatuar se pér cilén kategori (kombinacione, variacione ose permutacione) béhet
fialé, pyetja e radhés éshté: A pérsériten elementet?, e prej kétu konstatojmé nése kemi, pér shembull,
Variacions me perseritje ose pa perseritje.

— Shembulli 1 ,

NE sa ményra nga kutia me 15 lapsa mund t& perzgjidhen 9 prej tyre?

Zgjidhje:

A Eshté e réndésishme renditja, shpErndarja, e elementeve? Jo!

Pra, kemi t& béjm# me kombinacione. Elementet nuk pérsériten (asnjé laps nuk mund t# pérzgjidhet
mé shumé se njé heré), prandaj kérkohet numri i kombinacioneve pa pérséritje i klasés 9 prej 15 ele-

mentesh. Ky numér éshté
R L
q’_[i] TICE THa
Detyra 1

ME njé lotari marrin pjesé 10 bileta lotarie me fitime té ndryshme. Njé pjesémarrés térheq tre bileta lotarie,
né sa mémyra mund té fitojé tre cmime té ndryshme?

— Shembulli 2,

Mésuesi | matematikés i ka pyetur katér nxénés dhe i ka notoar me notat 2, 3, 4 dhe 5. Né sa ményra
mund £ renditen notat nEse:
a) tE gjithé jané notuar me nota té ndryshme;
b) nxénésit jané notoar vetém me 4 dhe 5.
Zgjidhje:
Vérejmé gé né fillim se renditja & elementeve (notave) shté e réndésishme. Renditja e ndryshme &
notave jep mundégsi t& ndryshme. Pra, béhet fjalé pér variacione ose permutacione.
a) ME kété rast renditen 4 nota t& ndryshme té katér nxénésve, prandaj béhet fjalé pér permuotacione
pa pérséritje prej 4 elementeve. Mumri i tyre shté P, = 41 = 24,
b) Mése té gjithé nxEnésit jané notuar me notén 4 ose 5, atéheré numri i mundésive té njé vierésimi
té tillé &shté sa numri i variacioneve me pérséritje i 2 elementeve (elementet 4 ose 5) i klasés 4,
dhe ky numér &shté i barabarté me F;:z*:m_




TEMA4 ELEMENTE TE PROBAMLITETIT

Detyra 2

Njé person ka harmaar PIN-in ¢ tij gjasht#shifroré pér gasje né logaring ¢ tij bankare eleltronike. Ai di g8
PIN-i i tij nE pérbérje ka shifrat 1, 2, 3, 4, 5, 6 si dhe g shifrat | dhe 6 nuk jang as nE pozicionin e paré as né
poziconin ¢ fondit. Sa tentativa dohet t€ realizojé g t& zbulojé PIN-in ¢ harmar?

— Shembulli 3,

Deeri n& pérfundimin ¢ Ligés s paré futbollistike njé ekip duhet 1 huajE edhe 7 ndeshje. Sipas logarive t&
trajnerit, minimumi i nevojshém i pikéve pér t& mbetur né ligé #shté 8 piké. NE sa ményra mund t# siguro-
het ky minimum pikésh nése fitorja jep 3 piké, barazimi - i piké dhe humbja - 0 piké® Té pérmendim se
kfrkohet t2 sigurohen saktEsisht 8 pike, ¢ jo mé shumé se ag.
Zgjidhje:
Minimuomi i dohur mund té sigurohet me sa vijon:

* 2 fitore, 2 barazime dhe 3 humbije;

* | fitore, 5 barazime dhe 1 humbije.
Le t& nenvizojmé se shperndarja e elementeve ka réndési. Shperndarja, renditja. e ndryshme e fitoreve
h:aﬂmmdl:hmhqulmm:huuud:ﬁhmzmshpundqudmﬂzm?pmﬂnm
nga té cilét disa elemente (fitore, barazim, humbije) jané té barabarté. Pra, behet fjalé pér permutacione
me pérséritje, edhe até, ng rastin e pare t&llojit (2, 2, 3), korse né rastin e dytg, t& lojit (1, 5, 1). Nga ke,
numri i pérgjithshém i mundesive Eshté

7t 71
P{I 13}1‘?{[ 1) CTRTET llE'l'

Detyra 3
NE njé shtyllé jané renditur 9 flamuj. Secila renditje. shpérmdarje. e flamujve paraget njé sinjal konkret. Sa
sinjale mund t& jepen me flamujt nése mes tyre ka 4 t& bardhé, 3 t2 kug dhe 2 t& kaltér?

— Shembulli4,

NE njé turne shaho jané luajtur 36 ndeshje. Sipas rregullave t turneut, secili shahist ka luajtur me
secilin nga njé ndeshje shahu. Sa pjesémarrés ka pas né turne?

Zgjidhje:

Le tE vérejmé se numri n i shahistéve g marrin pjesé né turne ésht i panjohur. Cdo ndeshje shahu
lohet mes dy shahistésh dhe cdo dy shahisté pérballen mes veti vetém nga njé heré, prandaj renditja e
shahistéve (né ¢do pérballje) nuk &shté e réndésishme. Pra, béhet fjalé pér kombinacione pa pérséritje
té klasés 2 prej n elementesh. Nga kitu, numri i pérgjithsh#m i pérballjeve té realiznara né turne éshté
CZ, kurse nga kushtet e dhéna né detyr#, ky numér Eshté 36. Fitojme

M_se  aln—1)_
C. =36 [EJ * I




Ekmacioni i fundit mé sipér, shndérrohet né ekuacion kuadratik o’ - n - 72 = 0. Pér zgjidhjet t& kétij

ekuacioni, fitojme:

= liﬂl'i —4-(-72) 1117
= 2 St
d.mth. s, =9, n,= 8. Megenése béhet fialé pér numrin & pjesémarrésve né turne, ky numér nuk
mund t# jeté negativ. Pra, numri i pjesémarrésve né turneun e shahut EshtE 9.

Detyra 4

NE sezanin e fundit 12 Lighs s& paré futbollistike t¢ Magedonisé jané lusjtur gjithsej 132 ndeshje. Sipas
rregullave t& ligés. cdo ekip luan me ¢do ekip tjetér nga dy ndeshje (njé si nikogir dhe njé si mysafir). Sa
ckipe luajné n Ligén e paré futhollistike t2 Magedonis#?

~ Shembulli 5 ,

Shgyrtojmé gashtéshet e ndértuara me shifrat 0, 1, 2. Té cakctohet numri i atyre gjashtésheve te t& cilat
shifra 2 gjendet né pozicionin e fundit (18 gjashte)?

Zgfidhje:

Meqenése béhet fjalé pér gjashtéshe, 8shté ¢ qarté se renditja e elementeve né ¢do gjashtéshe &shté & réndé-
sishme. Gjashtéshet jané t& ndértuara me shifrat 0, | dhe 2, prandsj &shtE e qarté se kemi t8 b&mE me varia-
cione me pérséritje té klasés 6 prej 3 elementeve. NE detyré kitkohen ato variacione gé né pozicionin ¢ fundit
kané shifrén 2. Numri i tyre mund té pércaktohet me sa vijon: nése né pozicionin e fundit e fiksojmé shifrén
2, atéher# pesé pozicionet paraprake mund t2 plotéschen ng V, =3 =243 ményra. Pra, kemi gjithsej 243
gjashtEshe sipas kushteve té detyrés.

Detyra 5
Shqyrtojmé shtatshet e ndértuara me shifrat 0, 1, 2, 3, 4. Té caktohet numri i atyre shtatésheve te t€ cilat
shifrat 1 dhe 2 zéné pozicionin e paré dhe t& dyté, respektivisht.

- Shembulli 6

$a diagonale mund té térhigen né njé dhjetékéndésh?

Zgjidhje:

Le ta shqyrtojmé bashkésing e kulmeve t8 dhjetékéndéshit. Nése njéri nga dhjeté kulmet lidhet
me 1€ tjerst, do 18 fitojmé gjitha disgonale dhe gjitha brinjét e dhjetskéndsshit. Cdonjéra nga lidh-
jet & dy kolmeve mund t& konsiderchet si njé kombinacion i klasés 2 prej 10 elementeve (renditja
¢ kulmeve nok &hté ¢ réndésishme, dy kolme pércaktojné saktésisht njé diagonale ose saktésisht
njé brinjé). Numi i pérgjithshém i diagonaleve dhe brinjéve iah:ic;‘.=[];]=ﬁ Megengse dh-
jetékéndéshi ka 10 brinjé, numri i pérgjithshém i disgonaleve do & jeté C2,—10=45-10=35,

Detyra 6
Sa diagonale mund t# térhigen né njé dymbédhjetékéndésh?




~ Shembulli 7 ,

ME njé raft duhet t2 renditen 7 libra. né mesin e té ciléve edhe dy véllime té njé romani. Né sa meényra
mund té renditen lihrat, nése dy véllimet ¢ romanit duhet t& géndrojné njéri prané tjetrit né ciléndo
prej renditjeve?

Zgjidhje:

Dy véllimet e romanit mund t# trajtohen si njé libér (pra, n# thelb kemi radhitjen e 6 librave) dhe,
kishtu, kemi dy mundgsi: t& jen# né radhitjen 1 — 2 ose 2 — 1 {véllimi i paré - véllimi i dyté ose véllimi i
dyté — villimi i parg). Nése vendosen né renditjen 1 - 2. atéherg numri i renditjeve té gjashtE librave né
raft éshté P, = 720. Numér t& njéjté té renditjeve fitojmé edhe kur véllimet e romanit jané né renditjen
2 - 1. Prandaj, numri i pérgfithshém i kérkoar i renditjeve t# librave, sipas kushteve t& detyrés, éshté

2. Py="2. M= 1440

———————————————————————

| 1. Ngapesé shifrat numra tek, formoben numra katérshifrore.

| a) Sa pumra katérshifroré mund té formohen?

| b) NE sa prej tyre shifrat jané & ndryshme?

: ¢) S prej tyre mbarojné me shifér té plotpjesétueshme me 32

| ¢) 5a prej tyre fillojng dhe mbarojné me shifér & njEjte?

[ 2. Né kampionatin botéror né hendboll marrin pjesé 16 reprezentacione. Né sa ményra mund
| té shpérndahen tri medalje (e arté, e argjendté dhe e bronzté)?

| 3. Njé aparaturé ka 8 susta té ndryshme té tabelés komanduese. Shtypja (me radhé) e 5 prej kityre
| sustave mundéson inicimin e njé aktiviteti té aparaturés. 5a aktivitete mund té inicichen né
| kété aparaturé?

[ 4. S5a permutacione té ndryshme muond té formohen me shifrat 0, 1, 2, ..., 9 né té cilat shifrat 2,
' 3 dhe 4 jané prané njéra - tjetrés né ciléndo shpérndarje t# mundshme?
| 5. Tre djem dhe tri vajza radhiten né rresht. Né sa ményra mund té realizohet radhitja, nése
| a) tre djemté dubet t& jené prané njéri - tjetrit?

' b) dy vajza pérkatése duhet t& jeng bashke.

| 6. Ngakuverta standarde e letrave té bixhozit merren vetém letrat me figura (fanti, mbretéresha,
| mbreti). Nga letrat ¢ vequara pérzgjidhen 3. Né sa ményra mund té pérzgjidhen té paktén dy
| letra me ngjyr i kuge?

| 7. Nénjé raft té bibliotelés jané 9 libra, prej té ciléve 7 jané libra matematike dhe 2 pér informatike.
: NE sa ményra mund té pérzgjidhen 4 nga kéto 9 libra ashtu & mes librave té pérzgjedhur té
| keté t& paktén njé libér nga informatika?

| 8. Né njé shitore ka 4 lloje petullash. Né sa ményra mund t£ blihen 6 petnlla nése llojet e tyre
I mund t& pérsériten?

|
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PERIMENTEFOTIE NGJARJET

4.6 EKSPERIMENTET DHE NGJARJET

—  Aktivitet

1. Realizoni eksperimentin e hedhjes s& zarit pér lojé dhe vrojtoni paragitjen e mumrit 2. A mund t&
thoni me siguri g gjate hedhjes sé zarit né sipérfaqen e sipérme do t& shfaget numri 2?

2. Perséritni eksperimentin e hedhjes s& zarit mé shum# heré dhe mum#roni sa heré shfaget numri 2.
Cfaré pérfundimi mund t& nxirmi né lidhje me shfagjen e numrit 27

-1 Mbani mend! -

Eksperimenti Sshité veprim ose aktivitet g realizohet pér t'u vrojtuar, matur ose hulemtuar ndonjg
feromen, sjellje & ndonjé sistemi ose procesi dhe & fitohen t& dh&na pér analizgé & métejme.

Disa shembuj eksperimentesh:

1. Nji monedh# hidhet né ajér dhe pas rénies sé saj n# sipérfagen tokésore, né fagen e sipérme mund
té shfaget “fytyre” ode “steme”, Me hedhjen ¢ monedhés kemi kryer njé eksperiment dhe si rezultat
i kiétij eksperimenti mund té fitohet njéri nga rezultatet: “né faqgen e sipérme t& monedhés Eshte
shfaqur fytyré” ose “n# fagen e sipérme Eshté shfaqur stemé™.

2. Nése ujin e ngrohim nE 100° C, atéheré ai do té fillojé t& vlojé. Kétu &shté kryer njé eksperiment
{ngrohja e wjit) dhe si rezultat t# kitij eksperimenti shfaget rezultati “uji vion™.

3. Kontrollohet funksionaliteti i produlkteve té njé fabrike, ashtu g merret njé produkt dhe kontrollohet
cilsia e tij gé t& pérfundojmé nése EshtE ose jo me defekt. Pra, &hté kryer eksperimenti (kontrolli i
cilésisé), kurse rezultatet, pérfundimet, e mundshme jané “produkti shté funksional” dhe “produkti
Eshté me defelkt”.

4. Realizohet njé test pér t& kontrolluar dijen e njé nxénési. Vierésimi i testit béhet me piké prej 0 deri
100. Atéheré elesperimenti éshté “vlerésimi i nxénésit”, kurse rezultatet ¢ mundshme jané “nxénési
ka akumnbuar i piké®, kui=0, L ..., 100

do rezultat (pérfundim) i eksperimentit 5 quhet ngjarje lidhur me eksperimentin 5. Ngjarjet do t'i
shénojmé me shkronjat e médha tZ alfabetit: A. B, C, ...

Njé eksperiment mund t& jeté deterministik ose jodeterministik. Nése rezoltati i njé eksperimenti &ht# i
njohur pérpara se ai té kryhet, atEheré ky eksperiment Eshté deterministik, né té kundértén, nése rezultati
nuk mund t& dihet me siguri pérpara se ai té realizohet, atheré eksperimenti &shté jodeterministik.
Detyra 1

Pér ¢donjérin prej eksperimenteve né shembujt 1. 2, 34 konstatoni nése &hté deterministik ose
Teoria e probabilitetit merret me studimin ¢ eksperimenteve jodeterministike. Qéllimi i saj éshté g t gjejé
ligishméring né eksperimentet me rezultat jo té njévlershém. Le ta shqyrtojmé shembullin né vijim.




~ Shembulli 1,

Le ta shqyrtojmé eksperimentin e hedhjes s monedhés dhe ngjarjen A: “ka réné fytyre”. Nése eksper-
imenti kryhet vetém nj€ heré, atéheré nuk mund t# thuhet, me siguri, se cili do t2 jet® reznltati.

Prandaj, le t& kryhen 10 seri me nga n = 1000 eksperimente nén kushte t& njgjta. Me n,(A) shEnojmé
numrin e eksperimenteve t# serisé sé i-tE né t# cilét shfaget ngjarja A. Rezultatet nga kéto dhjeté seri

: n(A) m,(4) Né shtyllén e fundit éshté dhiné viera e herésit 24 iy
f

o n #shté numri | eksperimenteve t# kryera n njé seri. Ni

] ot 0,502 rastin toné i = 1000. Mund & vérejmé se vierat né kété

2 S04 0,504 shtyllé jané afér vierés 0,5. Kétu, nése numri i eksperi-

3 492 0,492 menteve rritet gjaté njé serie, atéheré ky herés i afrohet

5 00 0.500 qé me realizimin e njé eksperimenti t# hedhjes sé moned-

e ke o his nuk mundemi t& parashikojmé me siguri se cilin re-

05 zultat do 1 fitojmé, gjaté realizimit t& njé serie prej mé

7 305 0.505 shumé eksperimentesh vérehet njé ligjshmeri e caktuar

B 90 0,490 e paragitjes sé ngjarjes “ka réing fytyré", e kjo £shté se né

9 493 0,493 pothuajse gjysmén e eksperimenteve t& realizuara do 8
10 509 0,509 shiaget kjo ngjarje

—|Mha.11i ]]]EIII:]_';

*  Mumrin Al4) e quajme frekvence relative pér ngjarjen A né sering e & t& eksperimenteve.
11

# Mumrin real rreth 18 cilit grumbullohen kéto frekuenca relative & quajmé probabilitet statistikor (ose
empirik) t& ngjarjes A.

* Nése shqyrtohet njé seri prej n eksperimentesh, atéheré numri ni A) i paragitjes s ngjarjes A mund t&

jeté m sé paku 0, kurse mé s& shumti n, d.m.th. 0 < n{4) <n. Ngakitn, delse @ - MA) -7 prands
n H H
ﬂﬁﬁﬁl_hhndﬁhnﬂatiﬁmiuﬁthmmrrhlhe:pﬂqﬂjﬂingiﬂjﬂdishinjinum&
M

mes 0 dhe 1, prandaj edhe probabiliteti statistikor i ngjarjes A &shté ndérmjet 0 dhe 1.

# Probabiliteti statistikor i ngjarjes A Eshté _mmil:l-b_]ﬁ:l:' ive ¢ paragitjes Eihia:]' j ngjarjeje.

* NE shembullin paraprak me hedhjen ¢ monedhés, probabiliteti statistikor i ngjarjes A: “ka réné
fytyré” Eshté 0.5. Ky éshté numri rreth t£ cilit grombullohen frelmencat e dhéna relative né shiyllén
e fundit té tabelés paraprake.
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PERIMENTEFOTIE NGJARJET

Detyra 2
Sa Eshté frekmenca relative e paragitjes sé ngjarjes B:"ka réné momri 2" né sering e eksperimenteve me
hedhjen e zarit knbik pér lojé q# i realizove né aktivitetin paraprak.

~ Mbani mend!

Pér ngjarjen & dheng A mund t& zbatohet pérkufizimi statistikor | probabilitetit nése jang plotésuar
dy kushtet n& vijin:

1. Eksperimenti § mund t& pérséritet sado gofté heré nén kushte t& njéjta;

2. Frekuencat relative t& ngjarjes A, né secilén prej mé shumé serive t& eksperimenteve té
realizuara, jang numra péraférsisht t& barabarté. Kjo do té thoté gé nése kryhen serité me
rnga H,, M..... 0, eksperimente, atehers:

mid)  miA) . m(A)
i, n, n,

Kushti 2 siguron stabilitetin statistikor, kurse kushti | siguron kontrollimin e kushtit 2. Ngjarja A, né lidhje
me eksperimentin pér t£ cilin jané plotésuar kushtet 1| dhe 2, quhet ngjarje e rastit.

~Shembulli 2 ,

Le t'i shqyrtojmé eksperimentet né vijim dhe ngjarjet lidhur me to.
a) Eksperimenti le t& jeté hedhja e zarit kubik pér lojé. Shqyrtojmé ngjarjet:
A, "ka réné numér prej 1 deri &;
A, "ka réng numri 7.
b) Eksperimenti Eshté nxjerrja e njé topi t& vogél nga kutia g€ pérmban 5 topa t& vegjé t& bardhé.
Shqyrtojmé ngjarjet:
B,: “éshté nxjerré top i bardhé"
B.: "éshté nxjerré top i z™
¢) Eksperimenti Eshté werésimi i njé nxéngsi té pérzgjedhur rastésisht. Shqyrtojmé ngjarjet:
C,: "nxénési ka marré noté prej 1 deri 5
C,: "nxénési ka marré notén 10",
Mund t& vérejmé se ngjarjet A,, B, C, shfagen gjaté ¢do realizimi té eksperimentit pérkatés, kurse
ngjarjet A ., B;, C; nuk shfagen asnjéheré gjaté realizimit t& eksperimentit pérkatés.

—|Mhani J]]-EIII:]_'I

* Ngjarge e sigurt lidhur me njé eksperiment t8 dhéngé &shté ngjarja e cila paragitet gjaté cdo
realizimi t& atij eksperimenti.

+ Ngjage e pamundshme lidhur me njé eksperiment t& dhéng &shté ngjarja e cila nuk paragitet
asnjeheré gjaté realizimit t& atij eksperimenti.




Pra, né shembullin 2, ngjarjet A,, B, C, jané ngjarje té sigurta, kurse ngjarjet A, B,, C, jané ngjarje t&
pamundshme.

® Le i€ vErejmé se nése realizobet nj seri prej n eksperimentesh, ngjarja e sigurt paragitet n heré, kurse
ngjarja ¢ pamundshme paragitet 0 heré. Nga kitn del se frekuenca relative ¢ ngjarjes s& sigurt &shté
2=y, kmhtnmrdaﬁnenﬂmﬁun&pummﬁmiﬂ:ﬂﬂ=ﬂ. Pra, ngjarja ¢ sigurt dhe ajo e
;tmmnﬂlnriptnﬁnjrikndlutldh!lpmndﬂjz&:amjnnin;aﬂuﬁmﬁt

| 1. Eksperimenti le t jeté hedhja ¢ zarit kubik pér lojé. Kryeni 4 seri me nga 50 eksperimente
| dhe caktoni probabilitetin statistikor t& paragitjes sé ngjarjeve:

| A: "nE fagen e sipfrme t€ zarit Eshté shfaqur numér gift";

I B “né fagen e sipérme t& zarit &sht# shfaqur numér mé i madh se 47

: 2, Eksperimenti le & jeté nxjerrja ¢ njé karte nga kuverta e letrave t bixhozit qF ka 52 letra
| Kryeni 5 seri me nga 100 eksperimente. Pas ¢do nxjerrjeje regjistroni numrin dhe shenjén
| e kartés dhe t& nj&tén, pastaj. kthejeni né kuverté. Caktoni sa &sht# frekuenca statistikore e
| ngjarjeve:

! A: "gshié nxjerré letra me numér 5%;

: B: "eshti nucjerré letra mag”

| C: "eshié nxjerre letra me dhjetéshen spathi”

| 3. Matet temperatura né klasé me termometér digjital. Senzori mund t# tregojé temperaturén
| né intervalin prej —10° C deri 50° C. Pér secilén nga ngjarjet né vijim konstatoni nése &shité
| ngjarje e sigurt, ¢ pamundshme ose as njéra ¢ as tjetra.

: A: "Eshté regjistruar temperatura ndérmjet -10° C dhe 50° C™;

| B: "Eshté regjistruar temperatura 100° C°;

| C: "Eshté regjistruar temperaturé negative”

| 4. NEnijélaborator testohet tretja me letér lakmus. Tretja Esht# ose acidike ose neutrale ose bazike.
' Pér secilén nga ngjarjet e méposhtme konstatoni nése Esht? ngjarje e sigurt, e pamundshme
: ose asnjéra prej tyre.

| A: "Tretja té jetf nentrale™;

| B: ™Tretja té jeté njekohésisht edhe acidike edhe bazike”;

| €t ™Tretja té keté njérén nga tri gjendjet ¢ sipérpérmendura”

|
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TERASTIT

4.7 BASHIESIA E NOMARJEVE ELEMENTARE, NILIWICTE

4.7 BASHKESIA E NGJARJEVE ELEMENTARE.
NGJARJET E RASTIT

— Shembulli1 ,

Le ta shqyriojmé eksperimentin ¢ hedhjes s& zarit kubik pér lojé. Disa nga ngjarjet ¢ mundshme ng
lidhje me kété eksperiment jané me sa vijon:

A ka réné numér cift; E; karéné numri3;
B:  ka réné numér i pjesétueshém me 3; E;: karéné nomri 4:
E,;: karéné numriI; E; karéné numri 5;
E;: karéné numri2; E;: karéné numri 6.

Le 'i shqyrtojmé ngjarjet A dhe B, nga njéra an#, dhe ngjarjet E,, E,, E,, E,, E, dhe E, nga ana tjetér, Mund
{8 vErejmé se ngjarja A paragitet nése paragitet njéra nga ngjarjet E,, E, ose E, kurse ngjarja B paragitet
nise paragitet ngjarja E, ose E,. Pra, ngjarja A mund & sherthehet né ngjarjet E,, E, dhe E,, kurse ngjarja B
Nga ana tjetér ngjarjet E,, E,, E,, E,, E, dhe E, nuk mund t# zbérthehen n# ngjarje té tjera. Prandaj, kéto
ngjarje i quajmé ngjarje elementare. Ngjarjet elementare do t'1 shénojmé me simbolin £ dhe indekset 1, 2, ..

. Mbani mend!

mund t& zhérthehet nE ngjarje E'Ijﬂlﬁhhgjﬂ]i;dnnﬂ]]ﬂmt" "E-l'_'\:ﬁpﬂimmtll' i Pﬂlm]rtﬂn]idh!
- Ha;hkﬁl.ut"_!gj:iﬂmw' i ‘Iih]h.]ﬂhllrntn}i&spﬂrlmﬂ]l E:Imjuﬂbﬂnﬂ'_'ﬁw__
elementare dhe e shénojmé me (1.

- Shembulli 2

L!tﬂput:ﬂhu}n!' imé bashkésing £ ¢ ngjarjeve dﬂnﬂtﬂrtriu-ﬂhpﬂ]mmtl Eﬂ]‘tihn:“]}l ¢ zarit kubik.
Le té vErejmé _Hﬂﬁ{.dﬂrﬂlm' I:I:I.IEEEEPE'I.I:I:EIII:I:I: it paragitet nj&ndhc‘i!ﬁtm' mjéra nga ngjarjet E,
E..E,E,E, dhe E, g jané pérkufiznar né shembullin 1, prandaj bashkésia e ngjarjeve elementare né
lidhje me kété elsperiment éshtg 2 = (E, E.E,.E . E,. E,}.

Detyra 1
Caktoni bashkésing ¢ ngiarieve ¢ pér eksperimentin ¢ hedhjes 52 Thae




TEMA4 ELEMENTE TE PROBAMLITETIT

~ Shembulli 3 ,

Le té shqyrtojmé eksperimentin e hedhjes s& dy monedhave. Gjaté hedhjes s nj monedhe, rezuleati i
mundshém Eshte “ka réné fytyre” ose “ka réng stemi” (shkurt do t# shkruajmé “fytyre” ose “stemég").
Mirépo, eksperimenti i hedhjes sé dy monedhave pérnjéherésh, do t€ keté rerultate t2 mundshme ifte
té renditura, ku elementi i paré i iftit do ta shEnojé rezultatin e fitvar nga monedha e paré, kurse
elementi i dyté i ciftit — rezultatin ¢ fituar nga monedha e dyté Bashkésia e ngjarjeve dementare Eshté
bashkésia nE vijim:

f1= [(steme, stem), (stems, fytyré). (fytyre, steme), (Fytyre. fyryre)l

NE shembullin e 1 pérfunduam se ngjarja A do té paragitet nése paraqitet njéra nga ngjarjet E,, E, 0se E,,
kurse ngjarja B nése paragitet ngjarja E, ose ngjarja E,. Nga kétu, ngjarjet A dhe B mund t& shkruhen ng
ményrén né vijim A=[E,, E,, E}, B=[E,, E,]. Le t vérejmé se ngjarjet A dhe B jané paragitur si nénbashkési
té bash késisé sé ngjarjeve elementare (1.

~ Mbani mend! ,

# Ngjarja e rastit eshté nénbashkEészi e cfarédoshme e bashkésisE g8 ngjarjeve elementars L
# Do té themi se 8shité paragitur ngjarja A nése Eshté paragitur ndonjéra nga ngjarjet elementare
qé i takojng nénbashkssisé =& ngjarjeve elementare g& i korrespondojng ngjarjes A.

—Shembulli 4

Eksperimentipérbehet nga hedhja ¢ dy zareve pér lojé. Pérshruani bashkésiné ¢ ngjarjeve clementare
dhe ngjarjet ¢ méposhtme:

A: né t& dy zaret ka réné nomér ¢ift:

B: né kubin e paré ka réngé numér ¢ift, korse né kubin e dyté numér tek
Zgjidhje:
Bashkésia ¢ ngjarjeve elementare pér kité eksperiment do tZ pérbehet prej dysheve té renditura (x, ¥).
ku x Eshté rezultati i kubit & paré, kurse y-rezultati i kubit t& dyt€, x, y € {1, 2,3, 4, 5, 6]. Nga kétu,

0= {(x.) | = yell. 2.3,4 5, 6]}

Pér ngjarjen A fitohet me sa vijon:
A = {{x, y) | =, yE{2, 4. 6]},
ose né formé t& zbérthyer:
A ={{2.2). (2, 4). (2, 6). (4. 2), (4, 4). (4. 6). (6, 2). (6, 4). (6, 6)}.
kurse pér ngjarjen B kemi:

B = [(x.y) | x=[2, 4,6}, yiL 3, 51
Ose

B= Ezl- l].. [E.. 3]1 {1. 5}a H—u ]}d Ht 3]- {"’h 5]- {54 ]}l- {ﬁn 3:'1-{15- 5.“‘-




» MNgjarfa ¢ sigurt shfaget sa heré g€ realizohet elsperimenti, dm.th. ¢do ngjarje elementare gjell
shfagjen e saj. Prandaj edhe e shénojmE me £

* MNgjarja ¢ pamundshme, nga ana tjetér, nuk shfaget asnjéher? kur realizohet eksperimenti,
rﬁpﬂh]nﬁﬂ:qtnglr}:dﬂmutﬂmnukqdlﬁhﬂq}nntﬂq.?mﬂdﬁj ngjarjen e pamundshme &

| 1. Eksperimenti le té fillojé me hedhjen e monedhes. Pastsj, nése ka réné fytyré, hidhet zari
| kubik dhe regjistrohet numri i pikéve né fagen e sipérme t2 knbit, karse nése shfaget stemé
| né monedhi, atéheré monedha hidhet edhe njé heré, pérshkruani bashkising e ngjarjeve
I elementare lidhur me kété cksperiment.
| 2. NE njé kuti ka 5 sfera & numéruar me nomrat prej 1 deri 5. NE ményré rastésore térhigen
: sferat njéra pas tjetrés (pa kthim), deri sa muk térhiget sfera me numer tek. Nése regjistrohen
| numrat ¢ sferave té téthequora, té pérshkruhet bashkésia e ngjarjeve elementare.
| 3. Letérealizojmé eksperimentin e hedhjes s tri zareve kobike pér lojé. Pérshkruani bashkésing
' e ngjarjeve elementare dhe ngjarjet e rastit né vijim:
' A: né dy zaret kubike t& para ka réng numér ¢ift, kurse n# & tretin numeér tek:;
: B: né té tri zaret kubike ka réné numér tek;
| C: shuma e pikave né tri zaret kubike 8shtf ¢ift;
[ D nE dy zaret kubike t& para ka réné numér i njéjté pikash;
| F: né tri zaret kubike nuk &shté shfaqur asnjé peséshe;
l G: né tri zaret knbike Eshté paraqitur té paktén njé peséshe.
| 4. Njé gjuetar ka katér plumba dhe gjuan cakun derisa nuk arrin dy gjuajte t& njépasnjéshme ng
| cak ose derisa ta humb shansin ta pérmbush kété kusht. Pérshkroani bashkésing e ngjarjeve
| elementare dhe ngjarjet e rastit né vijim:
[ A: calm éshté gjuajtur t& paktén dy heré;
[ B: njé plumb ka mbetur pa shfrytézuar;
' C: ka pasur m# shumé gjuajtje né cak se sa déshtime.
: 5. NE njé tabelé pér pikado gjenden fushat 7, 8, 9 dhe 10. Njé lojtar mori shenjé tre heré me
| shigjetézat pér pikado. Pérshkrpani bashkising e ngjarjeve elementare dhe ngjarjet e rastit né
| vijim:
| A: tre herE shigjetéza ka pérfunduar né fush# me numér cift;

ek
[ e treté né fushé me numér tel
[ D shuma e nomrave t& fushave lm ka pérfonduar shigjetéza gjat® tre gjuajtjeve éshté 27.
|




TEMA4 ELEMENTE TE PROBAMLITETIT

4.8 OPERACIONE ME NGJARJE

~ Rikujtons!

* Ngjarje elementare né lidhje me elesperimentin ¢ dhéng #shté ¢do rezultat logjik i eksperimentit, e
cila nuk mund té zbérthehet né ngjarje 12 tjera. Kétu, gjaté cdo realizimi t& eksperimentit paragitet
njé dhe vetém njE ngjarje elementare,

* Faget e njé tetraedri t2 rregullt jang shénuar me numrat 1, 2, 3, 4. Tetraedri hidhet n# njé sipérfage
té rrafshét dhe vrojtojmeé fagen me t€ cilén ai shirihet n# sipérfage. Cila eshté bashkésia ¢ ngjarjeve
elementare e kétij eksperimenti?

* Pér eksperimentin paraprak, pérshkruani ngjarjen A:"ka réné numér tek”™, si nénbashkési t#
bashkisisé s& ngjarjeve elementare {1

~ Shembulli 1 ,

Eksperimenti le té jeté térheqja e njé letre bixhozi nga knverta me 52 letra té tilla. I shénofmé ngjarjet:
A: "gshté térhequr letra me nomér 107
B: “Eshté térhequr letér mag™
C: "Esht# térhequr letér mag me numér 107,

Le té vérejmé se ngjarja C do t& shfaget sa heré q€ njgkohésisht shfagen ngjarjet A dhe B.

-1 Mbani mend! .

¢ Prodhimi i ngjarjeve A dhe B &shté ngjarja q& paragitet atéheré dhe vetém atéherg kur do t&
paragiten njékohésisht ngjarjet A dhe B. Kjo ngjarje &shté pércaktuar me bashkésing e ngjarjeve
elementare g& &shté prerje & bashkEsive t& ngjarjeve elementare t& ngjarjes A dhe ngjarjes B,
pérkatésisht.

# Prodhimi i dy ngjarjeve A dhe B sh&nochet me A M B

— Shembulli 2,

Marrim eksperimentin ¢ hedhjes s zarit kubik pér lojé. I shqyrtojmé ngjarjet:

A: "ka réng numér mé i vogél ose i barabarté me 3%

B: “ka réné numér i plotpjesétueshém me 3";

C “ka réné nomér mE i madh se 4™,
Té pércakiohet prodhimi i ngjarjeve A dhe B, si dhe i ngjarjeve A dhe C.
Zgjidhje:
Bashkésia e ngjarjeve elementare, e kétij eksperimenti, éshté 01 = {E, E,, E,, E, E., E}, kn ng-
jarja E, Eshté ngjarja “ka réné numri i", i = 1, 2, 3, 4, 5, 6 Ngjarjet A, B dhe C, si nénbashkési t£ {1
pérshkruhen né ményrén né vijim: A = [E, E,, E,}, B = {E,, EJ}, C = {E,, E}. Ngjarja A m B shénon
se ka réné numér g€ &shté mé i vogél ose i barabarté me 3 dhe i plotpjesétueshém me 3. prandaj

.-IH
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4 8 OPTRAGIONE ME NEJARIE

A B =[E}. Ngjarja A n C shénon se ka réné numér q& Esht mé i vogél ose i barabarte me 3 dhe mé i
madh se 4, ¢ka Eshté ngjarje e pamundshme. Pra. ngjarjet A dhe C nuk mund t# shfagen pérnjeherésh,
dmth ANC=1

Detyra 1
Pércaktoni prodhimin e ngjarjeve B dhe C né shembullin 2.

= Mbani mEnd!f,

Mese dy ngjarje A dhe B nuk mund 18 shfagen pémjéhergsh, atéheré ato | quajmé ngjare disjunidte
(pErjashivese, & papajtveshme). Prodhimi i tyre &shté ngjarja & pamundshme, dmith. A~ B= 20

Né shembullin 2, ngjarjet A dhe C jané ngjarje disjunkte,

~ Mbani mend! ,

* Shoma e ngjarjeve A dhe B éshté ngjarja e cila paragitet atéheré dhe vetém atéhers kur do t&
paraqitet t& pakien njéra nga ngjarjet A ose B.

# Shuma e ngjarjeve A dhe B éshté e pércaktuar me bashkésing e ngjarjeve elementare qé eshts
union i bashkésive té ngjarjeve elementare t& ngjarjes A dhe ngjarjes B, pérkatésisht.

* Shuma e dy ngjarjeve A dhe B, né rastin & pérgjithshém, shénohet me AW B

* Mése ngjarjet A dhe B jang disjunkte, atéheré shumén e tyre do ta shénojmé me A + B

* Kur themi se &sht# paraqitur t& paktén njéra nga ngjarjet A ose B, atEheré nénkuptohet se &sht# paragitor
ose vetém ngjarja A ose vetém ngjarja B ose té dy ngjarjet pérnjéherésh.

* Nése ngjarjet A dhe B jané disjunkte, atéheré paragitja e pérnjéhershme e t& dy ngjarjeve éshté e
pamundur, pra paragitja e ngjarjes A ' B nénkupton se éshté paragitur ose vetém ngjarja A ose vetém
ngjarja B.

* Prandaj, né kété rast, pér shumén e dy ngjarjeve pérdoret shénimi A + B. Pra

A+4B=AVUBnése ANnE =&

— Shembulli 3,

Caktoni shumén e ngjarjeve A dhe B, si dhe t& ngjarjeve A dhe C, nése A, B dhe C jané ngjarjet nga
shembulli 2.

Zgjidhje:

Ngjarjet A, B dhe C jané £ pércakinara me: A = [E,, E,, E)}, B = {E,, E,}, dhe C = [E,, E,}. Ngjarja
A ' B shinon se ka réné numér i cili &hté mé i vogél ose i barabart? me 3 ose numér i plot-
piesétueshém me 3, dhe kjo ngjarje mund t8 prshkruhet me A w B = [E,, E, E, E,}. Ngjarja
A W C shénon se ka réné numér gé &shtf m# i vogél ose i barabarté me 3 ose numér g ésh-
té mé i madh se 4. Né shembullin 2 vérejtém se ngjarjet A dhe C nuk mund t& shfageshin njé-
mdmﬂ‘-iﬂiwm-ﬂﬁﬁm-ﬂu¢=J+¢={-E.+EnEmEnEJ-
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Detyra 2
Caktoni shumén e ngjarjeve B dhe C nga shembaulli 2.

— Mbani mend! ,

¢ Ngjarje e kundért e ngjarjes A éshté ngjarja e cila paragitet atéheré dhe vetém atshers lour nuk
paragitet ngjarja A. Kjo ngjarje shénohet me A Bashkésia e ngjarjeve elementare e ngjarjes
A Bshta komplementi i bashkésisé s& ngjarjeve elementare pérkatése 1 ngjarjes A né lidhje me
bashkgsing e gjitha ngjarjeve elementare 11
* Pérgdo ngjarje A viem:
AndA = A+ A

[
=]

~ Shembulli 4 ,

Caktoni ngjarjet e kundérta t£ ngjarjeve A dhe B nga shembulli 1.

Zgjidhje:

Mgjarja A nuk do t paragitet nése paragitet numér mé i madh se 3, d m.th. nése paragitet njéra nga
ngjarjet elementare E,, E, ose E,, prandaj A=[E, E,,E }. Pér ngjarjen ¢ kundért t# ngjarjes B fitojmé
B=[E E,.E,.E,\.

Detyra 3
Caktoni ngjarjen ¢ kundért t& ngjarjes C t& shembullit 2.

— Mbani mend! ,

Mgjarja A e térheqg ngjarjen B (shkruajmé A C B) nése sa heré gé paragitet ngjarja A paragitet edhe
ngjarja B,

— Shembulli 5,

Le ta shqyrtojmé pérséri eksperimentin e hedhjes s& dy monedhave. Le té jené:
A:  "ka réné saktésisht njé stemé";
B: “ka réné té paktén njé stemé”.
Mund tE vérejmé se sa heré gé do té shfaget ngjarja A. shfaget edhe ngjarja B, dmth. Ac B

— Mbani mend! , >

Nese A C B dhe B C A, atéheré pér ngjarjet A dhe B themi se jane & barabarta.
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Pérkufizimet pér prodhimin dhe shumé#n e dy ngjarjeve mund té pérgjithEsohen edhe pér prodhimin dhe
shumén e njé numri t# fundmé ngjarjesh.

~ Mbani mend! ,

» Shuma e ngjarjeve A,, A,, ., A, &shté ngjarja e cila shfaget, realizohet, atéheré dhe vetém atéheri

kur t& shfaget t& paktén njéra nga ngjarjet A, 4, A,
# Kjo ngjarje shénohet me 4, W A, U .U A lowse bashkEsia e saj e ngjarjeve elementare Eshté

unioni i bashkesive perkatese t& ngjarjeve elementare té ngjarjeve A, A,..., A,

3 Mbani mEug,'

* Prodhimi i ngjarjeve A, A,.... A, 8sht8 ngjarja e cila shfaget, realizohet, atéheré dhe vetém
atsheré kur shfagen gjitha njﬂjﬂtﬂ.,.{l._..al_pa'rld‘lﬂmﬂ.l‘l__ jehers

s Kjo ngjarje shénohet me 4, M A, M .. M A, kurse bashkésia e saj e ngjarjeve elemeantare shté
prerja e bashkésive pérkatése t8 ngjarjeve elementare 8 ngjarjeve A A . A .

— Shembulli 6 ,

Caku gjuhet tre heré. Shgyrtohen ngjarjet A,, A, dhe A, g€ shénojné gjuajtjen né cak né gjuajtjen e
paré, té dyt, té treté, perkatEsisht. Me ané t& kétyre ngjarjeve té pérshkruhen ngjarjet e méposhtme:
B: “tre gjuajtjet kané shkuar né cak™
C: “tre gjuajtjet kané shkuar hug™;
D: "€ paktén njé gjuajtje ka shkoar né cak™,
E: "té paktén njé gjuajtje ka shknar hug”.
Zgjidhje:
* MNgjarja B doté paragitet nése paragiten, realizohen, té gjitha tre ngjarjet A, A, dhe A, njgkohésisht.
Prandaj, B = A,A A,
* Ngjarja C do 1 paragitet nése nuk realizohet asnjira nga ngjarjet A, A dhe A,. d m.th. nése
realizohen, paragiten, ngjarjet e tyre t& kundérta. Késhtu g C=A A A,
* Ngjarja D do té ndodh nése realizohet t paktén njéra nga ngjarjet A, A, ose A,, prandaj D=4,
WA\ A, Pérkatésisht pér ngjarjen Fkemi F=A WA WA,

— Shembulli 7,

Nijé anije ka njé mekanizém drejtues, katér kaldaja me avull dhe dy turbina. [ shEnojmé ngjarjet né vijim:
A: “mekanizmi drejtues Eshté funksional™;
B,: "kaldaja e k-t& me avull Eshté funksionale”, k=1, 2.3, &
q:ul I- Ej—ti‘-]|_ﬁ ] = ]l:l.j-.=




Ngjarja D shénon se anifa &shté né gjendje pér t& lundruar dhe kjo ndodh nése éshté funksional
mekanizmi i drejtimit t2 saj, t& pakt#n njéra nga kaldajat dhe t8 paktén njéra nga turhinat. Té shprehet
S jarjeve A, B, dhe C.
Zgjidisje:
D=An(BvBvEvBEIN{C W)

1. Kryejmé eksperimentin ¢ hedhjes sé tre monedhave. Ngjarjet A,, A, dhe A, shénojné paragitjen
e fytyrés né monedhén e paré, t& dyté dhe té treté, perkatisisht. Duke shirytézoar kéto ngjarje
té pérshkruhen ngjarjet e méposhtme:

B: “fytyra &shté shfagur vetém né monedhén e pare™;

C: “fytyra &ht# paragitur né monedhén e paré dhe i dyte™;
D “fytyra &shiE paragitur né t tre monedhat™;

E: "fytyra &shté paragitur né té paktén dy monedha™;

F: “fytyra éshté paraqgitur vetém né njé monedh&";

G: "fytyra &shi# paragitur né sakisisht dy monedha”;

H: “fytyra &shiE paragitur né t& shumtén dy monedha’.

2. Dy shahisté A dhe B pérballen me njéri-tjetrin né njé garé shahn. Gara pérbéhet nga 4 pérballje,
I pérballjet g mbyllen me barazim nuk merren né konsideraté. Fitues &shté ai shahist q#
merr mé shumé fitore. NE rast t& rezultatit t& barabart® (2 + 2) luhet edhe pérballja e pesté
D+ “do t& fitojé shahisti A%

E: “do t& fitojé shahisti B
F: “do t& lohet edhe pérballja vendimtare”.

3. NE njé test matematike njé nxEnési i jepen tre detyra. Me A, e shénojmé ngjarjen nxénési di
t€ zgjidh detyrén e i-t&, i = 1, 2, 3. Duke shfrytézuar kfto ngjarje, t& pErshkruhen ngjarjet e
méposhtme:

B: "nxinési di i zgjidh gjitha detyrat™;

C: "nxénési di t& zgjidh t& paktén njé detyre";

D “nxEnési di t8 zgjidh t& paktén dy detyra”;

E: "nxénési di té zgjidh t& shumtén dy detyra”;
F “nxénési nuk di ti zgjidh & gjitha tre detyrat™;
G: "nxénési nuk di t& zgjidh asnjé nga detyrat”.

4. Eksperimenti pérbéhet nga pérzgjedhja e tre produkteve té njé serie prodhimi. I shénojmé
A: ™t paktén njéri nga tre produktet Eshté me defelt”;

B: "té gjitha tre produlktet jan né rregull.
a) AVE: ) AnBE: c) A: c) E
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4.9 PERKUFIZIMI KLASIK
I PROBABILITETIT

-1 Rikujtomn!

(ka paraget bashksia ¢ ngjarjeve elementare?
Si pérkufizohet ngjara e rastit?
5i pérkufizohet probabiliteti statistikor i ngjarjes s& dhéng A?

El:mukﬂnipﬂm:ninr’ miﬂ’p&.ni!kﬁpﬂu‘n!ﬂlﬂ' il:ld:t.ﬂ'ﬂ:l.‘l.nmtlh," i Iﬂnkﬂﬂl:l.llk_ﬁhliin]:vhnhﬁn__
E&shtu, kur realizohen kéto eksperimente. nga e para nuk mund ta dim# rezultatin g& do t€ paragitet.
Prandaj sht e nevojshme g€t gjendet njé masé objektive pér mundésiné qé £ paragitet né ngjarje e caktuar
lidhur me cksperimentin gE e shqyrtojmé. Pér kété arsye, do ta prezantojmé konceptin e probabilitetit,
pikérisht si masé pér mundésing e paragitjes s& ngjarjes sé caktuar,

KEtu do t& ndalemi vetfm né eksperimentet pér t£ cilét gjitha ngjarjet elementare kané shanse té barabarta
gk t& shiagen, paragiten, d. mth. g jané njélloj t8 mundshme. Pér shembull:

- gjaté hedhjes s¢ zarit pér lojé, secila fage e tij ka shanse té barabarta g t& paragitet;

— gjaté hedhjes s& monedhés, fytyra dhe stema kan# shanse t& barabarta tZ paragitjes:

- gjaté nxjerrjes sé sferés nga njé kuti me sfera, secila prej tyre ka shanse t barabarta g t& nxirret, etj.

Sikur !E]Jﬂh:fizmm' :I:I:IEpHIi.uELh ngjarje e rastit A Eshité nénbashkEsi ¢ bashkésiseé £ 5E ngjarjeve elementan:
1. Nga kétu, numri i elementeve né A éshté gjithmoné mé i vogél se numri i elementeve né {1, d m.th.
|4| = 02| (Me | A| dbe |0 kemi shénuar numrin e elementeve té A, pérkatésisht té ().

1 Mbani mend!

Pérkufmimi klasik 1 probabilietit. Le t& jeté dhéné bashkésia e fundme & ngjarjeve elementare
0= [E,, E,,..., E} dhesecila prej tyre le t& ket shanse t8 njéjta g2 t& ndodh. Nése A Eshtg ngjarje rasti
lidhur me eksperimentin e dh&né né té cilén pérmbahen k ngjarje elementare, atéheré probabiliteti
(teorik) i ngjarjes A percaktohet me:
P{A}:E numri i elementeve né A
n  nomri i dementeve ng L} .

* (do ngjarje elementare mund ta interpretojmé si “rast t# mundsh#m" né lidhje me elksperimentin e
théné

* Nga ana tjetér, k éshté numri i ngjarjeve elementare gé pérmbahen né ngjarjen A, dm.th. k = |4]
dhe ¢do ngjarje elementare ¢ A do ta interpretojmé si “rast t€ favorshém™ pér paragitien ¢ ngjarjes A.




TEMA4 ELEMENTE TE PROBAMLITETIT

* NE pajtueshméri me perkufizimin klasik, probabiliteti i ngjarjes s& rastit A, t& dhené, Esht# i barabarts
me herésin ¢ numrit t& rasteve t favorshme pér paragitjen e ngjarjes A dhe numrit t# t£ gjitha rasteve

t& mundshme pér eksperimentin ¢ dhéng, dm.th. F[A}—{E}

— Shembulli 1 ,

Gijeni probabilitetin g gjat# hedhjes s zarit kubile pér lojé i fitohet numér gift.

Zgfidhje:

Nese cksperimenti &shté hedhja e zarit kubik per lojé, bashkEsia ¢ ngjarjeve elementare Eshté
1= (E,,E,. E,. E, E, E;}, ku E, &sht€ ngjarja “nE fagen e sipérme t& zarit shfaqet numri i, i=1,2,.. .6, Le
tE vérejmé se gjitha ngjarjet elementare jané njEloj t2 mundshme, d m.th. gjaté hedhjes s& zarit secila
fage ka shanse t& barabarta t& paragitet. Ngfarja A: “ka rén& numér ¢ift”, mund té pérshkruhet me
A=|E,E,.E,}. DotE thotE, numri i mundEsive t& favorshme pér paragitien, realizimin, ¢ ngjarjes A Eshté
3, kurse numri i gjitha mundésive gjaté realizimit 1 eksperimentit Eshté 6. Nga kétu, né pajtueshméri
me pérkufizimin klasik t& probabilitetit, pér probabilitetin ¢ ngjarjes A fitojmé P{.ﬂ-%-n,i.

Detyra |
Té gjendet probabiliteti qé gjatE hedhjes s zarit kobik pér lojé té fitohet numér i cili #shté m# i madh se 4.

— Shembulli 2

Shqyrtojmé eksperimentin e hedhjes s& tre monedhave. Pércaktoni bashkésing e ngjarjeve elementare
dhe probabilitetin e ngjarjeve t& rastit né vijim:

A: "jani paragitur sakagsisht dy fytyra’;

B: "nuk &shté paraqitur asnjé fytyre"
Zgjidhje:
Shkurt do té shénojmé me “F" nése né fagen e sipérme t& monedhgs shfaget fytyra dhe me 5" nése né
treshet e renditura, ku dlementi i i-t8 né treshe Eshté rezultati | monedhés 58 i-18, i = 1, 2, 3. K&shitw, kemi
(2= {(E F.F), (E E 5), (E 5, F), (5, E F), (E 5, 5), (5, F, 5), (5 5. F), (5. 5, §)}.
Atéheré ngjarja A &hté

A={(RES)(ES F).(SEF)
prandaj sipas pérkufizimit klasik t& probabiliteti,
P(A)==.
Pér ngjarjen B fitojmé
B ={(55,5)}

Probabiliteti i kisaj ngjarjeje iithF{B]F%-
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~ Shembulli 3 ,

Nga kuverta standarde e 52 letrave 12 bixhozit rastésisht térhigen 5 prej tyre. Té pércaktober probabiliteti g2
giitha letrat e térhequra (€ jeng mac.

Zgjidhje:
E shEnoimE ngjarjen A:"jan? terhequr pes2 letra mag. Numyi i elementeve o2 [ 2shi? mumii i gjitha kombine-
cloneve 1& mundshme 12 klasés 5 prej m&mmm

2 Fc:"_susz i

Hmburrétuhpmm&hmdum mag, numr | ngjarjeve eementare né ngjarjen A 2shié

lARG= =1287. Tani,
5[{13 ) i

D= soae0

- 0,0005.

Detyra 2
Nga kuverta standarde me 52 letra bixhozi rastsisht térhigen 3 letra. Té caktohet probabiliteti g2 té jeng
térhequr 2 mbretéresha dhe njé dhjetéshe.

— Shembulh 4

Ne njé kuti ka 20 topa tenisi nga t cilét me defekt jané 4. Nga kutia né ményré rastésore pérzgjidhen
dy topa. T€ gjendet probabiliteti gé t# jeté térhequr njé top pa defekt dhe njé top me defekt.

Zgjidhje:
E shénojmé ngjarjen A-"Esht# térhequr njé top me defekt dhe njé pa defekt”.
Mumri i elementeve né 01 &sha

1Q=C = z'{:m 2]" ~ 190

Ngjarja A do t& ndodh nése nxirret njé top me defekt (nga gjithsej 4 2 tillg) dhe njé top pa defekt nga
gjithsej 16 té tillg), prandaj numri i elementeve né A &hté | A |=C) -C), =4-16=64. Tani,

PlA)=—t =

=0,337.
190 =0.

Detyra 3
NE njé kuti ka 5 topa t& vegjél t& bardhé dhe 4 topa t& vegjél té zinj. Njéherésh nga kutia nxirren tre topa. TE
gjendet probabiliteti g tre topat e nxjerré t& jené té bardhé.




~ Shembulli 5 ,

Shumé nga vetité gjenetike kontrollohen nga dy gjene, njé dominues
dhe njé recesiv. NE eksperimentet origjiinale t# Gregor Mende-it me
groshén, gienet g e kontrollojné lartésing e bimés jan# shénuar me T (e

larté) dhe t (e ulét). Gjeni T Eshté dominues, prandaj bima me gjenotip Prindi 1
(pérbérje gienetike) TT ose Tt £sht e larté, korse bima me gjenotip tt
EshiE e ulét. Me analiz statistikore t8 trashégimtaréve, né eksperimentet T A

e tij, Mendel-i erdhi né pérfundimin se trashégimtarét trashégojné nga
njé gien té secifit prind dhe se ¢do kombinim | mundshém i dy gjeneve
ka probabilitet t2 njéjte. Néss secili prind ka gjenotipin Tt. atEheré tabela
djathtas jep gienotipet ¢ mondshme t& trash#gimtaréve: . T -
Sa ésht probabiliteti q¢ trashégimtari rastésisht i pérzgjedhur nga
prindér té tillé (me gienotip Tt) {2 jeté i larté, dhe sa qF té jeté i lat?
Zgjidhje:
Hekmhﬂenqurﬁed:ueqmseahpenmﬂhdmmtﬂﬂ:{ﬂmni d_m_th.nunnnmiteve £

t€ gjeneve) kané mundési t& barabart® 1F paragitjes.

E shénojmé ngjarjen A:"trashégimtari rastésisht i pérzgjedhur nga prindér me gjenotipin Tt t& jeté i larté®,
Ngjarja A shfaget nEse shfaget njéri nga gjenotipet TT, Tt T, d m.th. A={TLTtAT]. Pra, kemi 3 mundési
té favorshme pér paragitjen e ngjarjes A. Pérfundimisht, probabiliteti i ngjarjes A &shté P[A]=%
Probabiliteti :]Etll.uheglmhn' i, rastesisht ip!ﬂgﬂdh' j uq,ti]!ﬁluji‘l.niﬁh.ilhﬁpmhahlhkt i i ngjarjes
s& kundért t& ngjarjes A, prandaj pﬁ]=%_

Prindi 2

Me réndésil

Probabiliteti i Hogaritur pérmes pérkufizimit klasik té probabilitetit htf probabilitet teorik, pér dallim
nga probabiliteti statistikor i cili #&shté empirik, i llogaritur né ményré eksperimentale. Mirépo, mund t&
tregohet se pér numér t# madh eksperimentesh té kryera, freluenca relative i afrohet probabilitetit teorik.

Detyra 4
Njé rroté fati &shté ndaré né 8 pjesé, fusha, t& barabarta, & numérnara me numrat prej 1 deri 8. Rrota
rrotullohet njé heré. Gjeni probabilitetin gé shigjeta e rrotés sé fatit t& ndalojé né

a) fushén me numér tek;

b) fushén me numér té plotpjesétueshém me 4;

c) fushén me numér mé t& vogél se 3.
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Detyra 5
Ne njeé kuti ka 12 topa me formé & njijté. Nga to: 3 jané t& kug, kurse t2 tjerét jané té gjelbér. Nga kutia nxirret
njé top. Gieni probabilitetin g topi | nxjerré t et

a) ikog;

b} ikuog ose i gjelhér;

c} igjelbér;

¢) ibardhé.

| 1. Ne njékutika 10 wpa té vegjél nga 12 cilét 6 jan t& bardhé, 3 jané 1é kng dhe | éshié i zi. Nga
| kutia nxirren 3 topa pérnjéherésh. Gjeni probabilitetin qé:

| a) gjithé topat e ncjerré jané té bardh;

| b} jan& nxjerré 2 topa t& kug dhe 1 top i zi

| 2. NE njé paralele ka 40 nxénés nga té cilét 10 1 shkelqyeshém. Paralelja ndahet né dy grupe me
| nga 20 nxéngs. T giendet probabiliteti q# né té dy grupet ka nga 5 nxénés t shkélqyeshém,
| 3. NE njé lojé hidhen tre zare dhe fitimi realizohet nése shuma e numrave t2 shfaqur né fagen e
| sipérme t& zareve éshté 11 ose 12. T# gjendet probabiliteti i ngjarjeve né vijim:

I A: shuma e numrave t& réné éshté 11;

' B: shuma e numzrave t& réné éshté 12;

| 4 Jang dhéné pesé segmente me gjatési 2, 3, 4, 7 dhe 9 cm. T gjendet probabiliteti g2 nga tre
| segmentet ¢ pérzgjedhur rastésisht do t& mund té konstruktohet trekéndésh.

I 5. Njé person ka bleré 7 llamba 40 W, 5 llamba 60 W dhe 3 [lamba 100 W. Rrugés i démtoi tre
| prej tyre. Sa éshté probabiliteti & llambat e démtuara bashkérisht té ken# 180 W?

| 6 NEményré rastésore 10 libra radhiten né njé raft. Té gjendet probabiliteti i ngjarjeve né vijim:
| A: njé libér fiks gjithmon# do t& jeté né fillim té radhés;

| B: tre vEllime t nj€ romani do t€ jeng gjithmong prang njéri - tjetrit n& radhitje rritése;

| C: tre véllime t& nj& romani do t€ jeng gjiithmoné prang njéri - tjetrit né radhitje arbitrare.
| 7. NE njé paketim ka 8 senzoré nga t€ cilét 5 jang funksional, kurse 3 me defekt. Nga paketimi
' pérzgjidhen 3 senzoré g duhen pér konstruktimin e njé dore robotike. TE gjendet probabiliteti
: q!dnuzmﬂhmﬂmmfuﬂmam]dhlm:dt&h

| qika5letra me vierk té sigurta dhe 3 letrs. me viert me risk. T& giendet probabiliceti g& do 12
I pérzgjedh mé shumé letra me vleré t€ sigurta se sa me risk.

I
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4.10 VETI TE PROBABILITETIT.
NGJARJET E PAVARURA

— Rikujtom!

5i formulohet péricufizimi klasik i probabilitetit? Kor mund t zbatohet?

NE kEtE pjesi do t€ shqyrtojmé vetité bazike t& probabilitetit,

* (do ngjarje A &shté nénbashkési e bashkésisé 58 ngjarjeve elementare 0, prandaj 0 < 4] < |C. Nga

: 0 - lAl 19
kitndelse — <122l gmsh 02 pa)<1.
|2 1La] L

® Pér probehilitetin e ngjarjes s sigurt fitofmé Hﬂ}=JEI=LkmpE'nﬂar}m:panmldjhm:

@ 2]
kﬂnj HE}:I—I-=£|-_
1]

* Letéjené A=(E K, .E| dhe B=[E E,, E, | dy ngjarje disjunkee, dmth AnB=2
Argheré shuma e ngjarjeve A dhe B &shté A+B=[E E ...E .E .E . .E | dhelak + m
ngjarje elementare. Nga ki,

F{A+B]—H—M=E+E=F{A}+P{B}.
M M
-1 Mbani mend! .

Pér probabilitetin & ngjarjes A vlejné vetité né vijim:
1. Pérgdo ngjarje A, vien 0 Z P{A) = 1;
2 PN =1;
3 HE=0
4. Nise A dhe B jan& ngjarje disjunkte, atsheré P[4 + B) = P{4) + P(B).

— Shembulli1 ,

NE njé kuti ka 4 topa tZ vegjl té bardhg, & t& tille t£ kug dhe 5 t2 tillé té zinj. Nga kutia rastésisht nxirret
njé top. Gjeni probabilitetin q& topi i nxjerré t€ jet€ i bardh# ose i zi.
Zgjidhje:
ShEnoimé ngiari
A: Eshté nxjerré top i bardhé;
B: Eshté nxjerré top i zi.
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Le t& vErejmé se ngjarjet A dhe B jané disjunkte. N fakt, paraqgitja e ngjarjes A e pérjashton paragitjen
e ngjarjes B, dhe anasjelltas. E kirkojmé probabilitetin ¢ ngjarjes A + B. Nga vetia 4 kemi;

4 5§ 9 13
P{H+B}—HA}+F'{EJ—E'iE—I——;-

Detyra 4

Nga kuverta me 52 letra bixhozi térhiget njé letér. TE gjendet probabiliteti qé letra e térhequr t8 jeté mag
ose kupé.

Vetia 4 mund & pErgjithésohet me sa vijon.

—l]'u'ﬂ:lau.imend!f,

5. Let jend A, A,...., A, ngjarje disjunkte, d mth. A, M A, = &, pér i #j. Atéhers
PIA+ A+ +A)=P(A)+PA )+ +P(A,)

A|_|B
. E&Wﬂeﬁﬂ%ﬂdﬂﬁﬂﬂgﬂmﬂmﬁwiw.mﬁiﬁ- Nga

kétu fitojm P(4) < P(B).

—|Mhanin:umd!;

6. Mése A C B atghers P(A) = P{B).
* Pasi A + A = 02 onga vetité 2 dhe 4 fitojmé gé P(A + A) = PIY) d m.th.
PlA) + PUA) =1
Nga kitu, P(A)=1- P(A)

—|Mhaninnnd!;

7. Pér probabilitetin e ngjarjes s& kundért t& ngjarjes s& dhéné A, vien P(A) = 1 - P (A).

— Shembulli 2,

NE njé kuti ka 5 topa t& vegjél t& bardhé dhe 4 t& zinj. Nga kutia nxirren 3 topa pérnjéherésh. Gjeni
probabilitetin g t£ jeté nxjerré t& paktén njé top i bardhé.




E shinojmé me A ngjarjen: “"gshté nxjerré t& paktén njé top i bardhé”, AtEheré ngjarja e kundért A
shEnon faktin qF nuk &sht# nxjerré asnjé top i bardhg, d m.th. tre topat e nxjerre jané t€ zinj. Prandaj,

» Nése A dhe Bjané dy ngjarje lidhur me njg eksperiment, atéheré numri i elementeve né A '\J B ésht#
ibarabarté me | A\ B|=| A|+|B|—| A B Nése kjo shprehje pjesétohet me [()]. del vértetésia
€ vetisg né vifim.

- Mbani mend! .
B. Probabiliteti i shum&s g8 dy ngjarjeve té cfarédoshme lidhur me njgé eksperiment llogaritet me
formulén
P{A ' B)=PA)+ P(B)- AN B).
— Shembulli 3

MNE njé sipérmarrje ka 100 t& punésuar. 40 prej tyre diné anglisht, 30 dinZ gjermanisht, kurse 15 i ding
té dy gjuhét. Rastésisht pérzgjidhet njéri prej kétyre 100 té punésuarve. Gjeni probabilitetin e ngjarjeve
té rastit:

B: personi i pérzgjedhur din té paktén njé gjuhé;

C: personi i pérzgjedhur nuk din asnjérén prej gjuhéve.

Zgjidhje:
I shEnojmé ngjarjet né vijim:

A: personi i przgjedhur din anglisht;

(i: personi i pérzgjedhur din gjermanisht.
Nga kushtet ¢ detyrés kemi

40 _ L 15 _
P{A]—]m 0.4, P(G) 100 0.3, PANG) 100 0,15.

Le té vérejmé se ngjarja B mund t& shkruhet si union i ngjarjeve A dhe G, d.m.th. B= A G. Nga kjo
del se,
P(B) = P(AW G) = P(A) + P(B) - PIANG) =04 +03-0,15=0,55.
Nga ana tjetér, ngjarja C &shté e kundért me ngjarjen B, dm.th. C=B. Prandaj,
P(C)=PB)=1-P(B)=1-0,55=0,45



Detyra 5
Njé lojtar e rrotullon rrotén e fatit £ dhéné né figurén djathtas. TE gjendet
probabiliteti i ngjarjeve né vijim:

A: Rrota do & ndalojé né fushé portokalli;

B Riota do & ndslofé & fushE me mumér sifi (
C: Rrota do t& ndalojé né fosh# portokalli ose né fushg me numér ift. E

PavarEsia e ngjarjeve
Pér dy ngjarje A dhe B themi se jang t& pavarura nése paraqitja e njérés nuk ndikon paragitjen & ngjarjes
tjetér, dhe anasjelltas. Pér shembull, nése hedhim dy zare knbike, ateheré rezultati i shfaqur né njérin prej
tyre nuk ndikon ng rezultatin q# shfaget né zarin tjetér. Prandaj, nése marrim dhe pérkufizojmé ngjarjet:
A: nE zarin e paré ka réng pesg, dhe
B: né# zarin e dytE ka réné tre,
ateheré ngjarjet A dhe B jan ngjarje t& pavarura.

Mir#po, jo gjithmoné nga veté kushtet ¢ detyrés mund t# konstatohet nése dy ngjarje jané t& pavarura ose
jo. NE kit# rast duhet t& provohet nése &shté plotésuar kushti i pavarésisé s& ngjarjeve.

~ Mbani mend! ,

Dy ngjarje A dhe B jané t& pavarwra nése dhe vetém nése P(A M B) = P{AJP{E).

—Shembulli 4 ,

Nga kuverta me 52 letra bixhozi térhiget njé letér. Le t'i shqyrtojmé ngjarjet né vijim:
A: gshté térhequr letra né té cilén éshté numri pesé:
B: &shté térhequr letra spathi.
Kontrolloni nése ngjarjet A dhe B jané t& pavarura.
Zgjidhje:
Mundési té favorshme pér paragitjen e ngjarjes A ka gjithsej 4 (né kuverté ka 4 peséshe), prandaj

P{A}=1=L. Mga ana tjetér, mundéEsi t favorshme pér paragitien ¢ ngjarjes B ka gjithsej 13 (né

. . 13 1
kuverté ka 13 letra spathi). Prandaj, P{B)=—=—. Ngjarja A M B do té paragitet nése térhiget letra
spathi me nomér 5. QE kjo té uindhhmé&?‘uﬁiuundeumfwunhnt Fitojmé:

PlANB)= __E_ =P{A)P(B).

Mund té konstatojmé se kushti pér pavarésiné e ngjarjeve éshté plotésuar, prandaj ngjarjet A dhe B
katér pesésheve 1€ kuvertgs ka edhe peséshe spathi).
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~ Shembulli 5 ,

NE njé kuti ka 6 topa t& vegjél t& bardhé dhe 4 té zinj. Nga kutia nxirret njé top, regjistrohet ngjyra e tij
dhe kthehet pérséri né kuti. ME pas térhiget edhe njé heré njé top. Pércakioni probabilitetin qg té dy
topat e nxjerré t€ jené t& bardhe.
Zgjidhje:
I shenojmé ngjarjet né vijim:

A: topi i parg i nxjerré éshté i bardhg;

B: topi i dyté i nxjerré Eshté i bardhé.
Le t& nénvizojmé se ngjarjet A dhe B jané t& pavarura. Me t€ vérteté, topi qé nxirret herén e paré kthehet
né kuti, prandaj rezultati gjaté nxjerrjes herén e paré nuk e ndikon remmitatin e nxjerrjes herén e dyté.
E kiérkojmé probabilitetin e ngjarjes A M B. Nése e pérdorim kushtin e pavarésisé sé ngjarjeve, fitojmé:

&€ 6 _9

Detyra 6
Njé nxénés né testin me dy pyetje duhet t& pérgiigict me PO ose me JO. Nxénési nuk &shté pergatitur pér
testim, prandaj pérgjigiet i jep duke hamendésuar. Pérgjigia nE njérén nga pyetjet nuk ndikon né pérgjigien
pér pyetien tjetér, dhe anasjelltas. Té gjendet probabiliteti i ngjarjeve né vijim:

A: nxEnési saktésisht -Eihl:i'pﬂ'g]lﬂplf_ T nidfp]"!‘l]ft:

B: nxénési _ﬂhi_ﬂhtipﬁ'g]@ﬂ‘i‘!tﬂn_ n€ njérén prej pyetjeve;

C: nxénési gabim &shté pérgfigiur né té dyja pyetjet.

A Eshté ¢ mundur qé dy ngjarje disjunkte t€ jen# té pavarura, dhe anasjelltas?
* A dhe Ble t& jeng dy ngjarje disjunkte. Ateheré A ~ B = &, prandaj {4 ~ B) = 0. Del se, barazimi
PAM B) =0=PA)AB)

do 12 viejé vetém nése P{A) = 0 ose P{B) = 0. Pra, nése A dhe B jané ngjarje disjunkte dhe P(4) > 0 dhe
P(B) >0, atgheré A dhe B nuk mund & jené t# pavarura.

* Vlien edhe e anasjellta. A dhe B le t jené ngjarje té pavarura dhe P{A) > 0 dhe F(B) > 0. Atéheré
P{A) -P(B) > 0. Nga pavarésia ¢ ngjarjeve del se P{A m B) = P{A)P(B) > 0, prandaj A dhe B nuk jang
ngjarje disjunkte.

1 Mbani mend!

* Pavarésia dhe disjunktiviteti i dy ngjarjeve jané dy koncepte 8 ndryshme!
* Dy ngjarje disjunkte & dhe B jans t& pavarura nése dhe vetgm nése MA) = 0 ose P(Bj = 0.
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- Shembulli 6 ,

Pjetri njekohésisht hedh njé monedh dhe njé zar kubik pér lojé.
a) Pércaktoni bashkEsing e ngjarjeve elementare.
b} Gjeni probabilitetin e ngjarjeve né vijim:
A: nE monedhé ka réng fytyré dhe ng zar numér cift pikash;
B: né monedhé ka réng stemé dhe nE zar numér pikash mé i madh se 4.
c) A jané disjunkte ngjarjet A dhe B?
¢) A jané t€ pavarura ngjarjet A dhe B?
Zgjidhje:

a) Niéseshénojmé “F" (fytyré) dhe °S" (stemg), pér rezultatet e mundshme t& hedhjes s monedhés,
kurse me 1, 2, 3, 4. 5, 6, pér rezultatet ¢ mundshme t€ hedhjes s zarit, bashkésia e ngjarjeve
elementare do tE jeté me sa vijon:

£2={(F, 1), (F. 2). (F, 3), (F, 4), (E.5), (B, 6), (5, 1), (5, 2)s (S, 3). (5, 4), (S, 5), (5. 6)])-
Domethéne, numri i elementeve t& £ éshtz [0 = 12.
b) Mgjarja A mund t& pérshkruhet me A = |(F, 2), (F. 4), (F, 6}}, prandsj

3 _1
Ay=—=_,
AN 12 4

Nga ana etk B= (5.5 (5, 6] dhe P(B)=2~1.

¢} Vérejmé se A M B = &, prandaj A dhe B jang ngjarje disjunkze.
¢) ME sipér, né pjesén b) t& detyrés, kemi fituar P(A) > 0 dhe P{B) > 0 dhe A dhe B jané ngjarje
disjunkte. Nga diskutimi i méhershém, kéto ngjarje nuk mund té jené t& pavarura.

Detyra 7

Nga kuverta me 52 letra bixhozi rastésisht térheqim njé letér. Le t& jené:
A: letra e térhequr &shté kupé;
B: letra e térhequr &sht# mac;
C: letra ¢ térhequr EshtZ mbretEreshi.

a) Té gjenden P(A), F(B), P(C), PIA M B), A M C).

b) A jané té pavarura ngjarjet A dhe B? A jané ngjarje disjunkte?
€) A janE té pavarura ngjarjet A dhe C? A jané ngjarje disjunkte?
¢) LetE jeté D = A M B. A jané té pavarura ngjarjet C dhe I?




1. LetEjeté P(A) =05, P(B) = 0.4, kurse P{A M B) = 0,3. TE pércaktohen probabilitetet e ngjarjeve
né vijim A, B, AUBANBE AUB.
2. Te pércaktohet probabiliteti i ngjarjes A M B nése P{A) = 0.6, P(B) = 0,7, kurse P{4 v B) = 0,5.
3. NE njé kmti ka 4 topa 1€ vegjél té bardhé, 6 t& zinj dhe 5 topa t& vegjél t€ kaltér. Nga kutia
rastésisht nxirret njé top. Jané dhéné ngjarjet
A: topi | nxjerré &shté i bardh&
B: topi i nxjerré gsht# i zi
Té pércaktohet probabiliteti i shumés s ngjarjeve A dhe B.
4. Hidhen dy zare pér lojé. JanE dhénE ngjarjet e rastit né vijim:
A: shoma ¢ pikéve né dy zaret Eshté mé ¢ madhe se 9;
B: né zarin e paré ka réné numri 5.
Te pércaktohen probabilitetet e
a) ngjarjeve A dhe B;
b) ngiarjeve A dhe B
) AnBdhe AwE
5. Dy rrota A dhe B (t& dhéna né figurén mé posht) motullohen pérmjéherish.

3

a) A jané t& pavarura ngjarjet “rrota A do t€ ndalojé n# fushé portokalli” dhe “rrota B do t&
ndalojé né fushé té verdh#'?
b) Té gjendet probabiliteti g& rrota A té ndalojé né fushé t& kuge dhe rrota B t& ndalojé né
fushE t& verdhs.
6. Zari pér lojE hidhet dy heré. Té caktohet probabiliteti g né hedhjen e paré do t€ bjer njéshi
ose hedhjen e dyté do t€ bjerré numér tek
7. Eksperimenti &shté hedhja e dy figurave: tetraedrit 8 rregullt dhe dodekaedrit t& rregullt
Tetraedri ka katér fage (t€ gjitha trekéndésha barabrinjés) té numértuara me numrat 1, 2, 3,
4, kurse dodekaedri ka 12 fage (€ gjitha pesgkéndEsha t€ rregullt) t& numértuara me numrat
1, 2, .... 12. Gjeni probabilitetin g€ né tetraedér do t& bjeré numér i plotpjesétueshém me 3,
kurse né dodekaedér do t bjeré numér i plotpjesétueshém me 4.

A
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{RPERSENILIE SHE PERFORCIM

__ DETYRA PE_':_H
PERSERITJE DHE PERFORCIM

1. Sanumra katérshifroré mund té formohen me shifrat 1, 3, 5, 7, 9, nése shifrat edhe mund t& pérsériten?

2. Sanumra treshifroré mund t# formohen me numerat 0, 2, 4, 6, 8, nése gjitha shifrat né numrat e formoar
jané té ndryshme?

3. NE sa ményra mund tE renditen, ng njé vijé, 12 t&# punéspar & njé kompanie g té béjné njé fotografi t&
pérbashkét?

4 Nijé flantist, né njé koncert, duhet t# performojé 7 kompozime. Né sa ményra mond t'i shpérndajg
kompozimet pér t'i performuar né koncert?

5. NE sa ményra 6 neénés mund t2 ulen n 6 vende nése Stiveni insiston t£ ulet né ulésen e paré?

6. Sashpémdarje té ndryshme mund t€ béhen me shkronjat e fjalés PARALELOPIPED?

7. Njé nxEnés ka bleré 3 akullore me shije vaniljeje, 5 me shije ¢okolate, 4 me shije luleshtrydheje dhe & me
shije mjedre. NE sa ményra mund t'ua shperndajé almlloret 20 shokEve té tij?

8. Shtat# shoké né ekskursion duhet t# vendosen né njé hotel né t& cilin ka 2 dhoma t£ lira me njé krevat,
1 dhomé tE liré me dy krevate dhe | dhomé & liré me tre krevate. NE sa ményra, kéta shokg, mund t&
vendosen né kfto dhoma 18 lira?

9. ME sa ményra mund té pérzgjidhen 3 eréza té ndryshme pér pica. nése né dispozicion kemi 12 eréza?

10. Njé nxénés duhet t# pérzgjedh dhe pergjigjet né 7 prej 9 detyrave té testit t& historisé. Né sa ményra mund
t'i pérrgjedh detyrat?

11.Njé bashkési ka 7 elemente. 5a nénbashkési me nga 5 elemente ka kjo bashkési?

12. Trajneri i reprezentacionit shkollor né futboll ka ftuar pér ushtrime 4 nxénés nga viti i paré, 6 nga viti i dyté,
8 nga viti i treté dhe 10 nga viti i katért. Pas pérgatitjeve ai duhet té pérzgjedh 11 nxénés g& do t& marrin
pijesé né turnenn e futbollit. NE sa ményra mund ta formojé ekipin, nése né té duhet té keté 2 nxénés nga
viti i paré, 2 nga viti i dyte, 3 nga viti i treté dhe 4 nga viti i katért?

13.Le té shqyrtojmé eksperimentin e nxjerrjes s letrés nga knrverta me 52 letra bixhozi. Kryeni 10 seri me
nga 50 térhegje t& letrés s& bixhozit. Pas ¢do térheqjeje regjistroni numrin né letér dhe t& njéjtén kthejeni
pérséri né kuvertz. Pércakioni probbiltetin statistikor pér paraqitien e ngjarjeve:

A: letra e tErhequr Eshté spathi me numér 10;

B: letra e térhequr &hté me numér tek (me numér tek ¢ marrim edhe letrén e mbretéreshis).
lilatihmi.ﬂtmj' mimpﬂ'.lmt nﬁntt&hﬂ@ﬂﬁnjilmngahﬂtmmlﬂhmhuﬂm i né t& cilén ka

nga katér letra me numrat 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Béni 4 seri me nga 100 eksperimente dhe caktoni frekuencat

lative 16 ngiari

A: &ht térhequr letér me numér jo mé té vogél se 5;

B: Eshté térhequr letér me numér mé t2 madh ose t€ barabarté me 3;

C: Esht# térhequr letér me numér cift.

15. Njékohésisht hidhet monedha dhe tetraedri, faget e té cilit jané shénuar me a, b, ¢ dhe d. Pérshkruani

IE.MEnthﬁh-lmpaEngjﬂtEmunu-m:r' m:mlmratl.z.idh:a!.ralimin_frimtﬁm' nxirren njé nga
njé topat nga ktia, pa kthim. Nxjerrja e topave vazhdon deri sa t& nxirret topi me numér 1. Pérshkruani
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17. N} shigjetar gjuan me shigjeté cakun tre heré dhe merr shénim, regjistron, gjusjtien me sukses ose
déshtimet né gjuajtje giaté secilés giuajtje. Pérshkruani bashkésing e ngjarjeve elementare dhe ngjarjet e
mé poshtme t# rastit:

A: giuajtja £ paré ka gent e suksesshme;

B: ka déshtuar né dy gjuajtje

C: né tE tre gjuajtjet &shté arritur sukses, respektivisht né & tre gjuajtjet ka déshtuar;
[ né dy gjuajtiet ¢ para kea déshtnar.

18, N& nji kuti ka 10 bateri nga t& cilat 3 me defekt. Nga kutia pérzgjidhen pérnjherésh 5 bateri. T giendet
probabiliteti gé mes baterive t pérzgjedhura té keté 3 bateri funksionale.

19. Zari pér lojé hidhet nj heré. T¢ gjendet probabiliteti i ngjarjeve né vijim:

Az ka rénE num#r mé i madh se 3:
B: ka réné numér tek;
> k3 réné numri 3 ose numri 4

20.NE njé garé marrin pjesé 8 kuaj, ku gjitha shpérndarjet e mundshme t& kusjve né cak jané njélloj té
mundshme. Pérpara fillimit t& garés Mali plotéson tiketén né té cilén prognozon shpérndarjen pas
pérfundimit té garés. Sa #shté probabiliteti & do ta géllojé shpérndarjen fimese?

21.NE njé kuti ka 8 topa t£ zinj dhe t& bardh£. Nga ltia nodrren dy topa. Probabiliteti & nga Jotia t& nxirren
2 topa t€ bardhé &sht 15/28. T¢ gjendet za topa té bandhé ka né kouti.

22.'T¢ gjendet probabiliteti g€, né vitin & perzgjedhur rastésisht, né muajin gusht do t& keté saktésisht 4 t8
héna.

23.5hgyrtohen permutacionet pa pérséritie prej m elementeve, Sa &shté probabiliteti g€ né njé permutacion
té pérzgjedhur rastésisht dy elementé t€ fiksuar a dhe b do 1€ jené njéri prané tjetrit?

24.Njé kuvert? standarde ¢ letrave t€ bixhozit ka 52 letra. Letrat shpérndahen né varg me renditje rastésore.
Té gjendet probabiliteti i ngjarjeve né vijim:

A: 1 katér letrat me numér 1 do t€ jen# njéra prané tjetrés;
B: té katér letrat me numér 1 do t€ jené té shpérndara né katér pozicionet e para ose né katér pozicionet
e fundit.

25. (GGjitha faget e njé kubi jang ngjyrosur me t& kuge. Kuobi copétohet né 100 kube té vegjél, t€ njEjté, dhe ata
miré i pérziejme. Nga to né mémyé rastésore pérzgjidhet njéri. Té gjendet probabiliteti i ngjarjeve né vijim:
A: né kubin e voggl, t& pérzgjedhur, do t& keté saktésisht dy faqe t€ ngjyrosura me t& kuge;

B: né kubin ¢ voggl, t& pérzgjedhur, do té keté t& paktén dy faqe t& ngjyrosura me t& knge.

26. Njé person paguan, pér dy raunde t# njépasnjéshme, nga njé kombinim tE lotarisé 7/37. Té caktohet
a) do té fitojé shtatéshen n raundin e paré;

b) do té fitojé té paktén njé shtatéshe né dy ranndet ¢ njépasnjéshme.

27. Problem pér t& menduar. NE fund t& shelmllit XVII, disa matematikané anglez pérpilean dhe analiznan
tabelat e vdekshmérisé né t& cilat ishin té dh#nat se sa njeréz vdesin né mosha t& ndryshme. Nga kito tabela
ata mundnin & vlerésojné probabilitetin g& njé persan do té jeté i gjallé ng ndonjé daté né té ardhmen.
Kjo puné shérbeu si bazé pér themelimin e kompanisé s& paré t€ sigurimit ¢ jetés né vitin 1699,
Kompanité e sigurimit jetésor pérdorin statistileat pér jetégjatésing e pritur dhe normat e vdekshmérisé
pér t& logaritur premité g duhet paguar nga njerézit & sigurohen né kéto kompani.
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Tabela e jetés (life table) ¢ m#poshtme &htF marré nga njé kompani australiane. Ajo tregon se sa nga 100 000
t€ lindur mbijetojné deri né moshat e ndryshme, si dhe sa vite pas késaj moshe pritet t& jetojné, pér secilén

mioshE.
Meshlmnj Femra
Vite Numri | té Jetégjatisia e Vite Nomri | té Jetbglatiaia e
L 10000 73,03 i) 100000 MAb
5 QREDY 68,50 5 307 75,15
10 QRASR 63,97 10 w25 70,22
15 98555 59.06 15 SR965 65,27
20 Q052 54,35 20 GEYSE 60,40
25 97325 49,74 25 G516 55.54
30 SHAEE 45,05 30 GHITR 50,67
35 Qe0E 4032 k. SR002 45,80
40 Q5364 35,60 4 97als 40,97
45 Q4323 30,95 45 GHUAT 36,22
50 QX0 15,45 50 5945 31.59
55 BOEG] i | 55 Q285 27,10
&l B5 198 ez &l 91774 2276
685 TBI23 14,689 65 87923 18.64
0 6TTeR 11,52 0 81924 14.81
75 5342 882 75 72656 11,36
&0 37532 6.56 &0 58966 #£35
a5 a0 4.7 85 40842 sar
90 8416 349 a0 21404 4,12
a5 2098 268 a5 T004 3,00
e 442 2.1 o9 1953 236

Pér shembull, mund t& shohim se nga 100 000 t& lindur, 98052 parashikohet té mbijetojné deri moshén
20-vjecare dhe nga kjo moshé, & mbijetuarit pritet té jetojng edhe 54,35 vite.
a) Sa vite jeté mund té pret té jetojé njé mashkull i porsalindur dhe njé femér e porsalindur né Anstrali?
b) Sa &shté probabiliteti qé njé i porsalindur né Australi t& arrij moshén 60 vjec? Sa éshte ky probabilitet
pér té porsalindurat?
-l;]i.'s:lﬂ:l:l]:lﬂ.'n.ln € sigurimit u&nnugmm;:tﬁur' ﬁ?ﬁlhp&ﬂ%ﬁ:ﬂgﬂ]ﬂl imi i tillé éshté mé i liré
pér personin e moshés 30 vieg se sa pér personin ¢ moshés 50 vjeg?




GJEOMETRIA

.mE

MNE két# temé shgyrtohen funksionet trigonometrike dhe lidhjet mes tyre, pozita e ndérsjellé e drejtézés
dhe rrafshit, mes dy rrafsheve ose dy drejtézave, si edhe prerjet e formave 3D me rrafshin. Kéto pérmbajtje
mundésojné pérshkrim preciz dhe analizé t2 vendndodhjes, drejtimit dhe pjerrésisé s& objekteve né hapésiré.
Trigonometriz paraqet njé nga veglat themelore pér matjen dhe llogaritjen e largésive dhe t& kéndeve, pérderisa
shqyrtimi i pozitave t& ndérsjeila dhe prerjet me rrafshin mundézojné modelimin gjeometrik t# sitnatave
t& ndérliknara hapésinore. Dijet nga kjo fush# kan# zhatim t& gjeré né arkitektoré, inxhinieri, ndértimtari,
vizatim teknilk, fiziké dhe informatiké, ko pérdoren pér analizén e konstruksioneve, pércaktimin e formawve
prerése ti dukshme, stabilitetit dhe orientimit hapésinor.

NE temat 5 dhe 6 do t& jeté e nevojshme qé njé pjesé e shembujve dhe detyrave t& vizuelizohen dhe t'i
kontrolloni me softuerin kompjuterik GeoGebra. GeoGebra éshté nj# softuer kompijuterik interaktiv pér
vizeelizimin dhe mésimin e gieometrisg, algjebris, funksioneve, statistikés dhe analizés matematike. Két#
softuer mund ta pérdorni edhe online né linkon nE vijim https://www.geogebra.org/classic ose mund ta
shkarkoni dhe instaloni né kompjuterin tuaj personal pérmes linkut https:(fwww.geogebra.org/download.

5.1 KENDET DHE MATJA E KENDEVE

- Rikujtoni!

» (faré lloje kEndesh kemi?

* Me farE njésie matése i matim kéndet?

* Kéndet i hasim né shumé sfera tZ jetEs s& pérditshme, si; Eshté arkitektura, fizika, hartografia,
gieodezia, navigacioni, dizajni, sporti e shumé sfera t€ tjera.

-1 Mbani mend! -

* Forma 20 e ndértuar me dy gjyemédrejtéza, me piké t8 pérbashlit 4
fillestare, dhe pjesa e mafshit e kufizuar me to quhet keénd
* Pika e pérbashkét fillestare e kétyre gjysmédrejtézave quhet kolm
i kEndit, kurse gjysmedrejtézat gé e formiojné kéndin quhen krahé
& kigndit. o
s+ NE vizatimin 1 &sht& paragitur kéndi AOB me kulm O dhe krahét a
A dhe OB, Vizatimi 1




~  Rikujtoni!

al

ENDET DHE MATIA E KENDEVE

= Kénd i ngushté shté kéndi mé i madh se 0° dhe mé i vogél se 90® (vizatimi 2).
* Kend i gieré éshi# kéndi mé i madh se 90° dhe mé i vogél se 180° (vizatimi 3).
= Kendi gé ka saktésisht 90° quhet kénd i drejté (vizatimi 4), pérderisa kEndi prej 180° &shté kénd i

shtrirg (vizatimi 5).

* Kénd jokonveks Eshté kéndi mé i madh se 180°, ¢ mé i vogél se 360° (vizatimi 6).

* Kénd i ploté &sht# kéndi prej 360" (vizatimi 7).

A @ pn

Vizatimi 3

a -~ 9

* (rada (shkalla) ésht® masa e kéndit gé fitohet kur njé rreth i ploté ndahet né 360 pjesé t& barabarta.
Nijé nga kéto pjesé quhet gradé dhe shénohet me 1°. Njési mé t vogla matEse se grada jang minuta
qé shEnohet me 1" dhe sekonda qé shénohet me 17, Lidhja mes njésive éshté: 1° = 60' dhe 1" = 60",

— Shembulli 1

Kéndet e dhéna shndérroni né minuts: ~ a) 23°  b) 31°15"
Zgjidhje:
a) 23°=(23-60) =1380" b) 31°15'=(31-60+15) =1875.

—|5‘lmmh.l]]i2;

Kéndet e dhéna shndérroni né gradé:  a) 493  b) 78715
Zgfidhje:

493 15

a) H-&llﬁ?"’; b) ?ﬂ“lﬁ'-?ﬂ+ﬁ-?ﬂ+ﬂp35-73-15“_




TEMAS GIEOMETRIA

. -

-1 Mbani mend! -

Radian &chté masa pér madhésing e kéndit g8 paraget raportin mes gjatésiss =8 harkut g€ pérgjigjet
atij kéndi dhe rrezes 58 vijés rrethore.

F—l (I - gjatésia e harkut rrethor gf i pérgiigjet kéndit gendror
¥ né vijén rrethore me rreze 1 ).

Shpesh, kéndet g€ jané t& shprehur né radiané shénohen me ¢ J
{lexohet “fi") ose & (lexohet “teta™). NE kété libér shkollor do ta
shfrytézojmé shenjén ¢.

Nise gjatésia e harkut &sht# sa rrezja e vijés methore, atéheré
fﬁnll'tﬁndipujlmd.‘:unflnd}lp—%-i—lmi

r

Vizatimi 8

Pér shndérrimin e kéndit nga gradé n# radian dhe anasjelltas l-r
shfrytézojmé faktin se njé rreth i ploté ka 360° ose 27 rad. Nese

& EshtE kind i dhéné né gradé, kurse @ &shtg po i njgjti kénd i

dhéné né radiané, atéheré del g raporti i kEndit & kundrejt 360°

gshté i barabarté me raportin e kEndit ¢ kundrejt 2n, d.m.th.

%-%- Prandaj, nga kjo g€ u tha mé sipér, fitohen formulat Yizatimi 9

Le té theksojmé se shénimi i madhésisé s& kéndit né radiané né
té shumtén e rasteve pérfshin numrin .

-1 Mbani mend! -

* Formula pér shndérrimin e kéndit nga gradé né radiané &shté F—%'ﬂ-
*  Formula pér shndérrimin e k&ndit nga radiané né gradé &shté a:lm -@.

T

* Shenja rad pér shénimin e radianéve zakonisht nuk shkruhet, por nénkuptohet. Késhtu, nése

d1hnmjr@p=;—’.rﬁnhndumw=%md_




__ 5.1 KENDET DHE MATIA E KENDEVE

~ Shembulli 3,

Kéndi i drejté, i shtriré dhe i plot nga gradé té shndérrohen né radiang.
Zgjidhje:
Duke e shfrytézuar formuolén pér shndérrimin e kndit nga gradé né radianég, fitojmé:

d K, i b
Pﬁkhdlﬂldl'qtﬁ F-ﬁ-w-il

» pérkéndin e shtriré: p-ﬁ-lﬂ"—m

. 8 s
pér kéndin e ploté: P g J607-2x.

—|]'m'fhil.l:l..i:l:l:li::u;i,"l',r

» Kéndiidrejté a =907 i shprehur ng radiané éshté w-% rad.
= Kandiishtriré @ =180" i chprehur nié radiané éshté @ =z rad
» Kéndiiploté @ =360° i shprehur n& radiang éshté - 27 rad.

PEr t& pasur pasqyré mé t& miré pér madhésiné ¢ masés radian, duhet té dimé se
1rad=57,296" dhe 1°=0,01745rad

— Shembulli 4,

Shndérroni kéndin 135" né radiang.

Zgjidhje:

Duke shfrytézuar ﬁurmu%ltl pér shndérrimin nga gradé n radiané, pér @ = 135%, fitojmé
E 3 T

= e T

Detyra 1
Shndérroni kéndin 150° & radians




TEMAS GIEOMETRIA

~ Shembulli 5 ,

Shndérroni kéndin lizmdni‘p:ldi_

Zgjidhje:
Duke shfrytézuar formulén pér shndérrimin radian né gradé, pér p-—, fitojmé
T T 12
o —— P ———— = |57,
x x 12
Detyra 2

Shndérroni kéndin ‘?'nanagrﬂ_

—Shembulli 6 ,

Shndérroni kéndin 3.2 rad né grade.

Zgidhje:

Duke shfrytézuar formulén pér shndérrimin e radianéve né gradé, pér @ = 3.2, fitojmé
L | s =

E—T-F—iu-li—lﬂiﬂ ;

Detyra 3
Shndérroni kEndin 29° né radiané,

- Mbani mend!

* Kéndet maten me gradé ose me radiané.

» 3607 i pérgjigjet 2 Tradiang.

* Mjésia matése grada shté mé praktike né kontekst t& pérditshmérisé, pérderisa njésia matése
radian pErdoret mé shpesh né trigonometr dhe analizat matematikora.

Detyra per ushtrime! SUENEEENE TR a

1. Shndérroni né minuta kéndet:

a) 78°32'50"; bl 13°40', c) 12°13'25".
2. Shndérroni né radiané kéndet:

3. Shndérroni né gradé kéndet:

|
|
|
|
|
: a) =225 b a@-=315% d a=210% d a=75"
|
|
|
|
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5.2 PERKUFIZIMI | FUNKSIONFYETRIGONOMETRIKETE KENBAT TE NGUSHTE

5.2 PERKUFIZIMI 1 FUNKSIONEVE TRIGONOMETRIKE
TE KENDIT TE NGUSHTE

m__Riluyeonil

» Pérknfizoni trekéndéshat e ngjashém!
= Pérkufizoni raportin dhe proporcionin!

Le t2 jeté dhéné kéndi i ngusht® a = XAY (vizatimi 1) dhe né
krahun AY le t# marrim pikat arbitrare B, B,, . ... . ME tej,
nga pikat B, B,. B,, ... le t& térthegim normalet drejt krahot
AX, me ¢ka fitohen trekéndéshat kénddrejié ACB, AC.B,,
AC.B,. ... Per gjith kita trekéndisha kénd i pérbashket Eshté
kéndi a, t gjithé kané nga njé kénd € drejté, cka nénkupton
se D té gjithé trekeéndéshat kéndet pérkatés jané t& barabarté.
Kjo do t€ thotg se t& gjithe trekEndEshat mes veti jané t&
ngjashém. Nga ngjashméria ¢ trekéndéshave del se brinjét
pérkatése t£ tyre jané proporcionale, pErkatésisht vien

Nga kiétu del se né t& gjithé trekéndéshat kénddrejté me kéndin e ngushté o, raporti i katetes pérballé kitij
kéndi dhe hipotenuzés sé trekéndéshit ka vlerén e njéjté a : ¢, km a =BC, c=AB. . Né ményré identike
arrijmé né pérfundimin se né t& gjithé trekéndéshat kinddrejté me kénd t& ngushté & raporti i katetes s&
anéshkruar (katetes fginje, katetes mbi té cilén shtrihet kéndi) t& atij kéndi dhe hipotenuzés ka vlerén e njéjt
bicku b=AC ,c=AB..

—thani :IIi:EIlﬂ_'f

*  Sipusii njgé kéndi t& ngushis 18 trekéndéshit kénddrejté paraget raportin e katetes pérballé atij
kéndi dhe hipotenuzés.

*  Kosinusi i njé kendi t& ngushte t& trekéndéshit kénddrejté paraget raportin e katetes s& anéshlruar
atij k&ndi dhe hipotenuzés.

a__hl:ll:lnEﬁh‘u.lrEn:l‘l:l:
Ti # CDsLE = T
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TEMAS GIEOMETRIA

Nese éshté dhéné trekéndishi, t# cilin zakonisht e shénojmé si né vizatimin 2, sipas pérkufizimit t8 mésipérm
kemi:
b

b
sing=2  cosa=—,  dnf-—, cosf=s
C C C L

Vizat ki 2

NE ményré t& ngjashme sikurse périmfiznan sinusin dhe kosinusin e njé kéndi t2 ngushté, pérkufizojmé edhe
funksionet tangjent dhe kotangjent t njé kindi. K&t pérdorim faktin se né gjithé trekénd@shat kinddrejté
me kénd t& ngushté a, raporti i katetes perballé dhe katetes sé anéshkruar kiéndit ka vieré té njéjté. Ne
mémy ré analoge, edhe raporti i katetes sé angshkrnar kéndit dhe katetes pérballé kéndit a, né njé trekéndésh
kénddrejté tf cfarddoshEm, ka vier t& njEjte.

~ Mbani mend! ,

* Tangjentii njé kéndi t& ngushté &, né trekéndéshin kénddrejté, paraget raportin e katetes pérballeé
dhe katetes s& anéshkruar kindit; shénohet me tga.

* Kotangjenti i njé kéndi t& ngushit& a, né trekéndéshin kénddrejts, paraget raportin & katetes =&
anéshlkruar kéndit dhe katetes pérballé tif shénohet me ctga.

katets pérballé kéndit izt & anéshkcroar kéndit
a= : o=
B8 = pm s aneehlmar kendn g = s porbaliz kendir

1 Mbani mend!

s Funksionet themelore trigonometrike jang sin, cosa, tgn dhe ctga.

# Pér cilindo kénd t& ngushté o, vlerat & funksioneve trigonometrike themelore fitohen si herés i
gjatésive t& brinjéve pérkatése té trekéndéshit kénddrejté. Pasi gjatésité e brinjéve jané numra
pozitivé, vierat e tyre jani pozitive.

* Dega e matematikés e cila i hulumton funksionet trigonometrike guhet tnigonometri.

¢ [Emrii trigonometrisé ka origjing nga fjalét greke trigonum, gé do t& thoté trekéndésh, dhe metria,
q& do t& thoté masé.
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FUKETE KEMENT TE NOUSHTE

~ Shembulli 1,

Sipas pérkufizimit, pércaktoni vlerat e funksioneve
trigonometrike tZ kEndit a pér trekéndéshin e dhéné ni

vizatimin 3. 1

Zgjidhje:

Nga vizatimi fitojmé se gjatésia e njérés katete 1€ B
trekéndéshit kinddrejté gshté a = 4, korse gjatésia s
e hipotenuzés Eshté ¢ = 5. Me b le ta shénojme 3

gjatésiné e katetes sé panjohur té trekéndéshit té Vizatind 3

dhéngé. Doke pérdorur teoremén e Pitagorés kemi

b =5 —4'=125-16=9 dhe nga kitu b=4/9=3,

a4 b 3 a4 b 3
engy itgnsy ETphg SRR
Detyra 1
Caktoni vlerat e funksioneve trigpnometrike té kindit a pér 6
trekéndéshin e dhEng né vizatimin 4.
- Shembulli 2

Caktoni vlerat e funksioneve trigpnometrike t& dy kéndeve té ngushta

té trekéndéshit 'hlﬂ:!it_ i t& dhéné né vizatimin 5, niEse raporti i gjatésive
té kateteve tE tij Eshté 8:15.

Zgjidhje:

Mga kushti i detyrés pér raportin mes gjatésive t kateteve t trekéndéshit
kemi a:b=8:15. Nga kétu fitojmé se a = 8k, b = 15k ME tej, dukei
zEvmiEnmrMﬂcﬂd]nbuEbamzimincz=31+b'.ﬁmjmi:

& =gt +b* =(Bk) +(15kF =64K* +225k* =289k, d.m.th. c=+{285%* =17k,
Ngapﬂhﬁnmzt' i pﬂhﬂp’ Eoe té funksioneve mgn:rmmﬂz ike kemi

a_8k 8 o b sk 15 L oob Isk 15 oa 8k B

¢ 17k 17 c 17k 17 c 17k 17 c 17k 17

a Bk 8 b 15k 15 b 15k 15 a Bk B8
ga=to B8 et SR 13 e R LIS gpd B _F




TEMAS GIEOMETRIA

Detyra 2 B
TE gjendet syprina dhe perimetri i trekéndéshit té dhéné. ™ 43cm
]
A E C
Puna me kénde né kalkulator
Kallmlatorét punojné né regjime t& ndryshme t& kéndeve:
* DEG - gradé
* RAD - radiang
NE varési té regjimit t& punés g pérzgjedhim, vlera e njéjté pér kéndin
do t# interpretohet ndryshe.
1. Puna né regjimin DEG (grads) Regimi DEG
1) Né kalkulator pérzgjidhni regjimin DEG. Hyria: 60
2} Ei:liudqi@mum;:'uh&nipﬂi sin{60) = 0.866
3) Rezultatet logariten si kinde né gradé. (kEndi Bshte né grade)
2. Puna né regjimin RAD (radiang) s
1) Né kallulator pérzgjidhni regjimin RAD. Dop P
2) Cdo kénd gé futim merret se &shté né radiang. m':ﬂ_m
3) Rezultatet logariten si kinde né radiané. (kEndi EshtE né radiang)

Detyra pér ushtrime! i "

[
1. Caktoni vlerat ¢ funksioneve trigonometrike pér kindet @ dhe §, t& trekEndgshit kEnddrejté,
nése a dhe b jané katete, kurse ¢ Esht# hipotenuza e tij:
a) a=3. b=4& b b=6.c=1k ¢) a=12.¢c=3% ¢ b=15c=17
2. Caktoni vlerat e funksioneve trigpnometrike t€ kéndit t& ngushté té trekéndéshit kEnddrejté,

nése dihet se
a) a:c=5:1% B b:c=8:17: C) a:c=7:25 ¢ arb=7:24

3. Caktonivlerat e funksioneve trigopnometrike té kéndit a té trekéndéshit kénddrejts té dhéné
£ vizati

¥
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5.3 FUNKSIONET TRIGONOMETRIKE
TE KENDEVE KOMPLEMENTARE

- Rikujtoni®
* Cka jané kéndet komplementare?

® Jepni njé shembull 12 iftit t& kéndeve komplementare t& shprehur né gradé dhe né radiang.
* Sa ésht shuma ¢ kindeve té brendshme t& trekEndéshit?

Le ta shqyrtojmé# trekéndéshin ABC 1€ dhéné né vizatimin |
B

Mga trekéndéshi i dhéné mund té vErejmé se:
vint:r-f—l:mﬁ. nma—g-dnﬁ.
€ i
ea-loces, caza-Lotzp
b a
Nése né kiéto barazime zévendésojmé = 90" — @, atéheré barazimet marrin formén né vijim:
sin(90°— &) = cosd®,  cos(90°— @) = sing,
tg(90°— &) = ctgax, Ctg(90°— @) = tga.
Mése kindi o #shté dhéné né radiané, atéheré ﬂ-%—mpra.ndaj barazimet ¢ mésipérme pér lidhjen mes
kéndeve komplementare mund t& shkrohen si

ﬂu{%—m=mﬁm mﬁ{%—{#=ﬁnﬂ.
x

- d=cga,  cgls-0=15

- Mbani mend!

Cdo funksion trigonometrik | kEndit t& ngushts Eshtg i barabart® me kofunksionin pérkatés 18 kéndit
té tij komplementar.

Kofunksionet pnigﬁeiﬁmhmm 'I:I!lgl!l-ll!l-l:lll!tﬂh ike vierat e t& ciléve ]J-El'ﬂjikiﬁﬂtil:lguﬁhﬁjﬂniﬁ
barabarta me vlerat e funksionit tjetér pér kindin e tij komplementar. Késhtu, sinusi dhe kosinosi, si dhe




~ Shembulli 1,

Caktoni kéndin ¢ ngusht? a, nése
a) sinf{ar—12%) — sin28% b) sina — cos38%; ¢) cte{a+287) = E21°40,
Zgjidhje:
a) Nga sin{a—12") = sin28° rijedh @—12° = 28 dhe pérfundimisht fitojmé &=40".
b) Nisur nga sin@ = cos38”, me zbatimin e cps38° —sin(90°— 38°)=sin52°, fitojme
sind = sin52°, Nga kftun, a=52"
c) Nese zévendEsojmE tg21°40" = ctg(90° —21°40") = ctg68°20, fitojmE a+28°=68"20', dm.th.

a=40"20",
Detyra |
Caktoni kEndin e ngusht# a, nése
a) tgor =ctg 497 b} cos(@—25%) = sin 64°10% c) tela+15%) = ciz(2a—&").
—~ Shembulli 2

Caktoni kéndin e ngushté a, né radiané, nése
a) sn@=cos(Th  b) dgta—§1=mim—§1
jﬂ x x T T T
a) Fﬂhmnhhcm[:}=un{i—11=un{1]mzivuﬂiummam=un(:}.ﬁm]ﬂi

- . g "
u.mu_un[‘},d_m.tha_r

b) Ngjashém si né detyrén mé paré, 82 - 3) - gt - 2a— ) - ctgCCr - 2a)
Me zévendésimin e rezultatit & fundit n2 cig(a——) - te(2a —2), fitojmé

m ix - X ix jir &© o 1lx
Detyra 2
Caktoni kEndin ¢ ngushté a, t& shprehur ng radiang, nése
) cosar=sin(Z); b) tgla+ 3) = cigl).
— Shembulli 3 ,
Thieshtoni shorehi
41g58°+6ctg32°
a) 2zin42°— 3cos 48 b} 0
—2ctg32°+3tg58°
Zgjidhje:

a) 2sin42°—3cos48° = 25in 42°— 3sin (90" —48°) = 25in 42° — 35in42° = —sin 42°.

. "
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4tg58°+6ctg32” | 4tg58°+6tg(30°—327) _ 41g58°+61g58° | 10te58° _ o

b —Dcte32°+3tz58° —2t=(90°—12°)+3tg58° —2t=58°+3te58°  tg5E°
—~Shembulli4 ,
3sin(=) - Scos(—)
Thijeshtoni shprehjen 3 6
2c08(-2) + 7sin(3)
Zgfidhije:
Véreni se kéndet jané dhéné né radiang, prandaj do t'i shfrytézojmé lidhjet pérkatése mes sin @ dhe
cos(; — a). Fitojmé:
= " ¥ . F N X K . Fo 3 ~ Fo W
)= Swel) Jea(z)-Sin- ) Wn()-siZ) eG)
o o 1 o F 3 o g o g =yl 9
Detyra 3
TR o _
¥1 ST
) 2etzSot—6ctgal b JEMIE-3ST ) 2tg65°—Tcig2s” ~Stgl )+ 9ctgl ;)
—c0s72°+55inl8 2tg65°+3ctg 25 ELANpY 3
2etgl—) - tgl2)

Detyra pér ushtrime! el "

1. Caktoni kéndin e ngusht# a, nése:
a) sin(@—14%) = cos 29°20°; b) cos(27°—a)==sm 61°50';
o) tela+307) = ctz65°40; ¢) cte(a@—18%) = tg 52°38"
2. Caktoni kéndin e ngusht? a, né radiané, nise
a) sina = cos( Tk b) cgla- T =tg(T-3ak O sin(a+ 2) = cosla- ).
a) 5cos41°—2sin49°—sin49°+3cos41% b) 4sin 32°—3c0s58° +2sin 32°.
41g35° +6ctg55° L 3x x Ix
<) etz 21235 ¢ hﬂ[ﬂ} ktﬂ[shﬂﬂsﬂmal
4. Thjeshtoni shprehjet, nése dihet se @+ § = 90°.
a) cos §+sindg; b) sin@+eos’f o) wgatagl o wgatag'F
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.EEII

9.4 LIDHJA MES FUNKSIONEVE TRIGONOMETRIKE
TE KENDIT TE NJEJTE

- Rikujtoni®
*  Sithoté pérkufizimi pér funksionet trigonometrike 1 kindit t ngushté né trekéndéshin kénddrejté

pérmes raporteve t& brinjéve t& trekéndéshit?
* 5i formulohet teorema e Pitagorés?

Nese barazimin a’ + b° = ¢, g EshtE rezultati i teoremés s& Pitagors, e pjesétojmé me ¢, fitojmé:
@ B¢ AWLAE
THE=5. dmh [:] +[;] -1.

N kit barazim zévendsojmé 2 _sina l;[]m%—r:ma dhe fitojmé sin’ @+cos’ @ =1.
C

a
... sin@ . a sinar
.—=———— &, d.om.th. & —-—
ME tej cosa b tg fitojmé se t P
c
kb
I COs CDE &F
ME ..—=£=—= o, dmth - .
ményTE analoge ina @ ctz fitojmé se ctzar e
‘ b
Nga dy barazimet e fundit fitojmé se tEa ::Igar-%-:—l
— Mbani mend!

Bararimet themelore trigonometrike ose identitetet trigonometrike pér kéndin e gfarédoshém té ngushis
X jang
gin@ COE o

sin” @+coos” @ =1; - - a-ctga=1.
Ea p— clga r— tg@-cig

Njé nga zhatimet e kétyre identiteteve trigpnometrike &shté pércaktimi i vlerave té funksioneve t& tjera
trigonometrike nése Eshté dhéna vlera e njérit prej funksioneve trigonometrike.

— Shembulli1 ,

Caktoni vlerat e funksioneve tjera trigonometrike, nése kindi a &hté i ngushté dhe -:ma—%-
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NE rastet kur jepet viera e sina ose cosa, fillojmé nga identiteti sin® @+cos’ @ =1, ashtu g& né kité
identitet & 2évendEsojmé vlerén ¢ kofunksionit péricatés. NE rastin toné
s 9 3

TRL Y L A
sin EH{E] =1, prandsj sin :-I—H—E- Nga ki, mﬂ—g—i,

VEreni se barazimi sin® i=I!—i Esht? plotésnar edhe pér lina——:. mirépo vlera e sina éshté numer

pezitiv pér cdo kénd t& ngudits a.
3 4
tﬂmﬂjf dgam‘n.::i]'
5 5

Detyra |

mmmmxm:mma-%+mmemmmﬁm

kéndi.

— Shembulli 2 ,
ﬁhhuﬁvluueﬁmh&mmtiq:mmpmmmﬁnn&:-&dﬁdhﬁ&tga—%+hlﬂﬁhéﬁmim
ngushté.

Zgidhje:
Ményra e paré
Misur nga barazimi tg;-n::l-E—i1 fitohet il.m:—i-mm Mése barazimin ¢ fundit e
s 12 12

: 5 i
zévendésojmé né barazimin Sin° @+cos’ @ =1, fitojmé [ﬁ-mm] +cos" @=1.Nga kétu,

Eq:.:mg'a:r+-|:me='-|:—|-. prandaj [£+1]cm'::=[ dhe 19 costa 1.

144 144 144
. 1 144 144 12
T It==_=_‘l = =S
ani, cos 169 169 kurse cos 1F“ =
144
Duke zévendéspar vlerén pér ma—% né barazimin ﬂna—%-m&m fitojmé se
212 _3
12 13 1%
Tani, duke marré né konsideraté qé tga-ctga=1, vlera e ctge mund té fitohet si vlera reciproke
1 1 12




Ményra e dytE
Mése e pjesétojmé barazimin gin® @+cos” @=1 nga té dy anét me cos @, fitojme

1

gn'@ oos’ @ 1
= d - '
- , dmth, Ea+l =

o5 X cos @ oot o8 a

mﬂ=#. sepse cosa &shté numer paritiv pér edo kénd & ngushtz a. Duke zévendgsuar
X+1

. Nga kétu, ocos’a= d.m.th,

£ 5 gy 1 12
ﬂﬂmpertgﬂ-uﬁiujnimnﬂ'— =

> ]=+1 JEH [5ria ies 13

T} 144 Y o144 Yi4s

Vleren e fituar pér l;&-l:m.-a::l'—%1 e zévendEsojmé né gin’ &+cos’ F=1 dh:nn:rlmlil:lsr—%,

Nése jepet vlera e ctga, atéheré barazimin sin’ @ +cos’ @=1 e pjesétojmé me sin’'a me cka fitojmé

sn'@ cos'a 1

e N T

Ent i =Ep'd snta

1 . .1
domth. it —, a=
1 l+cog'a ﬁn’a'wm YT —

sepse sing ésht# numér pozitiv pér ¢do kénd té ngushté a

—|Mhﬂnimﬂud_'_’,

tg'r+1

1 1
Pér gdo kénd t& ngushté a, jané t& vérteta barazimet cos& = dhe sing= '
;’ Jl-l-dgﬂ

Detyra 2
Caktoni vierat e funksioneve té tjera nése &shté dhéné qé kéndi o &shté i ngushté dhe clga—%_

Detyra pér ushtrime!

1. Caktoni vlerat e funksioneve té tjera trigopnometrike, nése a éshté kénd i ngushté dhe nése
éshté dhéné:
a) ﬂm:-:;?; b ma—g-
2. Caktoni vlerat e funksioneve té tjera trigonometrike, nése a éshté kénd i ngushté dhe nése
éshté dhéné:
9 8
3 ga- o b aga-
3. Caktoni vlerat ¢ funksioneve té tjera trigonometrike, nése a 8shté kénd i ngushté dhe nése
éshité dhéné:

a) sing = - bl cos@E= o

a +1 a+25
4. Téllogaritet vlera e shprehjes Itga+5¢ma.nﬁ:nﬁhtikindingmhtidh¢ma=%.




-~

IFHI'}UE_i.I_E__mGﬁ-I'IlHIIETmHE

5.9 THJESHTIMI I SHPREHJEVE
TRIGONOMETRIKE

i Rikujtoni!

* Pérkufizimin ¢ funksioneve trigonometrike t& kEndeve komplementare.
» Shkruani identitetet themelore trigonometrike.

— Mbani mend!

Mjeri nga zhatimet me {8 réndésishme 18 identiteteve themelore trigonometrike Echté thjeshiimi i
shprehjeve trgonometrike.

1. Thyesat dhe SHVP Nase shprehja pérmban mé shumé thyesa, eméruesit faktorizohen dhe gjejmé
shumifishin mé t& vog#l t¢ pérbashkét (SHVF). Shprehja shkruhet si njé thyesé

2. Shumézuesi i pErbashkEt. Né shprehjet me mé shumé anétaré, provohet mundésia e nxjerrjes para
kllape e shumézuesit (faktorit) t# pérbashkét dhe grupimi pérkatés.

3. Identitetet themelore trigonometrike. Shfrytézohen identitetet:

1
sin' @+cos’ @=L tga@tl=———; 1+ctgia= 1, : tga-ctga=1.
cos” & &
. - . sind s OF
4. ZévendEsimi i tgdhe ctg. Shprehjet tga dhe ctga zévendésohen me tgﬁl=ﬂ“ﬂ dhe Etgﬂ=m.
- Nise né shprehjen ¢ dhéné ka dy ose mé shumé anftarg, provond t& nxirrni shumézuesin e pérbashkét
pérpara kllape.
- Pérdorni identitetet cos® @ =1—sin" @ dhe sin’ & =1—cos’ &.
- Mése né shprehjen e dhéné ka tga dhefose ctga, béni zhérthimin sipas identiteteve tg-t.‘l.'—— dhe

COs &
&= —
EIE sin

a) 4—sin°d—cos d; b) (l—cosa)-(l+cosa); o 1—:im:+1+:in.='
Zgjidhje:
a) 4—sin’ @—cos’ @=4—(sin’ ¥+cos” X)=4—-1=%
b) (1—cosa)-(1+cos@)=1—cos’ @=sin’a;
¢) Pasi 1—gina dhe 1+sina@ nuk kané pjesétues té pérbashkét, del gé
SHVP = (1-sina)-(1+sin@)=1—sin" & = cos’ &, prandaj, fitojmé

1 N 1 _ l+sing+l-sin@d 2 2
1-sing 1+sing (1-sina@)l+sing) 1—sin*®d oos’@
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Detyra 1
T thjeshtohen shprehjet:
| k] - T ] - ]
a) 7-7cos’n b (I—sina)-(1-+snaz) T T p——
Shembulli 2
1 £
Thyjeshtoni shprehjen:
cos@ _l+sing@ b Vimna ifsna; g Lrund) towa
I—sina  cosa (LEwn), Swor &
Zejidhie:

a) Nése gjitha thyesat i kthejmé n€ thyesa me emérues t& njgjte, fitojmé:
cos@  l+sind@ _ cos’ @—(1+sina@)({1—sina)
l—sin@ cosa@ (1—sin&}cosa
_oos’ a@—(1—sin’ @)
T (I-sin@)cosa
_ o8 @—cos &
~(i-sina)cos @
=0

b) Yi—sina-+fi+sing =.fll—sin@)-(I+sina) =1 —sin’ @ =fcos’ @ = cosx .

) {l+sina) +cos’a  1+2sin@+sin’ a+cos’ @
(1+sinaf —cos’ @ 1+2sina+sin’ @—{1—sin’ @)
3 142sina+1
T 14 2sing+sin’ @—14sin’ @
__ Itsing
2sina& +2sin’a
__ 2l+sina)
Zsina(l+sind)

- Mbani mend!

*  Ka dy ményra pér té vértetuar se njé barazim éshieé i sakts:

* Ményra e paré shté kur dy anét & barazimit i transformojmé derisa t& kthehen né njé shprehje
18 njgjts.

*  Ményra e dyté &shté kur fillojmE nga njéra angé dhe me transformimet pérkatése fitohet ana tjetér
e barazimit (zakonisht fillojmé nga ajo ané e cila &shté mé e ndédikuar).

.m



5.5 THIESHTIMI | SHPREHLIEVE TRIGONOMETRIKE

— Shembulli 3
Vértetoni saktésing e barazimit:
gin o cos 1 g  oga
T o= - [+ 5 - = .,
e o= adn @ Y l+ctza 1+tza ﬂnﬂ-li-mlﬂ I+ig'a l+ecg'a
Zgjidhje:
a) Ményra e paré

ig'a—sin’@=1tg'a-sin'a
ﬂnla—mﬂl:ﬂn:’:-zinza_ {(kErkohet SHVP i thyesave nga ana ¢ majté e barazimit)
cos' @ cos'a
sin‘@—cos’@-sin'a _sin'a _, ) i _—
o T —Em_lﬂ-am-rr {nxirret shumémesi i pérbashkét pérpara kilape)

sﬂnlm_]—:mraj_s'n:ﬂ_ (zbatohet 1—cos® @=sin’ @ )

cos’a@ cos'dr
gn'@-sin*@ _sin‘a

cos’ & cos' @ e a9
Fituam se ana e majté £shié e barabarté me anén e djathte uulu'=ﬂn1£-'_ EEshtu kemi vértetuar
saktgsiné e barazimit. oo

Ményra e dyté:

Me D=tg'a-sin’a le té shénojmé anén e djathté té barazimit, korse me L=tg’a@—sin‘a e
shénojmé anén ¢ majté. Do té fillojmé me transformime nga ana ¢ majté dhe do t& provojmé ta
spellim né formén e anés s djathté

in'a¢ _, sin'@—cos@-sin’'a

: Ein o
J'..=I:g’-t.‘|!—w.u=r‘...'= ———sin &= z
o8 & cos of
= 1 k4 P = T
sin” &-[l—ons” &) sin o -sinT O .
_sva-coda) sin'asn'a . a, g
Ccos O s O

Pra, arritém g€ anén e majté, me zhatimin e identiteteve trigonometrike, ta sjellim né formén e
iJ:IE!!EdJ:Iﬂ:II! & dhe me kEtE Eshté vErtetuar saktésia e barazimit.

o
b} Fillojmé nga ana ¢ majté, fillimisht duke pérdorur identitetet tga = —dhzctg.:r ke
E#shtu ana ¢ majté béhet: wsd sing
_ singd | cosd _ Eimd L cos@ gin & . COS&
l+clz@ l+tga | COSE sin@  sin@+cos@ | cosa+sing
sin & OO O gin & COS&

ME tej, duke i kthyer thyesat e dyfishta né t# réndomta dhe duke zbatvar identitetin
sin’ @+cos” @ =1, fitojmé

sin’ & L cos ‘o _Sin ‘@ +cost @ _ 1 -n
Sind+oosd  sSndgtopsd  sind+opsd  SindE+ cosda ’

Keshtu Eshté vértetuar saktésia e barazimit t& dhEng.

L—




) NE kité detyré t# dy anét jané njélloj t& ndérlikuara, prandaj &shté e paréndésishme se nga cila
ani do t fillojmé transformimet. NE k#t€ rast, nga cilado ané tZ fillojmé, nE anén tjetér mé leht#
arrijmé duke pérdorur identitetin tz@-ctga=1. Késhtu, nése fillojmE nga ana ¢ majté dhe nga

identiteti | mésipérm trigonometrik, e shprehim tzar=——, fitojme:

ctga’
1 1 1
lgZ _ cg@ _ oga _ coga = aga _ dga
1+ 5 JE T ag'a+l agall+ete’a) l+etg’a
aga) T oge
Detyra 2
Ve T —" .
< g cos@  cos®
o) foige): 1 0-op ) 3.in’ﬂ. . l+cosd |—cosd Adg. .
Detyra 3

VE s ikttt fl-i-i:usﬂ_]rl—cm{l':
Vi-cosa Y1+cosa 2ga.

Detyra pér ushtrime! §

a) sin’@+sing-cos’a; b) (1-tga) +2ga; o agiae-—ogiaces’ a.
g Gmatcosay ol oy ek, 1o 1 Jdacl 2
sin o gin” & 14cosd cos &fF  l—singE  14sing

3. Veértetoni saktésing e barazimit:
1
a+oge=————, sin@#0,cosq#
3 gaAtAgE=———, sna*0,cosa*0;
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5.6 ZBATIMI I FUNKSIONEVE TRIGONOMETRIKE

—  Rikujtom®

* Skiconi njé drejtkéndésh, trapez, trekéndésh dhe né ményré korrekte shénoni elementet e tyre.
* Pérkufizimin ¢ funksioneve trigonometrike t£ kEndit & ngushté.

~Mbani mend!-

» Kendi i elevacionit ashté kéndi ndérmjet vijés horizontale dhe vijés s& shikimit kur vézhguesi shikon
ne objekt g& gjendet mbi nivelin e syrit

s Kendi i depresionit 8shté kindi ndérmiet vijés horizontale dhe vijés s& shikimit kur vezhguesi
shilkon ng objekt gé gjendet nén nivelin e syrit.

— Shembulli1 ,

Llogaritni perimetrin e drejtkEndéshit me brinjé a = 14 cm, nése kéndi o .
mes kisaj brinje dhe diagonales éshté &= 28°40" -
Zgfidhie:

Nga kushtet e detyrés dimé gjatésiné e njérés brinjé té drejtkéndéshit, g
kurse pér té caktuar perimetrin e tij, duhet 1 gjejmé gjatésiné bté brinjés
tjeter. A 14 B
Nga vizatimi | &shté e garté se duhet t& pérzgjedhim funksionin

trigonometrik né & cilin pérdoret herési ndérmjet katetes pérballé dhe Vizatimil

asaj anéshkruar kéndit né ményré qé t& shfrytézojmé kéndin e dhéné

dhe brinjén a = 14 pér llogaritjen e gjatésisé sé panjohur b. Eshté e gart# se funksion i duhur éshté
funksion tangjent, d.m.th, 152840 =, Nga kitu, b=14-1g28,67' =14.0,547=7,7 cm. (Vlera e

14
tg28°40" llogaritet me kalkulator).
Pér perimetrin e drejtkEndéshit kemi
P=2-1442-7,7=434cm
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Detyra |
Llogaritni perimetrin dhe lartésiné e trekéndéshit barakrahés, me krah 40 cm dhe kénd ndérmjet krahéve
prej 44°

~Shembulli 2,

Trapezi barakrah#s ka bazat 18 cm dhe 13,4 cm, pErkatésisht. Kéndi L 13.4
ud&mjﬂha:-iisipmhmdh:hnhnﬁhﬁ%.

Caktoni gjatésing e krahut dhe t& lartésise s& trapezit. .
Zgjidhje:

NE vizatimin 2 ésht# dhéné trapezi barakrahés.
Pil]imhhtdnmﬂnpﬂumpfuinxﬂahﬂhnhﬂﬁﬂh:p& A-=-D 18 B
trapezin barakrahés, x=————=—=23om Pér gjetjen Vizatimi 2

¢ gjatésisé s& panjohur c té krahut dhe lartésisé s& panjohur b t&

trapezit, ¢ shgyrtojmé trekéndéshin AAOD. Nga ky trekéndish

giejm:

Wy & HY ol P R
o B k== 3

3
Ngakbtu, c= E‘I =E=4.ﬁmEuru]::1,3~tg{%}=2.3-ﬁ=13-1.?3=3.9?9-

x 05
s

—Shembulli 3,

Bazat e trapezit barakrahés jané 18 cm dhe 13,4 cm, kurse krahu 5
cm. Caktoni kindet e trapezit

Zgidhje:

Ngjashém si né shembullin paraprak, fillimisht do ta njehsojmé
feskn  sipes vistimit 3. Fitohn r-m_:j'"-%-l.icm_
Nga trekéndéshi AAOD, me ndihmén e funksionit trigonometrik
kosinus e llogaritim kéndin a. Me t& vérteté
mg:%:ﬂ.ﬁ.pﬂ:jngaddu @ =cos™ 0, 46 = 62,61° (vlera e funksionit invers t& funksionit kosinus
llogaritet me kalkulator). Duke shfrytézuar faktin se kéndet mbi bazén e trapezit barakrahés jané té
barabarté dhe gé shuma e kindeve t& katérkéndéshit t& ¢farédoshém &shté e barabarté me 3607, kemi
2a+ 28 = 360°, prandaj me zévendésimin e viers sé kéndit a, fitojmé 2-62,61°+28 =360°. Prej kétu
del 28=360° - 125,22°. dm.th. = 234,78°:2=117,39".
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Detyra 2
Llogaritni perimetrin e drejtkéndéshit, dizgonalja e t& cilit #shté 15 cm dhe e cila me brinjén mé t¢ madhe
formon kénd prej 36

~Shembulli 4 ,

Njé aeroplan fluturon né lartési 6 km mbi nivelin e detit dhe
dallon dy anije. Kéndet ¢ depresionit gé vija horizontale me
avionin formon me anijet A dhe B jan# 60° dhe 30°, pérkatEsisht.
Zgjidhje:

Aeroplani le té jet# ng pikén P dhe e shEnojmé me O pikén
vertikalisht nén kEté piké. Anijet janE né pikat A dhe B nE
sipérfagen e detit. (Vizatimi &)

P
% e b e
ﬁin'ng \\.H“"\._H
o S
oL AV B

% 7
Vizatimi 6 Vizatimi 7

Lartésiné né té cilén gjendet aeroplani e shénojmé me PO, kurse nga kéndet e depresionit mes aeroplanit
dhe anijeve pérkatése fitojmé -0OPA =90°—60° =30° dhe -xQOPB =90°—30° = 60",

Le t& shénojmE me x largésiné prej pikés O deri te pika A, dm.th. x —=0A dhe me y shinojmé largésing
prej pikés A deri te pika B, d.m.th. y=AB (Vizatimi 7).

Duke shqyrtuar trekéndéshin APOA dhe kéndin -£0PA = 30°, fitojmé t;ﬂl.'l"=i- Nga kitu del se
:=ﬁ-tgﬂ“=ﬁ-g=ﬁ-ﬂ.ﬂ?=3.iﬁhn

Ngjashim, nga trekindishi APOE , kindi OPB = 60" dhebrinjs OB = x +7, fitojme tg60~=> "2

Nga kétn del se x+y =6-tg60° =6-4/3 =6.1,732 =10,39km. E
Nga té dhEnat mé sipér fitojmé se largésia ndérmjet anijes A dhe Béshté y=10,39—3,46 =6,93km.

Detyra 3

Njé person shikon né njé pemé, gé giendet né anén e kundért t& lnmit, nén kEnd 48 gradé. M pas personi
léviz pérgjaté bregut 10 metra dhe ndalon. E shikon edhe njé heré pemén, por tani e sheh nén kEndin 36
gradé. Té caktohet gjergsia ¢ lumit.




— Shembulli 5,

Mjé mjeri i larté 1,8 m géndron né largési 4,5 m nga llamba e
ndrigimit rrugor. Hija e tij éshté 2,8 m e gjaté. Té pércaktohet
lartEsia e llambés s& ndrigimit rrugor.

Zgjidhje:
MNga figora fitojmé vizatimin 3. Le ta shénojmé me

x=DB=28m hijen, kurse me _}r=ﬁ=1,3m l= t&
shEnojmé gjatEsiné e njeriut. AtEheré kindin « ¢ fitojmé

nga trekEndéshi kinddrejté DBE, nga qa=;—§=u.m,

prej ko gieimé @ =tg™' 0,643 =32,74°,

Nga trekéndéshi kinddrejté ABC me katetet AC dhe g
AB=4,5+2,8=7,3 m, fitojmé
. AC e : \
tg 32,74 =?3, p&rkathuht AC=T3-tg 32,74  =4,Tm.
]
Pra, lartsia e llambés rrogore Shi2 4.7 mo ¥
A D B
Vizatimi &
Detyra 4

Nijé alpinist ngjitet népér njé shteg t# gjaté 2 km, i cili me bazén horizontale formon kénd 12°, Ng cilén lartési
do t€ jeté alpinisti kur té arrijé né fund t& shtegut? Béni skicén.

Detyra pér ushtrime!

L. Mécilén lartési do t& prekin murin shkallét e zjarrfikésit t8 gjata 25 m, nése kéndi g2 formojné

2.

k|
4.

me murin éshté 70°,

Esht dhéné trapezi barakrahés (dybrinjénjEsh#m) me bazén mé t& madhe 42 cm, kurse kéndi
mbi bazg Eshté 47°20° dhe krah ¢ = 25 cm. Llogaritni bazén tjetér dhe lartésing ¢ trapezit.
NE cilén lartési do té ngjitet udh#tari i cili ec né rrugé t& drejté 2 km nén kénd 4°10'?

Mga maja e njé fanari, i cili &hté 150 m i larté, shihet njé anije nén kénd prej 9°. S5a éshté
largésia prej fanarit deri te anija?

MjE kamerg Eshté montuar ashtu gé “sheh™ njé objekt nén kind t& depresionit prej 35°. Objekti
drejt té cilit shté drejtuar kamera gjendet n 20 m largési horizontale. TE llogaritet ndryshimi
i lartEsive t& kamerés dhe objektit.

. Kéndi i depresionit nga maja e njé ndértese me lartési 56 metra, né drejtim t# automobilit t&

parkuar né tokE Eshté 30°, Pér sa metra duhet t& largohet automobili nga ndértesa qé kéndi i
ri i depresionit té jeté 152
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5.7 AKSIOMAT E GJEOMETRISE
HAPESINORE

dhe rrafshit. Vetité e tyre dhe pozitat e ndérsjella vértetohen né bazé té aksiomave t# gjeometrisé hapésinore,
tE cilat paragesin pohimet fillestare g nuk vértetohen, por merren si té vérteta. Mbi két# bazé aksiomatike
shqyrtohen pozitat e mundshme 2 pikés dhe drejtézés, dy drejtézave, drejtézés dhe rrafshit, si dhe ndérmjet
d?mﬂlnmqimuﬂﬂmmimh@kmhﬂlﬂmmdh:dmnkmﬂmuﬂuhpﬂm Alksipmat e
Amp!rhqnthamupifzﬂldh]!nnkqnntﬂmunuﬂz pEr vértetimin e teoremave dhe pér interpretime
korrekte té konstruksioneve hapésinore. Kéto koncepte zhatohen né arkitekturé, ndértimtari, vizatim teknil,
inxhinieri dhe fizik, ko #shté | domosdoshém pércaktimi preciz i pozicionit dhe orientimit 8 objekteve t&
hapésirés.

Gjeometria &shtf degé e matematikés e cila studion formén, madhésing dhe poricionin e objelteve né rrafsh
dhe ni hapésiré. Origjina e geometris# lidhet me nevojat praktike té veprimtarisé njerézore, sikurse jang
matjet, ndértimet. arientin 'nihapﬂlre_"t'tiljﬂl

Ne arsimimin ¢ deritanishém jané mésuar shumé koncepte nga gjeometria sic jané: pika, drejtéza, trekéndéshi,
kubi, format 3D dhe koncepte t# tjera. Disa prej tyre périmfizohen pérmes koncepteve té tjera té njohura,
kurse disa nuk pérkufizohen. Konceptet g nuk pérlmfizohen, por gé shpjegohen pérmes shembujve quhen
koncepte themelore dhe me ndihmén e tyre pérkufizohen konceptet e tjera.

- Mbani mend!

* Konceptet gé nuk pérkufizohen gquhen koncepte themelore.

* Konceptet gé pérkufizohen me angé té koncepteve themelore quhen koncepte t& nxjerra ose
koncepte t& perkufizuara.

+ Ng gjeometri koncepte themelore jané pika, dreftéza dhe maifshi

— Shembulli 1 ,
Kéndi éshté formé 2D e pérbéré prej dy gjysmédrejtézave me njé piké té pérbashkét. Pra koncepti i

kéndit plotésisht &shté i sgaruar me fjali né t& dlén né ményré logjike jané lidhor konceptet e pikés,
givsmédrejtézés dhe formés 2D,
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-1 Mbani mend! -

# Pérlfizimi 8shté shpjegim i garté dhe preciz i njg koncepti, népérmijet t& cilit kuptohet pérmbaijtja
e tij, mb&shtetur n& koncepte tjera t8 njohura.

+ Forma 20 éshte bashkésia e pikave t& mafshit e cila ka pozicion, forme dhe madhési saktésisht
& pércaktuar.

* Pohimet themelore oce aksiomat jané pohime gé | mamim 18 sakta pa vErtetim_

* Pohimet e nijerra ose teoremat jané 18 gjitha pohimet e tjera, saktésia e 18 cilave vértetohet.

Teorema mund t8 formulohet né formen ¢ implikaciondt (forma me kusht) ose né formin kategorike. Pér
shembull: Nése katfrkéndéshi esht# knadratik, atéheré brinjét e tij kané gjatZsi & njgjte. Kjo teoremé Esht#
formuluar né formé t& implikacionit. Po kjo teoremé né formén kategorike thoté: Giitha brinjét e lmadrarikit
kané gjatési t& njEjté.
NE ¢do teoremé duhet t# keté:

* |ushte nén té cilat shqyrtohet objelt (Joashtet e tilla | quajme supozime);

» pohim pér kEto objekte (ky pohim qubet pErfundim i tearemés).

NE vijim pasojné disa nga aksiomat dhe teoremat mé té réndésishme. Aksiomat do t'f shénojmé me A, A,.
Ay kurse teoremat me T, T, T -oe

A NE ¢do drejtéz shtrihen pafund shumé pika, por ka edhe pafund shumé pika q& nuk shtrihen né
otF dreit
A NEpér odo dy pika t& ndryshme kalon njé dhe vetém njé drejtéz.

Pika A themi se i takon ose se shtrihet né drejtézén a, ose se drejtéza a kalon népér pikén A, dhe shkruajmé
A € a. Po ashtu, pér pikén B themi se nuk i takon ose nuk shtrihet né drejtézén a, ose se drejtéza a nuk kalon
népér pikén B, dhe shkroajmé B ¢ a(Vizatimi 1).

- Mbani mend!

Pikat g& shtrihen né té nj&jtén drejtéz i quajmé pika kolineare.

Tani do té paragesim disa teorema g€ rrjedhin nga aksiomat ¢ dhéna.
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T,: NE rrafsh ekristojné t¢ paltén tri pika jokolineare.
Vértetimi: Le t jeté dhéné drejtéza a, e cila kalon népér dy pika t& ndryshme A dhe B. Sipas aksiomés A,
ehziston pika C, e cila nuk shtrihet né drejtézén a. Pra, pikat A, B dhe C nuk jané kolineare.

T,: Népér secilén piké kalojng pafund shum# drejtéza.

VErtetimi: Le t jetE A piké e cfarédoshme, kurse B dhe C jané pika tétilla g& A, B dhe C nuk jané kolineare,
Ekzistenca e tri pikave té tilla sigurohet nga teorema paraprake, Sipas aksiomées A, néper pikat
B dhe C kalon drejtéza e vetme, né 1€ cilén sipas aksiom#s A, shirihen pafund shumé pika.
Népér ¢do piké X t drejtézés BC dhe népér pilén A (vizatimi 2) kalon njé drejtéz e vetme.
Meqgenése né drejtézén BC shirihen pafund shumé pika, kjo do t thot# se népér pikén A do

—Shembulli 2 ,

Sa drejtéza kalojné népér katér pika A, B, C dhe D?

Zgjidhje:

Nga aksioma A, del se népér dy pika té ndryshme kalon sakt#sisht njé drejtéz. Numri i drejtézave népér
pikat A, B, C dhe D varet nga pozicioni i ndérsjellé i tyre, prandaj do t& shqyrtojmé disa raste.

T& katér pikat jané kolineare:

Atéheré ekziston saktésisht njé drejtéz e cila kalon népér to.

Tri pika jané kolineare, kurse e katérta nuk shtrihet né até drejtéz:

drejtéz té re. Numri i pérgjithshém i drejtézave éshté 1 + 3 = 4.

Cilat do tri pika nuk jané kolineare-

(do dy pika pércakiojné njé drejtéz & re. Numri i pérgjithshém i dﬂmmwﬂhw =6 drejtéza Ky
numér drejtézash fitohet me sa vijon: nga bashk#sia me 4 pika pérzgjedhim né Esiné arbitrare
mlphﬂ::mprmmhqmnpdqmﬂmnmdhm&nﬂaumhmhﬁiﬂﬂuugadr

zhnmhpqhmhkﬂmuiehmleﬁhmf;‘_ =, saéshté edhe numri i drejtézave té ndryshme.
Mundupuﬁmiu;memup:rhmphundqﬂ:mmnﬂuhlnp:npkma:gpahudrqtﬂa
té ndryshme, né varési t& pozicionit t€ tyre t€ ndérsjellé.




~ Shembulli 3,

Le té jeté A pike e dhéné e cfarédoshme. Tregoni se ekzistojné pikat B dhe C, té tilla qé pikat A, B dhe
C nuk jan# kolineare.

Zgjidhje:

Pika B le t& jeté e ndryshme nga A. Ateheré, sipas aksiomés A , népér pikat A dhe B kalon njé dhe vetém
njé drejtéz, 18 cilén e shénojmé me a. Sipas aksiomes A, ekzistojné pika qé nuk shtrihen né drejtézén a,
dhe le 12 jet# pika C nje pike e tillé (vizatimi 3). Pra, pikat A, B dhe C nuk jané kolineare.

Detyra l
Sa drejtéza pércaktojng pikat A, B, C, D dhe E, nise tre prej tyre jang kolineare?

Detyra 2
Vértetoni '!hniaeninnﬁhjinidh.iniﬂplh atﬂiuinumn’id:qt:z"mqipu‘cal‘h:g‘ 'nikitnpihﬂht!' &, TILE

s shumti, [:].Siﬁmhzﬂ:juvhra
Aksiomat e méposhtme pércaktojné pozitén e ndérsjell té pikés dhe rrafshit.

A,:Né ¢do rrafsh shtrihen pafund shumé pika, ndérsa ekzistojné pika q& nuk i pérkasin atij rrafshi.

NE vijim, do ta vErtetojmé saktésing e teoremés pasuese.

T, Eknﬂn]' 'Ilil:ipﬂhm' hﬁpﬁkﬂnihm"_qinukﬂhﬂlhm' né rrafshin & MjEftE

Vertetimi: Sipas teoremés T, né hapésiré ekzistojné t# paktén tri pika jokolineare. Le té jeng kito
pikat A, B dhe C. Sipas aksiomés A,, ato pércaktojné njé rrafsh t& vetém. Sipas aksiomés
A,, ekzistojné pika g nuk shtrihen né kité rrafsh_ Le té jeté D njé pike e tille. Atéheré pikat
A, B, C dhe D nuk shtrihen né rrafshin e njéjté.

ﬂ.‘ ‘B
«C
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Mbani mend! -

~Shembulli 4

-

Pika komplanare jané pikat g& shtrihen né mafshin e njgjts.

VErtetoni se nepér drejtézén e dhené a dhe pikén A £ a kalon saki#sisht njé rrafsh.

Veértetimi: N drejtézén a ekzistojné té paktén dy pika té ndryshme B dhe C. Pika A nuk shtrihet né
drejtézén a, prandaj pikat A, B dhe C nuk jané kolineare. Sipas aksiomis A, népér kito tri
pika kalon njé rrafsh i vetém.

Shembulli 5 ,

Sa rrafshe t& ndryshme kalojné népér katér pikat A, B, C dhe D?

Zgjidhje:

Pérgjigja né kété pyetje varet nga pozicioni i ndérsjellé mes pikave. Nga aksioma A, del se népér tri pika
jokolineare kalon njé rrafsh. Do t'i shqyrtojmé gjitha rastet e mundshme t€ pozicionit té katér pikave.
Té gjitha katér pikat nuk shtrihen n# rrafshin e njgjté (t2 paktén njéra piké &shté “jashté” rrafshit g&
pércaktojné tri pikat tjera):

Ateheré nga katér pika mund t& perzgjedhim 4 treshe t& ndryshme. Secila treshe jep njg rrafsh. Késhtu,
népér 4 pika mund t kalojné 4 rrafshe.

Katér pikat shtrihen ng rrafshin e njEjté, por jo t& gjitha jané kolineare:

Atéheré cilat do tri pika shtrihen né rrafsh t& njéjté, prandaj gjitha rrafshet ¢ mundshme pérputhen,
d.m.th. népér kéto katér pika kalon saktEsisht njé rrafsh.

Katér pikat jané kolineare (tZ gjitha shtrihen né njé drejtéz):

NE kit rast, népér njé drejtéz mund té térhigen pafund shumé rrafshe. Pra, népér 4 pika kolineare
Pérfundimisht mund té themi se népér 4 pika mund té kalojé njé, katér ose pafond shumé rrafshe,

Detyra 3
Sa rrafshe t& ndryshme kalojné népér pesé pika A, B, C, D dhe E?

Detyra per ushitrime!

1. 5a drejtéza kalojné népér njé piké té dhéné?

2. Sa drejtéza pércaktojné tri pika t& dhéna jokolineare?

3. S5a segmente pErcaktojné tri pika & ndryshme?

4. Vertetoni se me pesé pika t2 ndryshme pércaktohen njé, pesé, gjashté, teté ose dhjeté drejtéza?

5. Leté jeté A pike e ¢farédoshme. VErtetoni se ekzistojn# pikat B, Cdhe D, ashtn g pikat A, B,
C dhe D nuk jané komplanare.

5.2 AKSIOMAT £ GJEOMETRISERAPESINGRE
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5.8 POZITA E NDERSJELLE E DREJTEZES DHE RRAFSHIT, DY
RRAFSHEVE DHE DY DREJTEZAVE

-1 Rikujtoni!
*  $i mund t# jeté pozicioni | ndérsjellé i pikés dhe drejtézés?
® (ka paragesin shénimet A € a dhe A € E, nése A éshtF pilké e dhéng, a drejtéz e dhéné, lurse £ rrafsh i
dhéné?
*  Me porité, marrédhénie, t& ndérsjellé t& dy formave nénluptojmé numrin e pilsve t2 perbashicta t cilat i
kang kito dy forma.

Pozita e ndérsjellé e drejtézés dhe rrafshit
Nése ¢do piké e drejtézés a shirihet né rrafshin X, atéheré themi se drejtéra a shtrihet né rrafshin ¥, d m.th.
rrafshi £ kalon nepér drejtézén a.

A, : NEse dy pika t€ drejtézés a shtrihen né rrafshin E, atéher edhe drejtéza a shtrihet né kEtE rrafsh.

Direjtéza dhe rrafshi mund t€ kené njé dhe vetém njé nga pozitat ¢ ndérsjella né vijim:
* t& mos kené pika t# pérbashkéta, dmth. @ m X = & (vizatimi 1, a));
* 1 kené vetém njé piké té pérbashkét, d m th. an T = [A} (vizatimi 1, b);
* secila piké e drejtézis a té shtrihet né rrafshin X, dm.th. a »E = a (vizatimi 1, c).

/’/ 5/ >\jl {—E// /’—{-""';/E’/
N \:iﬂm 1 C]l

= Mbani mend!

* Meése drejtéza a dhe rrafshi £ nuk kané pika té pérbashksta, atéheré themi se ato jang paralele
dhe shénojmé a || . Po ashtu, themi se drejtéza a dhe rrafshi I jané paralele edhe kur drejtéza
a shtrihiet né rrafshin X.

» Nese drejtéza a dhe rrafshi T kané njé piks t& perbashkst A, atsheré themi se ato priten né pikén
A, d.m.th. drejtéza a e depérton rrafshin £ né pikén A.

* Nése drejtéza a dhe rrafshi X kané dy pika té pérbashkita, atéheré drejtéza shtrihet né kité rrafsh.

NE vijim do t& vértetojmé disa teorema né lidhje me pozitén e ndérsjellé, reciproke, t& drejtézés dhe rrafshit.

.EIHIE|
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T, Né gdo rrafsh £ shtrihet t& paktén njé drejtér.

Vértetimi: Sipas aksiomés A, rrjedh se né rrafshin X shiriben t& paktén dy pika. I shénojmé pikat me
A dhe B, lurse sipas aksiomgs A, nEpér pikat A dhe B kalon njé drejtéz e vetme a. Pasi
pikat A dhe B shirihen né drejtézén a dhe né rrafshin E, sipas aksiomés A, del se drejtéza
a shtrihet ng rrafshin X.

Ty: Per gdo piké A gé nuk shirihet né drejtézén a, ekziston nje dhe vetem njé rrafsh I qe kalon neper
pikén A dhe drejtézén a.

VErtetimi: Sipas aksiomés A, del se né drejtézén a shirihen té paktén dy pika, pér shembull B dhe C.
Mga fakti g& A # a, del se pikat A, B dhe C nuk jan# kolineare, prandaj sipas aksiomés A,
ato percakiojng njé rrafsh té vetém Z. Pra, népér pikén A dhe drejtézén a kalon saktésisht
vetém njé rrafsh,

~ Shembulli 1,

Tregoni se né gdo rrafsh E shirihen 1 paktén tre drejtéza t& ndryshme.

Zgjidhje:

Sipas aksiomés A,. ¢do rrafsh ¥ pérmban pafund shumé pika. Nga kétu, mund t& pérzgjedhim tri pika
té ndryshme jokolineare A, B, C € E. Pasi jané jokolineare, ato nuk shirihen ng drejtéz t& nj&jté. Pra,
nipé cilat do dy prej tyre kalon sakigsisht njé drejtéz (aksioma A,). Ne kété ményré fitojmé drejtézat
d,= AB. d, = AC dhe d, = BC. Sipas aksiom#s A .. pasi secila nga kéto drejtéza me rrafshin ka dy pika té
pérbashkéta, del se drejtézat d,, d; dhe d, shtrihen né rrafshin £.

Pozita e ndérsjellé e dy rrafsheve
Pozitén e ndérsjellé t& dy rrafsheve do ta shqyrtojmé pérmes teoremés vijuese:

T,: Ekzistojné té paktén dy rrafshe qé kané drejtéz t& pérbashkét.

Vertetimi: Sipas teoremés T, né hapésiré ekzistojné katér pika g nuk shtrihen né t& njéjtin rrafsh,
pér shembull pikat A, B, C dhe D. Sipas aksiomés 4, me pikat A, B dhe C &shté pércakinar
rrafshi £,, kurse me pikat A, B dhe D rrafshi tjetér X,. Pasi pikat A dhe B shtrihen né
rrafshin X, del se drejtéza a = AB ka dy pika t& pérbashkéta me rrafshin E,, kurse pasi pikat
A dhe B shirihen edhe né rrafshin X, del g kjo drejtéz ka dy pika t& pérbashkéta edhe me
rrafshin X,. Sipas aksiomés A, del qé drejtéza a shtrihet né t& dy rrafshet. Megenése X,
dhe X, jané rrafshe té ndryshme, sipas aksiomés A, del se ata nuk mund t& kené pika tjera
té pérbashkéta pérve; pilave gé shirihen né drejtézén a. Né té kundértén, rrafshet £, dhe
X, do t8 ishin njé rrafsh i vetém. Prandaj. rrafshet I, dhe I, kané drejtéz té pérbashkit a,
dmth X, "I, =a.




.m
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A Nése dy rrafshe kané njé piké té pérbashket, atéheré ato kang t pakten edhe njé piké tetér t&
e

Nga ketw, dy rrafshe £, dhe I, mund:

a) té pérputhen. d.m.th. £ =X (vizatimi 2, a})

b) & kené drejtéz té pérbashket, d.m.th. ¥, M X, = a (vizatimi 2, b))

c) t& mos kené pika t¢ pérbashketa, dm.th E NI, = @ (vizatimi 2, c})

-1 Mbani mend! ,

* Rrafshet I, dhe I,jané paralele nése nuk kane piks t& perbashkét. Shkruajms I, || Z..
® Rrafshet qé priten kangé vetém njé drejtéz 18 pérbashkst.
* Rrafshet T, dhe I, pérputhen niése kané tri pika jokolineare t& perbashkita. Shkruajmé £, =X,

Detyra 1
Dy rrafshe, a mund té keng vetém njé piké té pérbashkiét? Argnmentoni pérgjigien!

- Shembulli 2

Nese pikat A, B dhe C shtrihen edhe né rrafshin I, edhe né rrafshin I, atfheré nga kjo a rrjedh se kéto
dy rrafshe pérputhen? Argumentoni pérgjigjen!

Zgjidhje:

Nuk éshté e thénE qé rrafshet té pérputhen sepse nE rast se pikat A, B dhe C jané kolineare, rrafshet do
té priten.

Detyra 2

_faré pozite t& ndérsjellé mund té ken# rrafshet e pércakmara me pikat A, B, C, pérkatésisht 4, B, D?
Pozita e ndérsjellé e dy drejtézave

Dy drejtéza a dhe b mund:

* & mos kené asnjé pike t& pérbashket, dm.th. a m b= &
* & kené vetém njé piké té pérbashkét, d mth. am b = {A};
* t& kené pafund shum# pika té perbashkéta, dmth.am b= [ABC..}.
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Teoremat nE vijim e pércaktojné pozitén e ndérsjell t& dy drejtézave:

Ti: Nése dy drejtéza kang té paktén dy pika t£ pérbashkéta, atéheré ato jané té barabarta si bashkesi
pilkash.
Vertetimi: Nése A dhe B jané dy pika t& ndryshme € u takojné drejtézave a dhe b, pérkatésisht,
atéheré sipas aksiomés A, ekziston njé dhe vetém njE drejtéz e dla kalon népér to. Kjo
drejtéz nuk mund t# jet? ¢ ndryshme as nga dreft#za a ¢ as nga drejtéza b. Pra, drejtézat a
dhe b paragesin bashkising e njéjté té pilave.

Ty Dy drejtéza t& ndryshme nuk mund t€ kené mE shum# se njé pike t& pérbashket.

Vertetimi: Nése drejtézat a dhe b do t kishin mé shumé se njé piké t& pérbashlét, atfheré sipas T, ato
do t& pérputheshin. Pra, prerja e dy drejtézave té ndryshme a dhe bmund t2 jeté bashkisi ¢
zhrazét, ose t& pérmbajé vetém njé piké. NE rastin e dyté, themi se drejtézat a dhe b priten
dhe shicrnajme a m b = {A}.

T Dvy drejtéza g priten pércaktojné njé dhe vetém njé rrafsh.

Vértetimi: Drejtézat a dhe b le t& priten né pikén A. Sipas aksiom#s A,, né drejtézén a pérveg pikés A,
edziston edhe pika B, kuorse né drejtézén b, pérveg, pikés A ekziston edhe pika C. Pikat A,
B dhe C nuk jané kolineare, prandaj sipas aksiomés A,, ato pércaktojné rrafshin e vetém
% (vizatimi 3). Nese do t ekzistonte njé rrafsh fetér ¥, gé kalon népér pikat A, B dhe C,
atéheré sipas aksiomés A, rrafshet X, dhe X jané po e njéjta bashkési pikash dhe pérputhen.

Vizatimi 3

-1 Mbani mend! -

Dy drejtéza g& priten gjithmong shtriben né t& njgjtin rrafsh.

— Shembulli 3,

Zgjidhje:
MNése drejtéza e pércakinar me dy pikat e dhéna e pret drejtézén e dhéné, atéheré sipas teoremés T, ato
dy drejtéza pércaktojné njé rrafsh. Né rastin e kundért, sipas teoremés T, drejtéza e dhéné dhe ¢do piké

Detyra 3
Dy drejtéza a dhe b priten né pikén A. Drejtéza a shirihet né rrafshin X,, kurse drejtéza b né rrafshin X,
A thua rrafshet £, dhe X, pérputhen?




Ty Ekzistojng drejtZza qF nuk shtrihen né £ njéjtin rrafsh.

Vertetimi: Sipas teoremés T, ekzistojné t& paktén katér pika A, B, C dhe D qé nuk shtrihen né rrafsh
té mjéjte. Drejtézat AR dhe CD me siguri nuk shtrihen né rrafshin e njéjte, sepse, nése, do té
ekzistonte rrafshi g kalon népér to, atéheré té katér pikat A, B, C dhe D do t& shtriheshin

né até rrafsh (vizatimi 4).
”\
¢
e
Vizatimi 4

# Dy drejtéza gé nuk priten ose jané paralele ose nuk shtrihen né t& njéjtin rrafsh.

+ Dy drejtéza qgé nuk shirthen né mmafshin e njgjte quhen drejiéza 18 kitheta.

# Dy drejtéza a dhe b gé shtrihen né t& njéjtin rafeh dhe nuk priten ose nuk pérputhen guhen
drejfiéza paralefe dhe shkruajmea || b.

—thEIIIi :I]]-EIld_'l__,

Detyra 4
Jané dhéné rrafshi ¥ dhe drejtézat a dhe b. Nése drejtézat a dhe b priten né pikén A dhe nése drejtéza a shtrihet
né rrafshin E, atéheré a thua drejtéza b mund t& shtrihet né rrafshin £?

Detyra 5

Le t& jené A dhe B dy pika té ndryshme té rrafshit ¥ Vértetoni se ekzistojné pafund shumé drejtéza qé kalojna
népér pikén A. shtrihen né rrafshin £ dhe jané t& ndryshme nga drejtéza AB.

Detyra &

Direjtéza a le té mos shtrihet né rrafshin £ dhe a m E = &, VErtetoni se drejtéza a Eshté paralele me rrafshin
E, dhe tregoni se elziston rrafshi ITi cili e pérmban drejtézén a dhe IT || E.

Detyra pér ushtrime! et "

[

| L. Vertetoni se né cdo rrafsh £ shtrihet té paktén njé drejtéz a dhe té paktén njé piké A, ashtu gé
I Aga

I 2. Tregonise pér ¢do rrafsh I elziston té paktén njé drejtéz e dla e depérton rrafshin .

| 3. VErtetoni se népér pikén A g shtrihet né rrafshin ¥ kalojné pafund shumé drejtéza gé shtrihen
: né rrafshin X.

| 4 Letéjené , dhe ¥, dy rrafshe té ndryshme dhe le € jeté £, M E, = &, Veértetoni se ekziston t
| paktén njé drejtéz e cila i depérton té dy rrafshet.

| 5. Jepen drejtéza a dhe rrafshi X. Caktoni nése éshté @ mundur g a mE =E.

| 6. Drejtéza a e depérton rrafshin £. Né rrafshin £ a shirihet drejtéza g 2shté paralele me drejtézén a?
: 7. Tregoni se dy drejtéza t& ndryshme paralele pércaktojné njé rrafsh té vetém.

| B Cfaré poite t& ndérsjell# mund t¢ kené rrafshet ¢ pércaktuar me pikat ABM dhe ADN?

| 9. VErtetoni se népér drejtézén e dhéné a kalojné pafund shumé rrafshe.
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5.9 PRIZMI.
PRERJET E PRIZMIT ME RRAFSHIN

Stodimi i formave gieometrike tredimensionale dhe prerjeve té tyre me rrafshin ka rénd&si té vecantg dhe
zhatim praktik. Prerja e njé trupi hapésinor (si prizmi, piramida, cilindri, koni ¢ t& ngjash&m) me rrafshin
paraget figuré rrafshore, plane, gé fitohet si pjesé e pérbashkét e trupit dhe rrafshit. Analiza e kityre prerjeve
na mundéson per t& kuptuar mé mir strukturén e brendshme, formén dhe vetit# ¢ trupit hapEsinor.

Njohja ¢ prerjeve me rrafshin ka zbatim t& réndésishém praktik né arkitekturg, ndértimtari, makineri dhe
vizatim teknik, ku pérmes prerjeve tregohen pjesé té fshehura & objekteve, analizohen konstruksionet dhe
pérpilohen paragitie té zakta teknike.

|__ Rikujtoni!

NE vizatimin | Eshté paragitur prizmi i drejté trekéndor.

5i Eshté pozicioni i ndérsjellE i rrafsheve né & cilét shtrihen bazat e prizmit?
Cilét jané tehet e bazés, e cilét jané tehet anésorg t8 prizmit?

Cka paragesin faget (muret) anésore t& prizmit?

A, y

Wizatieni 1

m| Mbani mend!

* Format 30 t& kufizuara me sipérfaget gé jang té ndértuara vetém me shumékéndésha quhen
forma 3D tehore ose poliedra.

* Shumikendéshat gé e ndértojné sipérfagen e poliedrit qguhen fage, brinjét & tyre quhien tehe (brinjg),
kurse kulmet e tyre quhen kulme t& poliedrit.

Né ¢do kulm t& poliedrit takohen t& paktén tre tehe t tij, kurse ¢do teh shté brinjé e dy dhe vetém dy fageve
t& tij.




. v

TEMA S GIECMETRIA

—~ Mbani mend!

*  Prizmi éshté poliedri i kufizuar me dy shumékéndésha kongruent gé shirihen né dy rrafshe paralele,
kurse faget e tiera jang paralelograme gé kané nga njé brinjé & pErbashket me secilin prej dy
shumakiéndéshave (vizatimi 2).

* D faget gé ehtrihen né mafshet paralele guhen baza, kurse faget & tjera jané fage anésore. Gjitha
faget anésore e pérbéjng sipérfagen e anshme (siperfagen anésore, mbéshtjellésin) t8 prizmit.
Brinjat & bazave quhen tehe i€ barave, kurse 12 gjitha tehet e tiera jang fehet anésore t& prizmit.

* Digtanca ndérmijet bazave guhet lartési e prizmit.

® Seqgmenti pikat & skajshme t& 18 cilit jang dy kulme {8 prizmit g& nuk shtrihen né fagen e njgts
guhet diagonals hapésinore ose vetém diagonale e prizmit.

» Varggisht nga numii i brinjéve (kEndeve) té bazés s& prizmit, kemi prizém trekendor, katérkéndor,

pesekéndor, & ma radhé
A b,
IABE i
A AL D
| C E
Vizatimi 2
—Shembullil ,
Pér prizmin pesEkEndor né vizatimin 3 shkruani: bazat, faget anésore, tehet bazike, tehet angsore,
diagonalet hapésinore.
Zgyidhje:
* Baza té prizmit jang pesékEndéshat ABCDE dhe A, B,C,D,E, qé shtrihen né dy rrafshet paralele
Edhe E,.

= Faget e tjera té prizmit jané faqet anésore; ABB A, BCC,B, CDD\C,, DEE,D,, EAAE,.
Tehet e bazave jané: AB, BC, CD, DE, EA, A\B,, B,.C,, C,D,, D\E, E A,

Tehet angsoré jané: AA,, BB, CC,, DD, EE,.

* Dhﬂnnalﬂ hﬂ{i"&iﬂﬂl"-‘ té prizmit jané: AC,, AD,, BD,, BE,, CE,, CA,, DA,, DB, EB,, EC,.

5,

A ! B,
G
A

~ i
A ""-_L-" n
B [
Vizatini 3
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-1 Mbani mend! .

* Mesetehet anésoré 1 njé prizmi jangé pingul, normal, ngé bazat e tij, atéheré ky prizém guhet prizém
i drejté, kurse né rastin e kundért quhet prizém i pjerrét.
# Prizmi i drejté bazat e t& cilit jané shumgékendésha t& rregullt quhet prizém i rreguilt

Detyra 1
a) Gfaré lloj katérkindsshash jané faget andsore te prizmi i drejts?
b) Si jané mes veti faget anésore t& prizmit té rregullt?
€) Mése njé nga faget anésore (t8 mbéshtjellésit) té prizmit éshté drejtkéndésh, a jané edhe faget e tjera

angsore té tij po ashin drejtkéndésha?

5 Mbani [I].Ellﬂ_';

# MEse pjesa e perbashkEt e njé forme 30 dhe e njé rrafshi pérmban edhe pika t& brendshme t&
trupit, atéheré ajo pjes quhet prerje e formés 30 me rrafshin.
* NE vargsi t8 pozicionit 8 rmafshit £ ng lidhje me prizmin, dallojme llojet e prerjeve né vijim:
— prerje paralele, nége T échté paralel me bazat & prizmit (vizatimi 4, a));
~ prerje pingule, nése E &shié pingule, normale, me tehet angsore té prizmit (vizatimi 4, b));
— prerje diagonale, nése £ kalon népér dy tehe anésore jofginje t& prizmit (vizatimi 4, c));
— prerje e pjerrét, nése E i pret gjitha tehet anésore t& prizmit dhe nuk shté paralel me bazat
(vizatimi 4, gl

Vizatimi 4

Detyra 2
a) (faré shumékEndéshi EshtE prerja paralele e njé prizmi giashtékéndor? Cka mund t& thuhet pér pozitén
e ndérsjellé t& kisaj prerjeje me bazat?
b) Cfaré shumékEndéshi shté prerja dizgonale e njé prizmi gjashtékéndor té drefté? Cfaré shumEkéndéshi
Eshté kjo prerje me prizmin n-kéndor t& drejté?
c) (faré shumékéndéshi Eshté prerja diagonale e prizmit t& ¢farédoshém t& pjerrét?
g) Cfaré shumékéndéshi Eshté prerja pingule, normale, e prizmit gjashtékéndor t& drejté?




TEMA S GIECMETRIA

— Shembulli 2 ,

Gjeni gjatésing e diagonales s& kuadrit me dimensione a=2 cm, b= 3 cm, o= 6 cm. Zgjidhja té provohet
me softuerin kompjuterik GeoGebra.

T gjitha katér diagonalet e kuadrit jan# t& barabarta mes veti, priten né njé pikE dhe ajo pik# | pérgiysmen
ato.

N vizatimin 5 ashté parsqitur diagonalja BD;. Ajo &sht disgonalja e prerjes diagonale B8,D,D, prandsj
sipas teoremés sé Pitagoris nga trekéndéshi kinddrejté ABDD,, kemi BD,  =BD +DD,", Mg tej,
nga trekéndéshi knddrejts AABD kemi BD' =a° +b* dhe nga fakti se DD, = duke zévendésuar
BD, =BD’ +DD, , fitojmé d* =’ +b +¢*.

Pra, d=+fa’ +b* +¢ =427 +3" +6’ =f19=7em

D C

R
EoA

N fillim, nga menyja kryesore (tre vizat djathtas, lart) pérzgjedhim “View’, ¢ mé pas e aktivizojmé
“3D Graphics”" (Figura 1, a)). M& tej, pérzgjedhim fushén 2D, gé t& behen aktive funksionet pér 2D dhe
pérzgjedhim “Polygon” (Figura 1, b)).

Se Q=

G W .

# Bl

il T T -

- Blee L= s

I - T o]

= [ cas b i

# B Crphic I:I-Hmhthﬁm

# D oz [ rigd Fovpen

& B 10Gcmpho

s . Jom Wm0 Patgon

& [ rProbabidy Caicuistor

a) b)
Figura 1
Perzgjedhim katér pika g2 té fitohet katérkendishi me brinje 3 cm dhe 2 em (Figura 2).

. "
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Figura 2
ME pas, e pirzgjedhim dritaren 30 g2 t& béhen aktive funksionet 3D dhe péregiedhim "Extrude to Prism™

(Fignra 3, a). N@ dritaren 3D shtypim né dreithindsshin (bazin), g mundson hapjen e dritares pér 12 futur
lartésing e peizmil (Figara 3, b).

A& £ X =
e s
1§ o [ ]
b Emuckar P
a) b
Figura 3

Mg fund, g2 12 matim gjatéting e diagomales, pEregjedhim "Distance or Length™ (Figora 4, a)), dhe Allimisht e
iﬁ;jﬂ!hﬁndtﬁmmmmmuﬁm:wﬂmﬁﬂﬁﬂﬂmtm
4, b))

—lluthanimmd!;

Gjatésia e diagonales & kuadrit me brinjé a, b dhe ¢ logaritet me formulan d=-\,‘ Pl 4t

Detyra 3
Caktoni gjatEsing e diagonales s& kubit me teh (brinj€) t2 bazgs 7 cm. Rezultati t€ kontrollohet me GeoGebra.




TEMA S GIECMETRIA

— Shembulli 3,

Llogaritni syprinén e njé prerjeje pingule, normale, té piramidés trekéndore t& pjerrté, nése largésité
mes teheve anésore té prizmit jan 13 cm, 14, cm dhe 15 cm.

Zgfidhje:

Te prizmi trekEndor i pjerrté, prerja normale Eshté trekéndéshi A4 BC brinjét e t€ cilit jané t& barabarta
me largésité mes teheve anésore (vizatimi 6), Pasi trekBnd@shi Esht# brinjéndryshém, sypringn e tij do
ta logaritim me ndihmén e formulés s8 Heronit.

5
Fillimisht e llogaritim s=ﬂ+b+f Skl =E=1L gE mé pas e zévendEsojmé né formulén pér
syprinén dhe fitojmé

2 2 2
P=\fs-(s—a)-(s—B)-(s—c) =4f21-(21-13)-(21 - 14)-(21-15)} =/21-8.7-6 =+f7056 =B4cm”,

Vizatirni 6
Detyra 4
Diagonalja ¢ prizmit t& rregullt katérkéndor Eshté 25 cm, kurse diagonalja ¢ fages an#sore Eshté 20 cm. Gijeni
lartésing e prizmit.

Detyra per ushtrime!

L. Sa kulme, fage, tehe té bazés dhe tehe anésore ka:
a) Prizmi trekEndor; b)) prizmi katérkéndor; c) prizmi n-kiéndor.

2. Té caktohet gjatésia e diagonales s& paralelepipedit kénddrejté me dimensione 4 cm, & cm,
dhe 12 cm. Regultati t& provohet me GeoGebra.

3. Prizmi i rregulit katérkéndor ka lartési 12 cm, kurse diagonalja e fages angsore &shté 20 cm.
Té percaktohet gjatésia e tehut t& bazés.

4, Diagonalfa e prizmit t& rregullt katérkéndor &shté /194 cm, kurse diagonalja e fages angsore
éshté 13 cm. Té pércaktohet lartZsia e prizmit.

5. Baza e prizmit t& pjerrét éshté romb me diagonale 24 cm dhe 10 cm, pérkatésisht. Té pércaktohen
perimetri dhe syprina e prerjes paralele t& prizmit.
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5.10 PIRAMIDA.
PRERJET E PIRAMIDES ME RRAFSHIN

- Rikujtoni®

Cfaré forme 2D éshté baza, e ¢far formash 2D jané faget anésore t# piramidés pesékéndore & paragitur
né vizatimin 17

5

- Mbani mend!

s Piramida &shté poliedér, i kufizuar me njé shumékéndésh konveks, kurse faget e tjera jang
trekéndésha gé kang njgé kulm t& pérbashket.

s Shumékéndéshi konveks quhet bazé trekéndéchat quhen fage anésore, kurse kulmi i pérbashkat
i tyre quhet kulm i piramidés.

*+ MNése nga kulmi i piramidés térhiget normalja ng& rrafshin e bazés s saj, atéheré gjatésia e
segmentit gé lidh kulmin e piramidés dhe pikén mbéshitetése té normales quhet lartési e piramidés
dhe & shénojmé me H.

Me vizatimin 2 &shi€ dléng piramida SABCD me bazé ABCD dbe kulmin 5. Lartésia e piramides gshié H = 500.

-1 Mbani mend! -

+ Sipas llgjit t& bazés, piramida mund té jeté: trekéndore, katérkéndore, pesékéndore, ...
+ Piramida trekéndore quhet edhe tefraeder dhe, né t&, pér bazg mund t& marfim ciléndo fage té saj.
Tetraedrin faget e t& cilit jang trekéndésha barabrinjés e quajmé tetraeder 18 megulli.




.Ml

-1 Mbani mend! -

Piramidén, baza e s& cilés &shté shumekendésh | megullt, kurse tehet anésor jané 12 barabartd mes
veti, & quajme piramide & rreguilft.

— Shembulli1 ,

NE vizatimin 3 &sht# paragitur piramida e rregullt katérkéndore SABCD,
a) Cfaré trekéndEshash jang faget anésore dhe si jan mes veti ato?
b) ﬁhpunqﬂpmjzhkmlﬂw;mulﬂihlﬁmhﬁp&bm:pimmldﬁin!guﬂﬂ

Zgjidhje:
a) Faqet anésore jané trekéndésha barakrahés (dybrinjénjéshém) té cilét jang kongruent mes veti
b) Projeksioni ortogonal i kulmit gjendet né prerjen ¢ diagonaleve t& bazés, pérkatésisht paraget
gendrén e vijés rrethore t€ brenda dhe té jashtéshkoruar kuadratikit A BCD.

. Mbani mend!

Lartésia e fages anésore té piramidés s& megullt e lEEshuar nga kulmi i saj quhet apofemé e piramidés.

Nga trekéndéshi kénddrejté 4 SON, i dhéné né vizatimin 3, mund t# gjendet lidhja mes lartésisé H dhe apotemés
h si dhe tehut té bazés a. Me té vértets, katetet ¢ trekendéshit ASON kan# gjatésité ON =— dhe SO = H, kurse
hiputmm&hﬁﬁ:h-ﬂnhuhﬁyﬁzuﬂmmewm!jmimh'=[§] +H*.

-1 Mbani mend! .

Lidhja mes lartésisé H, apotemés h dhe tehut a 18 bazés, né piramidén e rregullt katérkéndore, Eshité
T
E=[ﬂ] +H?,
2
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ME varési té pozicionit t& rrafshit ¥ né raport me piramidén, i dallojmé keto lloje 18 prerjeve
— prerjet paralele, nése rrafshi X éshté paralel me bazén e piramidés (vizatimi 4, a]).
— prerjet diagonale, nése rrafshi X kalon népér dy tehe anésore jofginje té piramidés (vizatimi 4, b))

.M

Pér prerjet paralele té piramidés vien teorema né vijim.
1) Cdo prerje paralele i ndan tehet angsore dhe lartEsing ¢ piramidés né segmente proporcionalé.
2) Cdo prerje paralele dhe baza e piramidés jan# shum#kéndesha t& ngjashém.
3) Syprina e prerjes sé dhéné paralele dhe syprina e bazés sillen si kuadratikét e largésive pérkatése & tyre
nga kulmi i piramidés.

—Shembulli 2,

Lartésia ¢ njé piramide trekiéndore éshté 20 cm, kurse syprina e bazés sé saj Eshté 600 cm”. $a éshté
syprina e prerjes paralele g gjendet né largési 4 cm nga baza.

Zgjidhje: . L

Le ta shénojmé me H - 50 lartésing e piramidés, me H, =350, le ta shénojmé largésiné e prerjes
paralele deri te kulmi i piramidés, syprinén e bazés me (), kurse syprinén e prerjes paralele me ), (shihni
vizatimin 5). Sipas kshteve té detyrés, H = 20 cm, Q = 600 cm’, kurse largfsia mes bazés dhe prerjes
FBIﬂd!EFiIﬂEidEEEﬂ]‘EH—H,:-!-Em_NEiEULPETH; EMjmiH|=H—{= 3“—1=]ﬁﬂn-.ﬂﬂ-ﬂ
pohimi 3) i teoremés s€ sipérpérmendur, kemi

Q:Q=H; :H.

Duke zévendésuar vierat pér ), H dhe H, né eknacionin e fundit, fiojmé (J, : 600 =16" 120" prej kn

55 .
rrjedh se 400-Q), =256-600, dm.th. {, = 26500 _ 384 e,

400




~ Shembulli 3,

Llogaritni syprinén ¢ prerjes diagonale si dhe apotemén ¢ piramidés
s& rregullt katérkEndore me teh 8 bazés me gjatési 18 cm dhe teh
anésor me gjatési 15 cm.

Zgidhje:

Le t& shénojmE me: () — syprinén e prerjes diagonale, a — gjatésiné
¢ tehut t# bazés, kurse me 5- gjatésing e tehut anésor. Nga kushtet e
detyrés, a=18cm,s=15cm.

Nga trekEndgshi kénddrejté ASNC, | sipas teoremds s& Pitagorés, pér
apotemén fitojmé:

h=‘b—[§]! =Jl§’ _[1?5.]’ =225 81 =144 =12em
Ne ménye t2 ngjashme, nga trekéndashi kinddrejte ASON, kem:
H =J;.=-[§]“ =,!1f E]’ AR =B =TT =W m.

Praria dingosials saliss takinddali ASAC syyvini ¢ 18 cilit s Bogasibtn i formmlin Q= ‘”f e

eshté gjatésia e diagonales s& barés. Gjatésing d do ta pércaktojmé nglir:kmdu]&ikhddu]teﬁdﬂﬂ
Kemi,

d=+fa’ +a* =42-a" =42.18" =4f3.324=18Z em.
Duke zévendésuar vlerén e fundit né formulén pirsypn:ﬁ:tcpm]ﬂdupmh E:tnpn! £
Q= 18237 _ 54";!1_* =2714 e’

Detyral
Lartisia ¢ njé piramide treléndore EshtE 15 cm.knme!ﬂxiuaehu'uaiiaj&hﬁﬁﬂcmz-ﬁaﬁlﬁa?pﬂna
e prerjes paralele gé gjendet né largEsi 5 cm nga baza.

Detyra per ushirime!

1. Jepet piramida e rregullt katérkéndore me teh té bazés 20 cm dhe sypriné té prerjes diagonale
200 cm’. Té caktohet lartésia e piramidés.

2. Syprina e bazés sé njé piramide me lartési 24 cm &shté 800 cm’. Né cilén largési nga baza
giendet prerja paralele q¢ ka sypriné 200 cm’.

3. Té llogaritet apotema e piramid@s s& rregullt katérkéndore me lartési 12 cm dhe teh t# bazés
me gjatési 10 cm.

4. Té logaritet tehu i baz#s i piramidés sé rregullt katérkéndore me lartési 15 cm dhe apotemé

17 am.
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5.11 CILINDRI.
PRERJET E CILINDRIT ME RRAFSHIN

= Numironi diss cljekie o kané ok clindd,
* (faré forme 2D mund té fitohet gjaté prerjes s& dlindrit me rrafshin?

Le té jené dhéné vija rrethore k dhe pika e ¢farédoshme P ¢ vijés rrethore. Népér pikén P le té jeté térhequr
drejtéza d normale né rrafshin né t# cilin shtrihet vija rmethore dhe le 1 imagjinojmé se kjo drejtéz léviz
pérgjaté vijés rrethore duke géndruar pingul, normal, me rrafshin ng € cilin shtrihet ajo silurse shihet né
vizatimin 1, a).

N kété ményré drejtéza lévizise d pérshkruan njé sipérfage 62 laknar g8 e quaimé sipérfage cilindrike. Drejtéza
lEvizEse d quhet gjeneratrisé (perfinese), kurse vija rrethore népér t€ cilén lEviz drejtéza quhet direkirisé
(drejtuese) e sipérfages cilindrike.

Nese e presim siperfagen cilindrike me dy rrafshe £ dhe E, t€ cilét jané paralel me rrafshin e vijés rrethore
{vizatimi 1, b} fitohen rrathé me gendér né O dhe O,. Kéto rrathé bashk me pjesén e hapésires sé sipérfages
cilindrike ndérmjet dy rrafsheve formojng njé formé 3D g ¢ quajmé cilind#r rrethor 18 drejté ose vetém
Elemente t& cilindrit it jané

cilindér (vizatimi 1, ¢)).
o] / )
r..
Bazat — dy rrathét.

Sip#rfagja anZsore ose ¢ anshme - pjesa e sipérfages cilindrike e cila gjendet mes bazave.

Boshti - drejtéza g kalon népér gendrat ¢ dy bazave O dhe O,.

Lart&sia - largésia mes bazave, e shEnojmé me H.

Rrezet e bazave - segmentet OT dhe O, T, t& cilat kané gjatési té barabarta.

Gjeneratrisa ose pérfiuesja — segmenti TT, g€ e pérfton sipérfagen anésore (mbéshtjellésin) té clindrit.
Cilindri mund té fitohet me rrotullimin ¢ drejtkéndéshit rreth njérés prej brinjéve t€ tij ose rmeth njérit prej
boshteve té simetrisé dhe, prandaj, cilindri shté form# 3D rrotulluese. NE vizatimin 2, a), cilindri &shté
fituar me rrotullimin ¢ drejtkEndéshit ABCD rreth brinjés BC, kurse cilindri n# vizatimin 2, b) &shtg fituar
me rrotullimin e drejtkéndgshit ABCD rreth boshtit t& tij O0,.




TEMAS GIEOMETRIA

~ Shembulli 1 ,

DrejtkEndéshi me brinjét a = 5 cm dhe b = 2 cm rrotollohet rreth brinjés a. Cila formé 3D fitohet me
kété rrotullim?

Zgjidhje:

Me rrotullimin e drejtkEndéshit rreth njérés brinjg, fitohet cilindér (vizatimi 3). Drejtkéndéshi
rrotullohet rreth brinjés a, prandaj nga vizatimi 3 mund t& vérejmé se bazat e cilindrit kané rreze
r= b= 2 cm, kurse lartésia e cilindrit Eshté h =a=5cm.

r=b=21cm

b=2cm

a=5em N
Boshtl i rrotullimit | #

Detyra 1
Sa ésht® rrezja e bazés, ¢ sa lartésia e cilindrit g fitohet, nése drejtkéndéshi me brinjé a = 3 dhe b= 5
rrotullohet rreth:

a) brinjiés a;

b) brinjés b:

¢} boshtit & &shté normal né brinjén dhe &shté simetrale e saj.

Prerja e cilindrit me rrafshin mund té jeté
= prerje paralele — nése rrafshi éshté paralel me bazat (vizatimi 4, a)),
» prerje boshiore - nése rrafshi kalon népér boshtin e cilindrit (vizatimi 4, b)).
a) b)

=
e “‘7

Vizatimi 4

RN
SOOI D

|




-1 Mbani mend! -

& Cdo prerje paralele e cilindrit me rmafshin paraget meth me rreze t8 barabarté me mezen e bazés
g& cilindrit.

¢ Cdo prerje boshtore e cilindrit me mafshin paraget drejtkéndésh brinjét e té cilit jang té barabarta
mie diametrin e bazés dhe lartésing e cilindrit, pérkatésisht.

—Shembulli 2 ,

Jepet cilindri me lartési 6 cm dhe rreze t€ bazés 5 cm. Caktoni syprinén e prerjes
boshtore t cilindrit.

Zgjidhje:

Prerja boshtore e cilindrit &shté drejtkéndésh brinjét e t€ cilit jang diametri
d=2-r=2-5= 10 cm dhe lartésia H = § cm. Nga kétu pér syprinén () 1 prerjes
boshtore kemi:

Q=d-H=10-6=60cm".

Detyra 2
Caktoni rrezen dhe lartésing e cilindrit, :'ﬂupru’p:lﬂhnﬂhlunﬁhﬁhﬂ;lnﬂl:msﬂlmi&!unI

—|Mhani 1:|:u:1:l||:l_"l|,r

Cilindri barabrinjés &shtg cilindri, prerja boshtore e t& cilit &shts katror, pérkatésisht cilindri, diametri
i bazés & t& cilit &shtd i barabarté me lartEsing e tij.

— Shembulli 3

Smmepmjuhmhm:nﬁﬂmdﬂbald:riqﬁﬁhﬁlﬁmz.&hnnihﬁﬁﬂnm:dlm
Zgidhje:

Nga kushti g cilindri &htg barabrinjés rrjedh se prerja boshtore e tij éshté kuadratik, d m.th. 2r= H.
ME tej, syprina e prerjes boshtore mund té shprehet si § = H°. Nése zévendésojmé § = 16 cm”, fitojmé

H*= 16. Pra, H = 4 cm. Nga ana tjetér, nga barazimi 2r = H mund t€ shprehet rrezja si f=g.prejhl

Detyra ——
Té pércaktohet gjatésia D e diagonales sé prerjes boshtore tE cilindrit me rmeze 9
cm dhe lartEsi 24 cm (vizatimi 6).

;

Vigatimi &




TEMA S GIECMETRIA

~ Shembulli 4 ,

LartEsia e njé cilindri éshté 7 cm, kurse rrezja e bazés Eshté 13 cm. Cilindri
gsht# preré me rrafsh paralel me boshtin e cilindrit, i cili ndodhet né largési
5 cm nga boshti. Gjeni syprinén e prerjes s& fituar.

Zgyidhje:

ME vizatimin 7 &shté paragitur prerja e cilindrit me rrafshin. Prerja éshté

drejtkéndéshi CDEF me brinjfe DE=H =7 cm dhe t =CD.

Nga trekéndéshi kinddrejté FOG, duke zhatuar teoremén e Pitagorés
fitojmé PO =FG +GO . Marrim zévendésimet FO=r=13cm,

ﬁ=%dhtﬁ_ﬂ=5m. Kemi:
l_ |
= —| +5%
3 (3)

Nga kitu, §=~.r‘i:1'—5‘ =144 =12em dmth t = 2 - 12 = 24 cm. Nga formula pér syprinén e
drejtkéndéshit, pér syprinén e prerjes fitojmé Q=¢- H=24 -7 = 168 cm’”.

Detyra 4
Llogaritni syprinén e bazés sé cilindrit me lartési 12 cm i cili pritet me rrafshin paralel me boshtin e cilindrit,
né largési prej 6 cm nga boshti. Syprina e késaj prerje éshté 192 cm’,

Detyra 5
Llogaritni sypringn e bazés sé cilindrit me lartési & cm i cili pritet me rrafsh paralel me boshtin e cilindrit, ng

largési prej 4 cm nga boshti. Syprina e késaj prerjeje &shté 48 cm’.

Detyra per ushtrime! i

|

| 1. Caktoni rrezen e cilindrit me lart#si 12 cm, nése syprina e prerjes sé tij boshtore &shté 96 cm2.
| 2, Syprina e prerjes boshtore t& cilindrit &shté 196 cm’. Caktoni lartésing e cilindrit, nése rrezja
: e haziés sé tij éshté 7 cm.

| 3. Técaktohet gjatésia e diagonales sé prerjes boshtore t2 cilindrit me rreze # cm dhe lartési 15
I -

| 4 Llogaritni syprinén e bazés s& cilindrit me lartsi 6 cm i cili éshté preré me rrafsh paralel me
I bashtin né largési 6 cm nga ai. Syprina e prerjes sé tillé éshté %6 cm’.

: 5. Raporti mes syprinés s& bazés sé njé cilindri dhe syprinés s& prerjes s tij boshtore Eshté m: 4.
| Gjeni kéndin qé formaojng disgonalet e prerjes boshtore.
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9.12 KONL
PRERJET E KONIT ME RRAFSHIN

-1 Rikujtoni!

Cfaré forme 2D mund té fitohet gjat prerjes s& konit me njé rrafsh?

NE ményré t# ngiashme silurse fitohet cilindri mund t# fitohet edhe forma 3D e njohur si kon

LA

=sand-

Vizatlmi 1

Le tE jeté dhéné vija rrethore k me rreze r ne rrafshin X dhe pika § e cila nuk shtrihet ng rrafshin . Mg vijén
H!ﬂlu-mpﬂzm!dh.l.m_ e hi ]Jilﬁlxﬂ]!‘lﬁhﬂqimgfﬂnaﬂ:qtm' Edrejtézé ﬂhﬁm@hﬂpﬂ.&ﬂpﬁhihpﬂgﬂn— jaté
T:;Eﬁmﬂlnrtdh:!hlﬂngpﬂliﬂf_'ﬂntﬂlm!mﬁmm imnim 1.

I'Ekitimin?ripu'!]lhu]lﬂ' n;EuqJ-ufaqe £ Elihmqitgﬂjlﬂi#ﬁﬁ!hﬂh.ﬂrﬂmﬂrqtﬂm' EdrejtEze [Evizése
e quajmé gjemeratrisé (pérftuese), vijén rrethore ¢ quaimé direktris® (drejtuwese), pikén 5 - kulm, kurse
drejtézén 50 ¢ quajmé bosht t& sipérfages konike.

Komi paraget pjesén e hap&sirés té kufiznar me rrethin qé fitohet nga prerja e sipérfages konike dhe rrafshit,
si dhe pjesén ¢ sipérfages konike nga kulmi deri te rrethi.

Rrethin e quajmé bazé, kurse pjesén e sipérfages konike ¢ quajmé sipfrfage anésore té konit.

Komi te i cili boshti S0 &shtE pinguol, normal, né bazén e tij, quhet kom i drejté (vizatimi 2, a)), kurse né rastin
kur ky bosht nuk &ht# pingul, normal, me bazén e tij, ¢ quajmé kon i pjerrét (vizatimi 2, b)).

a) a5

té cilin Zshté dhéné kon i pjerrét, atEheré duhet t& thelsohet.
Lart&sia e konit &sht distanca mé e vogél (pingule) nga kulmi i tij deri te baza.




TEMAS GIEOMETRIA

Gjeneratrisg (pérftuese) qubet secili segment pikat e skajshme t# t& cilit jané kulmi § dhe cilado piké P e
atzheré gjeneratrisat nuk jan# té barabarta mes veti.
Mise EshtE dhéng kon i drejté me rreze r, lartési H dhe pérfiuese 5, atéherE formohet njé treléndésh larakteristik
kénddrejté si né vizatimin 3.
Nga trekindishi ABOA, sipas teoremés sé Pitagorés, giejmé se vien barazimi s’ =r" 4 H'.

A

Po ashtu, koni mund té fitohet me rotullimin e trekéndéshit kinddrejté rreth njérés nga katetet e tij ose me
rrotullimin e trekéndéshit barakrah#s rreth boshtit t€ tij t& simetrisé. Prandaj edhe koni, ashtuo si cilindri,
gshté trup rromullues. Késhto, koni né vizatimin 4, a) éshté fituar me rrotullimin e trekéndéshit ABOA rreth
katetes (4, kurse koni né vizatimin 4, b) &shté fitnar me rrotullimin e trekéndéshit barakrahés A DEF rreth
segmentit OF, g ésht# boshti i tij i simetrisé.

Trekéndéshi kinddrejté me katete a = 5 cm dhe b = 2 cm rrotullohet rreth bringés a. Cila formé 3D
Zgjidhe:

Me rrotullimin e trekEndéshit kénddrejté rreth njérés prej kateteve té tij fitohet kon (vizatimi 5).
Trekéndéshi kénddrejté rrotullohet rreth brinjés a, prandaj nga vizatimi 5 mund té vérehet se baza e
konit ka rreze r = b = 2 cm, kurse lartésia e konit éshté H=a=5cm.

/EB . Hea-

r=bF=2¢cm

Boshti i simetrisé

Vizatimi 5
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Detyra |
Sa shiZ rrezja e bazés, e sa éshié lartésia e konit g€ fitohet me rrotullimin e trekéndéshit kénddrejté me katete
a=3dhe b=4rreth

a) brinjés a;

b) brines b.

~Shembulli 2 ,

Te pércaktohet lartisia e konit me rreze & bazés 16 cm dhe me pérfluese
3 om.

Zgjidhje:

Nga kushti i detyrés &ht# dhéng r = 16 cm dhe s = 34 cm. Nga barazimi
=7+ H fitojmé se H' = 5" — ' = 34" - 16" =1156 - 256 = 900. Nga kitu,

pér lartEsing H fitojmé se H=+/900 =30 cm

Detyra 2
TE giendet gjatésia e pérfiueses s& konit me lartési 6 cm dhe rreze t€ bazés & cm.

Llojet e prerjeve t& konit me rrafshin jané:

» prerja paralele - nése rrafshi éshté paralel me bazén e konit (vizatimi 7, a));

» prerja boshtore — nése rrafshi kalon népér boshtin e konit (vizatimi 7, b)).
Si¢ mund té shihet né vizatimin 7, prerjet paralele t& konit me rrafshin jané rrathé, kurse prerjet boshtore
jané trekindésha.




TEMA S GJEOMETRIA

Nga ngjashméria e trekéndéshave ﬂ.TﬂS ﬂhe AT I!JL.S Etnhet rapaorti TO: ‘_r'{:l 50 ﬁl Me ngritjen
nElml.rurtEt&d]rﬁianE\re fitojmé TO ']"ﬂ;l =50 - S‘J,‘:I] Mise né barazimin e fundit zévendésojmé
Tﬂ f‘dhti".ﬂ. =r' dhe nése ¢ shumézojmé numéruesin dhe eméruesin ¢ anés s majté me , fitojmé
Prir=50 :50, .

hlhzmﬂtahhm;uﬂsypnn&nehuﬁ,kmmﬂ aypduﬁnepﬂ_rjupamleh,:tﬂur&ﬂ_r,ﬂ;huu
B, =r'x. Duke marré zévendésimet né barazimin e mésipérm, fitojmé B: B = =50 sﬂt_

Pér prerjet paralele té konit me rrafshin vlen teorema né vijim.

Syprina e bazés B dhe syprina e prerjes paralele B, sillen si knadratikét e largBsive pérkatése t tyre nga kulmi
i konit.

Lartésia dhe gieneratrisa e njé koni me prerjen paralele ndahen né raport té njéjté. Nése prerja boshtore e konit
gshté trekéndésh barabrinjés, pérkatdsisht nése s = 2r, atbher ky kon njihet si kon barabrinjés (vizatimi 9).

i=2r

Wizatimi 9

— Shembulli 3

Syprina e bazés sé njé koni, me lartési 16 cm, éshté 64 cm’. Té caktohet syprina e prerjes paralele, nése
ajo gjendet né largési 6 cm nga kulmi i konit.
Zgfidhje:

Nga vizatimi 10, nése marrim shénimet ¥ = S0 dhe H, =50, nga kushtii detyrés kemi se B =64 cm,
H= 16 cm dhe H, = 6 cm. Dxﬂeahﬁrt&umrd:duninﬂ:ﬂl=H’:Hf,ﬂmjmiH:Bl=lﬁ’:ﬁ’.Hna

64 -36
kétn, gjejmé se B, =———=9cm
giei n6

Detyra 3
Koni ka lart#si 10 cm dhe rreze té bazés r = 8 cm. Prerja paralele ¢ konit me rrafshin &shté rreth me rreze 2.
T& caktohet sa Eshté largEsia nga kjo prerje deri te kulmi i konit.

IIIIE,II
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~ Shembulli 4 ,

Jepet koni me lartési 24 cm dhe gjeneratrisé 26 cm Njehso syprinén e prerjes boshtore.

Zgjidhje:

Nga kushtet e detyres, 8shtZ dh#né 5 = 26 cm dhe H = 24 cm. Sipas teoremés s& Pitagores (vizatimi 11),
kemi

=5 —H*=26"-24° =676-576 =100,

prandaj fitojmé r =+/100 = 10 cm_ Syprina ( e prerjes boshtore do t& jeté e barabarté me
q_zr-H=2-1ﬂ--H

=240cm’.

Detyra 4
Njé kon i drejté me rreze t€ bazés 5 cm ka prerje boshtore trekéndésh kénddrejté, né té cilin kéndi i drejté
giendet prané kulmit t& konit Njehsoni syprinén e prerjes boshtore.

Detyra per ushtrime! R

I

| 1. Perimetrii prerjes boshtore té konit barabrinjés éshté 30 cm_ Logaritni syprinén e kissj prerjeje
I bashtore.

| 2. Syprina e bazés s& njé koni &shté 50 cm’, kurse prerja paralele, e cila Eshté né largési 10 cm
| nga kulmi, ka sypriné 18 cm’. Caktoni lartésing e ij.

' Gjeni rrezen e konit me lartési 15 cm, nése prerja boshtore e tij ka sypring 60 cm”.

| 4. Jepet koni me Lartési 18 cm dhe rreze té bazés 6 cm. Syprina e njé prerjeje paralele té ti &shté
I

I

I

I

=

16m cm’. Caktoni largésing e prerjes paralele nga baza e konit.
5. Llogaritni syprinén ¢ prerjes paralele t konit me rreze t# bazés 9cm, nése kjo prerje ¢ ndan
lart#siné nga kulmi deri te baza e konit né raportin 3:2.




TEMAS GIEOMETRIA

1,

11.

1

13

14.

15.

L,

... DETYRAPER

PERSERITJE DHE PERFORCIM
Kéndet e dhéna né gradé shndérroni né radiané:
a) 300°; by 150°.
lﬁﬂdtﬂ]ﬁnnirmihnillmﬂirmmnipai‘
3) ??Inr]:; b) 1.7 rad.
Caktoni vlerat e funksioneve tjera trigpnometrike, nése Eshté dhéné:
a) ::nur=%: b} E.‘lnﬂ=%; cl ctgtr=q|'i_

o | =
Cieni vierin e sl Ijmnnﬂ+nnacmtr+mnﬂnm“ 5 dhi 'tgﬂ=§.

sin’ @ —sin cos @+ cos &
Caktoni vlerat e funksioneve trigonometrike t& kEndit t& ngushté & trekéndgshit kénddrejté, nése éshté
enjohursea:c=9:41
Cakromi masén e kéndit a. nése &shté dhéns
) sin(a+50%) = cos(@+10%);  b) gl —a) = ctg(3a— 7).

- . . l+oos@ 4—2cosX Zoos@—sind—1 3sing
Thjeshtoni shprehjen: sin’' @ sind l-coscx  l+cosa
ME njié teren sportiv mbahet njé festival pér fémijé. Mbi teren ngrihet njé baloné e madhe pér t€ fotografiar.
Nga vendi ku géndron njé person balona shihet nén kind prej 47715, kurse largésia e personit deri te pika
né tokE, q¢ éshté saktésisht nén balonén, htE 3 km. Llogaritni n# ¢faré lartésie mbi toké &shté balona.
Njé aeroplan fillon uljen drejt aeroportit nén kénd prej 6° né raport me vijén horizontale té shikimit t&
pilotit. N cilén lartési gjendet aeroplani, nése largésia horizontale e tij nga pista éshté 950 m.
Pér t'ju qasur rampés lejohet kéndi maksimal prej 6° né raport me vijén horizontale. 5a dohet tg jeté
gjatésia ¢ rampés me géllim gé t& pérballohet ndryshimi né lartési prej 0,6 m?
Njé kabllo &shté pérforcuar ndérmjet tokés dhe njE shtylle vertikale t& larté 12 m. Nése kablloja me
sipérfagen horizontale (tokén) formon kénd prej 30°, atéheré sa shté gjatésia e saj?
Jané dhéné pesé pika té ndryshme, nga té cilat sakt#sisht tri jané kolineare, kurse dy pikat e tjera nuk
shtrihen né drejtézén ku shtrihen tre t& parat. Sa drejtéza t& ndryshme pércaktojné kéto pesé pika?
VeErtetoni se me pesé pika né hapésiré, numri i rrafsheve t& pércaktuara me to mund t& jeté 1, 5, 7 ose
10,
NE ¢faré largésie nga kulmi i piramidés s& dhéné éshté formuar prerja paralele, nése lartésia e piramidés
gshté 20 dm, syprina e bazés Eshté 32 dm’, kurse syprina e prerjes &shté & dm'?
Diagonalia ¢ bazés sé prizmit t& rregullt katérkéndor ka gjatésing 442, kurse diagonalia e fages angsore
hgﬂtﬂﬂﬂt Esi _Em[.hgirltn.l' i gjatEsingé _:diiglnﬂ]ﬂﬁipriﬂ:.mit
Llogaritni syprinén e prerjes diagonale dhe apotemén e piramidés sé rregullt katérkéndore me brinjé,
teh, t& bazés 16 cm dhe brinjé, teh, t& mbéshtjellésit 10 cm.
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17. Té caktohet lartésia e prizmit t rregullt katérkéndor me diagonale 15 cm dhe diagonale té fages anésore
12 cm.

18.Njé piramidé katérkéndore ka brinje (teh) té bazés 10V2 cm dhe brinjé (teh) anésore 13 cm. T gjendet
apotema dhe syprina e prerjes dizgonale t piramides.

19. Piramida me lartési 15 cm ka sypring t& bazés 450 cm’. Te logaritet syprina e prerjes paralele g gjendet
nE largési 5 cm nga baza.

20.Cilindri me lartési 15 cm dhe rreze t€ bazés 10 cm, EshtE prer me njé rrafsh paralel me boshtin e tij.
Largesia e rrafshit prerés deri te boshti &sht 6 cm. Caktoni sypringn e kisaj prerjeje.

21. Té caktohet syprina e prerjes paralele tZ konit, nése prerja ndodhet n largési 3 cm nga baza e konit
Syprina e bazEs s& konit Eshté 144 cm’, ndérsa lartisia e tij shté 12 cm.

22. Koni ka lart&si 15 cm dhe rreze t& bazés 12 cm. Nése njé prerje paralele e konit ka rreze 4 cm. atéheré té
caktohet sa &sht# largesia e prerjes nga baza e konit.

23.Té llogaritet lartésia ¢ konit me sypriné té bazés prej 75 cm’, nése prerja e tij paralele, e cila gjendet n#
largési & cm nga kulmi, ka sypring 48 cm’.

24.Gjeni syprinén e prerjes boshtore dhe rrezen e konit me lartési 12 cm, nése prerja boshtore e tij ka
perimeter 36 cm.

25.Té llogaritet syprina ¢ prerjes boshtore t& konit té rregullt rrethor me rreze 8 cm, nése prerja boshtore
paraqget trekéndésh kénddrejté, kindi i drejté i té cilit gjendet né kulmin e konit.

26.Njé prerje paralele e konit me rreze 12 cm, e ndan lartésing nga kulmi kah baza e konit né raportin 1:3.
Té gjendet syprina e késaj prerjeje paralele.




MNE kété temé hulomtohen perimetri dhe syprina e formave (2D) té rrafshit, si edhe syprina dhe vEllimi
i formave (30) hapésinore. Kéto koncepte, nocione, paragesin masat themelore me té cilat pérshkruhet
madhésia e ohjekteve - sa hapésiré zEng, sa material duhet pér ndértimin e tyre ose sa sipérfage nevojitet
gé t& mbulohet. Zbatimi i kityre dijeve Eshté | pérditshém: gjaté [logaritjeve pér sasin ¢ nevojshme pér
ngjyrosje tE mureve, pér rrethimin e obarreve, pér llogaritjen e syprinave té parcelave, kapacitetet e enéve ose
rezervuaréve. Pérmes zgjidhjes s& detyrave praktike dhe detyrave STEM, nxiénésit do té zhvillojné shkathtisi
pér modelimin e sitnatave reale me ané t& formulsve matematike, t8 menduarit logjik dhe do té béjné lidhjen
mes matematikiés me inxhiniering, arkitelturén, teknologjing dhe shkencat.

6.1 PERIMETRI DHE SY_]_:’HH_H?A E
KATRORIT DHE DREJTKENDESHIT
—  Rikujtoni!
Perimetri i katrorit me brinjé a llogaritet me formulén P = 4a, | :
kurse syprina e tij me formulén § =a*. 4 .
A ] B
Vizalirni 1

—Shembulli1 ,
Llogaritni gjatésiné e diagonales s& katrorit nése syprina e tij shté 25 cm'. Zgjidhja t& kontrollohet me
GeoGebra.

Zgjidhje:
Nga formula pér syprinén e katrorit §=a*, fitojmé a” = 25, , prandaj brinja e katrorit ka gjatésing a = 5
cm. Nga teorema e Pitagorés, duke marré trekéndéshin kénddrejté AABC (Vizatimi 1) pér gjatésiné e

diagonales fitojmé d° =4 +a* =2a°,dmth. d=+2a" =2-5 =52cm.



fi.1 PERIMETI EFTE-E!.F_@_ NA EXATRORIT OHE DRETTKENDESHIT

Procedura e kontrollimit t2 zgjidhjes pérmes GeoGebra 2shté dhéné né vijim. Fillimisht pér t£ vizatuar
katrorin me brinjé 5 cm, nga veglar (Toolbar) do ta pérzgjedhim mundésing pér shumékéndéshin e
rregullt {Regular polygon) {Figura 1, a)) dhe do ta vizatojmé segmentin me gjatési 5 cm. NE kété rast hapet
dritarja pér t& futur mumrin e knlmeve t& shumikEndgshit té kérkuar. Kétu futim viergn 4 (Figora 1, b)).

Hooi s B
T
o~ - -
1) b)
Figura 1

ME tej, pér t& llogaritur diagonalen ¢ katrorit, nga shiriti i veglave (Toolbar), do ta pérzgjedhim mund&sing
pér largésing (Distance or Length) (Figura 2, a}) dhe do t'i shénojmé kulmet e diagonales AC, nga ko
fitojmé se gjatésia e diagonale &shté 4C - 542 = 7,07 cm, (Figura 2 b)),

E.' o

Py | wgerm

7

i Ffrra Fo
a) b)

— Shembulli 2

Njé ligen i vogél ka formén e rrethit me rreze 6 m. NE kétg ligen duhet vendosur njé platformé, né
ﬁunﬂn!hmmﬂhmdmhhmrnﬂhﬂﬁ'haﬁmjllllnpﬂmimmzmﬂﬂﬂutémnjlunqﬁﬂ
vendoset kjo platformé?

Zgyidhje:

Sipas vizatimit 2, gjatésia e diagonales s& katrorit 8shté d = 2r = 2- 6= 12 m. Ngabarezim! d* =a’ +a’ =24,

ﬂ:njnﬂuﬂaﬁdnehﬂnjhﬂhunﬂlﬁhriﬂ=‘g=g=ﬁ=ﬁﬁm Nga kétu, syprina e katrorit

gshté §=a’ =72 m". Pra, pér vendosjen, instalimin, e platformés kuadratike nevojiten 72 m’ material
D~ ™~¢C

.

A9 g

Wizatiemi 2
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Detyra 1
Komuna planifikon t& rrethojé njé sipérfagen e gjelbruar koadratike t& dediknar pér parkun ekologjik
shiollor. Pér rrethojén jang paraparé 400 m tel metalik, me t& cilin duhet dy heré t€ rrethohet sipérfagja, pa

palosje dhe mbetje. Caktoni:
a) gjatésing e brinjés sé siprfaqes kmadratike;
b) syprinén e sipérfages sé rmethuar.
- Rikujtoni!
Perimetri i drejtkendéshit me brinjé a dhe b logaritet me formulén .
P = 2a + 2b, kurse syprina me formulén 5=ab. "
A - B

~;Shembulli 3 ,

Llogaritni syprinén e drejtkéndéshit me brinjé 12 am dhe diagonale 20 cm.

Z gjidhje:

Nga trekéndéshi kinddrejté AABC (Vizatimi 3), sipas teoremés sé Pitagorés kemi d° =a® +5°, nga ku
pér gjatésing e brinjés b fitojmé b=+d° —a® =+/20° —12° =16cm. Duke zévendésuar né formulén pér
syprinén e drejtkéndéshit fitojmé § = 12- 16 = 192 cm’.

- Shembulli 4

Njé inxhinier projekton njé pllaké metalike drejtkéndore pér njé pajisje elektronike. Njéra ané, brinjé,
e pllakis ka gjatésing 20 cm. Gijaté kontrollimit t& dimensioneve me matés laserik éshté konstatnar se
kéndi ndérmjet késaj brinje dhe diagonales sé pllakés éshté 30°. Llogaritni syprinén e pllakés metalike.
Zgidhje:

Pllaka metalike ka formén e drejtkéndéshit. Sipas vizatimit 4. AABC &shté kénddrejté, prandaj

3

kemi tgiﬂ“=£.pirhtiaisht b=a-tgaiu“=zu-?=11.55m:_ Syprina e drejtkéndéshit Eshté
a

S=20-11,55= 231 cm’.




g

6.1 PERIMETR! GIE-SYPRINA EXATRORIT HE DRETTKENDESHIT
il I

Detyra 2

Gjat# projektimit t# panelit drejtkéndor té senzoréve, inxhinierét ¢ modelojné panelin pérmes diagonaleve
tE tij sepse tE njgjtat pérdoren gjaté hﬂhrimitmlh}mﬂﬂl&hﬁmatgjafﬂiﬁfdﬁigmln:janilzm.
kurse kEndi mes tyre &shté 60°. Sa &shté syprina ¢ panelit & senzoréve?

- Shembulli 5 ,
Gjaté konstruktimit té pllakés, drejtkéndore, prej alumini pér shtépizén mbrojtése t& njé pajisieje
elektronike, inxhinieri patjetér t& respektojé proporcionet ¢ konstruksionit si pér ¢Eshtje té fortésise
ashtu edhe pér ¢ishtje estetike. Dimensionet e pllakés jané projekuar asisoj g€ raporti mes gjatésive t&
hIinjEﬂEﬁhEﬂ:E.hlrsﬂuimtpE:giiﬂmhnrzlﬂhlilﬁhﬁ135un=.5nj.nitigi-anh&injistpﬂah'ﬁ?
Zgjidhje:

Le t& jené a dhe b gjatésité e brinjéve t€ pllakis. Nga knshtet e detynés kemise a: b =3:5, prej ko kemi
a=13k,b=5k
Duke marré zévendésimet pér a dhe b ng formulén pér syprinén, kemi
3k-5k=135
15 = 135
K¥=9
k=3 =3cm.
Duke zEvendésuar vlerén e fitnar pér k né a dhe bfitojmé a=3k=3-3=9cndhe b=5k=5-3=15cm.

Detyra 3
Caktoni brinjét e kornizés drejtkéndore, nése njéra brinjé &shté katér heré me e madhe se tjetra, kurse syprina
e kornizés &shté 64 cm’”.

—Shembulli 6,

NE vizatimin 5 &sht# paragitur njé panel diellor. R
a) Llogaritni syprinén aktive t& panelit. TR
b) Llogaritni syprinén ¢ kornizés mbrojtése té panelit.
Zgjidhje:

a) Syprina aktive e panelit paraget drejtkéndésh
me brinjg a, = 60 — 2 - 2 = 56 cm dhe
b, = 35— 2 - 2= 31 am, prandaj syprina e tij éshté
S=a,-b =5-31=1736cn’.

b) Syprina 5, e kornizés mbrojtése té panelit,
llogaritet si ndryshimi i syprinés sé pérgjithshme t& panelit té téré 5, dhe syprinés s sipérfages
aktive 5.

Syprina e pérgjithshme do té llogaritet me formulén pér syprinén e drejtkéndéshit me brinjé
a=60cmdhe b=35cm, §,=a-b=60-35=2100 cm’.
Pér syprinén e kornizés mbrojtése fitojmé 5, = §, - §= 2100 - 1736 = 364 cm’,

35cm




TEMA B MATIED

Detyra 4
‘Té caktohet syprina e zonés s ngjyrosur, té dhené né vizatimin 6,

l2em

7 om 7em

Vizatimi 6

——————————————————————— 1

L. Llogaritni syprinén e katrorit me diagonale 72 cm,
2. Llogaritni syprinén e drejtkEndéshit me njérén brinjé 7 cm dhe diagonale 25 cm.
3, Llogaritni syprinén e drejtkéndéshit me diagonale 10 cm dhe kénd prej 45" ndérmjet diagonales

dhe njérés brinjé.
4. Llogaritni syprinén e drejtkéndéshit diagonalet e 1 cilit 22né kénd prej 106", kurse gjatésia e
diagonaleve &shté 10 cm.

dimensione 18 cm dhe 12 cm (Vizatimi 7).

a) Caktoni syprinén e pllakés.

b) Rreth pllakés instalohet njé shiresé izoluese. 12
Sa do té kushtojé izolimi, nése | cm shtresé
izoloese kushton 0,4 euro?

|

|

|

|

|

|

|

|

: 5. Njé pllaké elektronike ka formé drejtkéndore me Teolimi 0.4 € / em
I . | - -
|

|

|

|

|

|

|

|




6.7 PERUMETRI DHE SYPRINAE EARRLELOGRAMT

6.2 PERIMETRI DHE SYPRINA
E PARALELOGRAMIT

Rikujtom!

* 5i emértohen segmentet DE dhe DF té paralelogramit ABCD né vizatimin 17

] a C
5
k B N
E "'ul 3
A - E
Vizatieni 1

® Syprina e paralelogramit éshté e barabart? me prodhimin e gjatésisé s# njérés prej brinjéve dhe lartésisé
pérkatése t# léshuar mbi até brinjé. Nése paralelogrami ka brinjét me gjatési a dhe b, kurse laniésieé
pérkatése kand giatésité k, dhe h,, atéheré syprina e tij ogaritet me formulén:
F:ﬂ-h.ni!?:ﬁ*hk

~ Shembulli1 ,
Njehsoni sypringn e paralelogramit me brinjé 12 cm dhe 5 cm, nése
kéndi mes tyre EshtE 40°. .
Nga trekéndéshi kinddrejté A A ED (Vizatimi 2) del se ﬁnﬂ=%=% F
dhe h, =b-sin@. Me zévendgsimin ¢ h_ né formulén pér syprinén e
paralelogramit fitojmé

P=a-h,=a-b-sina.
MNga kétu, syprina e kérkuar &hté P =g-b-gin@=12-5-gin 40" =38, 57 e’

Detyra 1
Llogaritni lartésing h, té paralelogramit me brinjé 6 cm dhe 12 cm, nése lartésia tjetér &hté 5 cm.

— Shembulli 2

Gjaté projektimit t& njé catie t€ pjerrét t8 njé objekti industrial, njéra nga sipérfaget mbuluese kea formén
!pﬁlﬁ]ﬂnﬂ:‘ﬂmﬂ ]J-El'ﬂhhktikm:llt' it t€ pjerTEsise _'_dhtzh'miuﬂﬁ' s traréyve bﬂ‘tEﬁ..l]]ﬂ.tmn £sia e traut té
poshtém bartés Eshté 6 m, kurse distanca mes traut t& poshtém dhe t& sipérm, té cilét jané paralelé mes
veti, Eshté 2.4 m. Pér stabilitet t strukturés, pérgjaté sipérfages s catisé vendosen panele mbrojftése,
uhnlqim'gdunntérhnuriltdntmmiﬂmzmuillkgfm'-ﬁj:ni:




TEMA G MATIET

a) syprinén e sipérfaqes s& catisé;
b) masén ¢ pErgjithshme t& materialit t& vendosor.
Zgjidhje:
a) Sipérfagja e catisé EshiE paralelogram me brinjé a = 6 m dhe h, = 2.4 m. Me 2évend&simin e kétyre
vlerave né formulén pér syprinén ¢ paralelogramit, fitojmé
S=a-h,=6-24=144m"
Siperfagja e atisé ka sypring prej 144 m’.
b) Pér ¢do metér katror vendoset material me masé 12 kg/m’, prandaj masa e pérgjithshme ¢
materialit Eshté:
m=5-12=144-12=1728kg.

Detyra 2
GjatE matjes gjeodezike tZ njé pjese t& pjerrét t€ parcelgs bujgésore #shté konstatuar se sipérfagja ka formén
e paralelogramit. Gjatésité e dy brinjéve fiqinje t& parcelés jané 120 m dhe 200 m, perkatésisht, kurse kéndi &
ato formojné #shié 30°, Pér ujitjen e parcelés, pér ¢do hektar (1 ha — 10000 m) nevojiten 2,5 ton ujé. Gjeni:
a) syprinén e parcelés;
b) sasing e pérgjithshme t& ujit g€ duhet pér ta ufitur gjithé parcelén.

Rikujtom!

= 5i ésht# kéndi nén té cilin priten diagonalet e rombit?

* Rombi, né fakt, ésht paralelogram né té cilin gjitha brinjét kané gjatési t# njéjté, prandaj syprina e
rombit 'ﬂlﬁebamhmtimzpm{ﬂumm' in e gjatésisE s€ njéres PIEJ'JII‘JII;-EHE jE Eﬁjdluhrtﬂu_'_]lﬂm_ E5E,
dm.th 5= a -k, {Vizatimi 3).

- 51rpﬁmemmbitmundtilhgmitﬂtdhzmzfmmnhtnivjjim:$=a'-sinﬂ m$=%.h
a Eshté cilido kind i brendshém i rombit, kurse d, dhe d, jané gjatésité e diagonaleve té rombit

{Vizatimi 3).
d
L
o
d,
’ Vizatirmi 3
—Shembulli 3 ,

Roboti - kontrollor duhet ta mbulojé dyshemené e njé paneli formé rombi me senzoré. Rombi ka brinjé
me gjatési 12 cm, kurse rrezja e vijés rmethore t& brendashkoruar tij sht# e barabarté me 3 cm.
a) Mjehsoni syprinén e rombit.
b) MNése ¢do centimetér katror i panelit duhet té jeté i mbulnar me senzor elelktronik g konsumon
ﬂmﬂuﬁhﬁmm'ipﬁm'ﬂhﬁm_ ienergjisé _d&j:rihtpirgiiﬂlimhu' [

.EH



b 7 PERIMETRI HE SYPRINAE EARALELOGRAMT

Zgjidhje:
a) Rombi me diagonalet ¢ tij ndahet né katér trekéndésha identik. Nga vizatimi 4 mund t€ vérejmé
s¢ rrezja r e vijés rmethore & brendashkrnar paraqet lanésing e ABOC, prandaj kemi
=_-=_-=|_ﬂ m‘r

Pér syprinén e rombit fitojmé 5=4-5,,  =4-18=72cm’.
b) Nése pér ¢do cm’ konsumohet 0,05 W, konsumi i pérgjithshém pér gjithé syprinén e rombit kap
vlerEn
E=5-005=72-005=36W
D a C

Detyra 3
Llogaritni lartésing ¢ rombit, nése brinja e tij £shtZ 12 cm, kurse syprina e tij &shtg 102 cm’.

—Shembulli 4 ,

S-jlprtua!mmhit.ﬂjémngndingumlﬂlticﬂjtkngjﬂiﬂilﬁun.iahtil-lﬂuuz.[.lugarituigiﬂﬁnie
diagonales tjetér té rombit dhe perimetrin e tij.
Zgidhje:

Nga kushtet e deryrés Gshté dhéné d, = 16 cm dhe § = 240 cm’. Nga formula pér syprinén e rombit $

=—i:’,ﬁmjmé—]&f’=2ﬂ,prndijd==£=iﬂﬂn-.1-1gatrelmﬁh1' gshi kénddrejté AAOE (Vizatimi

T
5), sipas teoremeés & Pitagorés kemi |:f=[i +[%] , prandaj duke zévendésuar d, dhe d, fitojmé
I I
:r‘=[§] +[%] =289, dmth gjatésia e brinjés s& rombit &shté g=+289 =17 cm._ Nza kétn, pér

perimetrin @ rombit kemi P=4:a=4:17 = 68 cm_

Detyra 4
i 'sypriniﬂtrmnhitm: "'li’.ﬂndh:mujiriupr:jd' 10 cm.




Ik
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Shembulli 5 ,

Jona pérgatit njé vitrazh me dizajn t& pérbéré nga 13 rombe identike si
né vizatimin e dhéné. Gjerésia e pérgjithshme e vitrazhit Bshté 40 cm,
lurse syprina e pérgjithshme e tij 'ﬁhEi'!il]un‘TEuhd]mgH'ﬂ:tE
¢ diagonaleve dhe syprina e secilit romb.

Zgfidhje:

Ej'[nimeniirﬂmhﬁihi3=ﬁ=m cm’. GjerEsia e pergjithshme
ndiujnﬁéuhﬁepﬁhﬁingu[lagumlnmiﬁvngh&puimmhﬂ.
prandaj kemi 5 - d, = 40, pérkatésisht gjatisia ¢ diagonales mé t& vogél
té secilit romb &shtf d, = 8 cm. Diagonalja tjetér ¢ rombit mund té logaritet nga formula pér syprinén
s=%_m s abvendisinet it syprinn dlie Gigovslen ki voghl BioRne m=%1
resektivishi d,=12—ﬂ=ln|:m_

Detyra 5
Syprina e nﬁmuﬂ:i&htilldmz.huunjimpnjdl@n:htidlﬁ 8 dm. Caktoni lartésing dhe perimetrin
e rombit.

Detyra pér ushtrime! }

1. Llogaritni gjatésing e brinjés mé t& madhe t& paralelogramit me lartési 3 cm dhe 5 cm, nése
brinja mé e vogél éshté & cm.

2. Llogaritni syprinén ¢ paralelogramit me lartEsité 3 cm dhe 4 cm, pérkatésisht, dhe kénd mes
tyre prej 30°.

3. Llogaritni syprinén e rombit me brinjé 10 dm dhe rreze té vijés rrethore t& brendashkruar
4 dm.

4. Syprina e njé paralelogrami ésht 300 cm’, perimetri i tij
Eshté 70 cm, kurse largésia ndérmjet brinjéve mé t8 médha
éshté 10 cm. Caktoni largésing ndérmjet brinjéve mé t&
vogla.

5. Ketrin dizsjnon kopsht dekorativ & pérbéré prej 8 rombeve
t& njijtE, t& shperndaré si né vizatimin 7. Syprina e njé rombi
éshté 120 metér knadratik, kurse diagonalja mé e vogél
ka gjatési 10 metra (Vizatimi 7). Ajo déshiron qé népér
gjatésing e diagonales t& b#j shtigje kimbésorésh prej guri.
Sa éshté gjatésia e pérgjithshme e shtigjeve pér kémbésoré
né kité kopsht?




TEAPERIME 7RI DHE SYPRINAL-TTE KENDESHT

6.3 PERIMETRI DHE SYPRINA
E TREKENDESHIT
-~ Rikujton:*

* 5i ndshen trekéndéshat sipas brinjéve, e si ndzhen sipas

kéndeve?
* Sa éshté syprina e trekéndéshit kundrejt syprinés sé h, A

paralelogramit i cili ka baz# t& njéjté dhe lartési t2 njgjte si 4 ™

kEndzshi (Vizatimi 1), ; b .
Viczatimi 1

Syprina e trekénd@shit [logaritet si gjysma e syprings s& paralelogramit pér shkak se AABD dhe ACBD jang
trekéndésha kongroent.
Syprina e trekéndéshit me brinjé a, b, c dhe lartésité pérkatése h_, b, dhe h_llogaritet duke pérdorur dléndo
1 1 1
S—Ed-h‘.s—ib-h IHEP—EE-.'F.

Syprina e trekéndéshit mund t€ llogaritet edhe duke shfrytézuar funksionet trigonometrike, kur trekéndéshi
&shté dhéné me dy brinjé dhe kindin mes tyre. NE vazhdim do ta nijerrim kété formulé.

ﬁrnekmdﬁhlnﬂlﬁﬂmvmnmmlkm.ﬁ——r h.. Ngantkudzdllkutdﬂrquﬂﬂ,ﬂ'kumu mu’—%

dmth. h =b-sina, hmengatr&mduhl.ﬂﬂﬂ,ﬂfimgmeu m.nﬂ——‘ respektivisht b, =a-sin 8. Duke

m:ndﬂm:mﬁ:mllm.ﬁ:—c-h: fitqm:5=ib-c-mﬂ -EES:%E-E-E&I],E. MNE ményré té ngjashme
2

ﬁ:dut$=%a-b-ntuf.

. Mbani mend!

Syprina e trekéndéshit mund t& llogaritet me pérdorimin e cilésdo prej formulave né vijim:
$=%n-b-a'n‘1-' ose 5§ =%E-E-Ii-ﬂﬂ o5 5§ =%E!-::-1inﬂ_

d.m.th. syprina e trekéndéshit 8shis e barabarts sa gjysma e prodhimit t& dy brinjéve t2 tij dhe sinusit
té kendit mes tyre.




TEMA G MATIET

—~Shembulli 1
Llogaritni syprinén e AABC, nése dy brinjé té tij kan gjatésité 5 am dhe 14 an, kurse kéndi mes tyre
Eshté 367,

Zgjidhje:
Brinjét e dhéna le t jené b = 5 am, ¢ =14 cm dhe kEndi mes tyre a = 36°. Sipas formulés pér sypringn

e trekendashit. lemi E‘=%b-c-mﬂ=%-5-l+si.uzﬁ' ~ 35.0,588 = 20,58 cm”.

Pér trekéndzshin barabrinjés dhe trekéndéshin kénddrejté, formulat pér logaritjen e syprinés pérmblidhen
ﬂ?“ﬁmﬁﬂmmm;ﬂnkaﬂihmmhmhmw dhe nése brinjén e shénojmé me a,

a:ﬂméqpﬁmzﬁjinht&klza-a-mm'=%f-%=“lf
» NE trekéndéshin kénddrejté katetet jané ndErmijet veti pingole, normale, prandaj lartésia b, = b,

by = a dhe me zévendEsimin niﬁnmdiup&sypinﬁl:hﬁﬂ!d&hitﬁmjmi:ﬁ-%_%-%b_

3 Mbani mend! ,

I
Syprina e trekind@shit barabrinjés me brinjé a llogariten me formulin §=2 :E_
Syprina e trekéndéshit hﬁﬂdrﬁt&mkntataa:lmblluguﬂutmfmmlﬁn3=%.

Detyra 1
Caktoni syprinén e trekéndéshit kénddrejté keatetet e t& cilit kané gjatésité 12 cm dhe 9cm.

—Shembulli 2
NjE inxhinier projelton njé kornizé trekéndore pér njé instalim sportiv. Korniza trekéndore ka formén
e trekéndéshit kinddrejté, né t& cilin raporti i gjatésive t€ kateteve &shté 5:12. Syprina e kornizés éshté
480 cm’. Llogaritni perimetrin e kornizés.

Zgjidhe:
MNga raporti i gjatésive t€ kateteve kemia : b= 5: 12 dhe, nga kitn, a = Skdhe b= 12k
mhmﬁmﬁwﬁneug%ﬂﬁm&5=ﬂ=¥—w. fitojmé

e =E=1E dmth. k=4
&0
Nga kétu, duke zévendésuar vlerén pér k fitojmé a=5-4=20cm, kurse b= 12 -4 = 48 cm.

Duke pérdorur teoremén e Pitagores fitojmé c=~20° +48° =+2704 =52cm.
Perimetri i kornizés Eshte

P=g4+b+c=20448+52=12cm.



.--Er.-iil-FJ::E;_II-'IFIF:I BHE SYPRINAGTTEKENDESHIT

Detyra 2
Njé ndértimtar planifikon t8 ndértojé njé shatérvan né formé t# trekéndéshit barsbrinjés. Nése lart#sia e
shatérvanit (nga kulmi deri te brinja pérballé) &shté 10 cm, logaritni:

a) gjatésing e brinjés sé trekBndéshit;

b) syprinén e trekEndzshit;

€} perimetrin e trekEndéshit.

~ Mbani mend! ,

Pir llogaritien e syprings s trekéndéshit t& cfarédoshsm, nése dima gjatisits e té tri brinjeve & tija, b
dhe ¢, pérdoret & ashtuguajtura formulé e Heronit § =fs(s—a)(s—b}s—c¢), ku madhasia 5= ﬂ+b+l:_

—Shembulli 3 ,

Llogaritni syprinén e trekéndéshit brinjét e té cilit kané gjatésité 15 cm, 13 cm dhe 14 cm. Rezultati té
kontrollohet me softnerin kompjuterik GeoGebra.

Zgjidhje:
Duke zévendEsuar a = 15 cm, b = 13 cm dhe ¢ = 14 cm, fitojmé 5—ﬂ+:+£ =H+I;+14=1Ic.m. Pér
syprinén e trekéndéshit fitohet:

§=ofs(s—als—B)s—c) =+f21-(21-15)21-13)(21 - 14) =+/7056 = B4 cm”.
Procedura pér kontrollimin ¢ zgjidhjes né GeoGebra Eshté me sa vijon. NE fillim vizatojmE segmentin

me gjatésing e dhéng: (“Segment with Given Length”) dhe pér gjatsiné marrim 15 (Figura 1). Kjo
Eshté brinja AB e trekéndéshit.

Bl LD £ = e
1 . e

- LR

° P e e L 11

e " '

Figura |
Q& té fitohet kulmi C, procedura ésht# me sa vijon: fillimisht, do té vizatojmé vijé rrethore me gendér
né pikén A dhe rreze 14 cm dhe vijé rrethore me gendér B dhe rreze 13 cm. Prerja e t2 dyja vijave
rrethore jep pikén C. Vizatimi i vijave rrethore né GeoGebra béhet me pérzgjedhjen e mundésisé “Circle:
CenterfcRadius” nga menyja {Figura 2).
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TEMA B MATIED

(Q# té fitohet pika prerése C, pérzgjedhim “Intersect” dhe e shénojmé pikén prerése né vijén rrethore
{Figura 3),

BB i @i

S| o e o)
: ;.‘".'..’f'..".“'
o

Figura 3
Q€ t& konstruktohet trekéndéshi, pérzgiedhim mundésing pér shumékéndéshin (“Polygon”) dhe
formojmé trekéndéshin népér kulmet A, B dhe C (Figura 4)

(W b b @SL N
.- R T l . |:l,-
i 1 e
- [ n—n;-l-;_._"‘___ I
Figura 4
N& fund, gé t& llogaritim syprinén, pérzgjedhim mund#sing “Area” (Figura 5) dhe me treguesin shiypim
mbi trek@éndish.
W A e @ ]
g0 ot
= A, L :'_ ==
P et i
Figura 5
Do té fitojmé rezultatin 84, cka do té thoté se syprina e trekéndéshit &shté § = 84 cm’, po aq sa edhe
fiteam mé paré.
Detyra 3
Sa éshtE syprina e parcelés trekéndore me gjatési t& brinjéve 8 m, 15 m dhe 17 m? Rezultati t& kontrollohet
me GeoGebra.
—|5hi-mhu]]idf
D
Llogaritni syprinén e paralelogramit me brinjé 10 cm, 17 cm dhe d, c
njérén diagonale 21 cm. b
Zgjidhje: 4 a B
NE vizatimin 3 diagonalja AC ¢ ndan paralelogramin ABCD né Vieatiml 3

dy trekéndésha kongruent (t& puthitshém), prandaj syprinén e
paralelogramit do ta llogaritim si shumé & kétyre trekéndéshave. Pasi pér AA BC jang dhné t tre brinjét
a=10cm, b= 17 cm dhe d, = 21 cm, syprinén ¢ tij ¢ logaritim me formulén ¢ Heronit. Né fillim gjejmé

j=w=% prandaj pér syprinén e trekéndéshit fitojmé:




B3 BERIMETR) DHE SYPRINAL THEKENDESIHT

5 woae =+J24-(24—10)-(24—17) (24— 21) =4[24-14-7-3 =+/7056 =84cm’,
Pér syprinén e paralelogramit fitojme §=2F,,, =2-B4=168cm".

Detyra 4

Njé ekip inxhinierésh analizon njé konstruksion bartés trekEndor té ndértuar prej tri shufrash metalike me
giatEsité pérkatése 18 cm, 20 cm dhe 34 cm. Pér stabilitetin e konstruksionit bartés, e réndésishme &shié g&
té dihet lartésia mé e madhe e mundshme e trekéndEshit, pérkatésisht largésia mé e madhe nga njé kulm deri
te brinja pérballé. Caktoni lart#sing mé t# madhe té trekéndéshit t& formuar me tre brinjét e dhéna.

Rikujtoni! -

* Ko giendet gendra e vijés rrethore t£ brendashbouar, e ku e asaj t£ jashtEshlouar trekEndéshit?

» (faré kéndi formojné brinja ¢ trekéndéshit dhe rrezja e vijés methore t8 brendashkoroar e térhegur
nga pika e takimit me brinjén?

* Ku shtrihet gendra e vijés t€ jashtéshkruar trekéndéshit kénddrejté?

Le t& jeté r rrezja e vijes rrethore t2 brendashkruar trekéndéshit AABC C

me tre brinjét e dhiéma a, b dhe c. Do ta shprehim syprinén e treliéndéshit

permes a, b, ¢ dhe r. Rrezja r EshtE lartésia e secilit prej trekindéshave b i
AAOBR, ABOC dhe AAOC. Syprina e trekéndéshit AABC mond té

llogaritet si shumé e syprinave té trekéndéshave AAOB, ABOC dhe

AAOC, dmth. 8,5 = 5,00 + Sae + Sanc prej nga kemi A G B
S=E+£+ﬂ=r-ﬂ+b+c=r-5. Vizatimi 4
2 2 2
ko _a+b+r:
2
— Mbani mend! .

*  Mesereshits mezja e vijes methore té brendashkruar trekendeéshit, atehers syprina e atij trekéndashit
||ugaritetmfmnul§n5=r-:.hls=ﬂ+b+f.

- FJEB:EREEMEHEI]EEﬁjEEHEﬂIDI‘EﬁiEHhtEBhE:' kruar trekéndéshit, atéheré syprina e atij trekéndéshi
||ugar'rte‘tmfmnul§n5=%-

- Shembulli 5

I'Eu'nllm'nmlhn&quh ike t& indit, mhﬁmﬁm’ﬁrﬂr@m’ E)Imﬂplt'_l:mkm.:kuh_ & Erﬂd:!]tt"-
Gjatésité e kateteve t& kitij modeli jané 9 pm dhe 12 pm. Né brending e kisaj zone trekéndore gjendet njé
zoné rrethore e reaksionit e cila i prek, i takon, té tre kufijté membranoré. Llogaritni rrezen e zongs rrethore
ku #hwvillohet reaksioni, u@&llﬂlht rﬂmt?i&-rr!thmlﬁhul&uhh‘nﬂﬁtim_ i 'L!Ildd.l'!]'t!' it




TEMA G MATIET

Zgjidhje:
Jané dhéné gjatésité e kateteve t# trekéndéshit kinddrejté a = 9 pm dhe b= 12 pm, prandaj syprina e

umwahﬁs-ﬂ-ﬂ- <3’

Sﬂpmtmmﬁuﬁu;urﬁpﬂhjpum:ﬂnﬁmjnt :—-.llf $17 = ﬁ—]Spm_pmuﬂq

ath+c G9+12+15
= 5 = 2 = 18 pm.

Rrezen e vijés rrethore t& brendashkroar trekéndgshit do ta logaritim me formuolén § = r- 5 Nga ki,

r-f, prandaj me zévendésimin e vierave pér 5 dhe s, fitojmé se rrezja e vijés rrethore té brendashloruar
I:mhniuhﬂ'!ﬁht!

54
FPom—= 3
18 pm

— Shembulli 6 ,

Llogaritni rrezen e vijés rrethore t& jashtéshlouar trekénd#shit me brinjé 26 cm, 28 cm dhe 30 cm.
Zgjidhje:
26+ 28+30

Sipas formulés sE Heronit, 1=T=*ﬂ, lurse syprina e trekiéndéshit &shté

§=4J42-(42—26)-(42—28)-(42—30) =+/42-16-14-12 =336cm’.

Rrezja ¢ vijés rrethore té jashtEshkruar trekéndéshit logaritet r:n-ea.nn:t!ﬁ:rrrnn.ﬂza.".i‘—E Nga kitn
giendet rrezja e kirknar:
abc _ 26-28-30

= = —1§25an.
4P  4-336

Detyra 5

NE njé ligen t& vogél i cili ka formé rrethi me rreze R ka njé ishull t& vogél né formé té trekéndéshit té
brendashloruar rrethit. Brinjét e trekéndEshit jang 15 m, 16 m dhe 17 m. Gjaté dimrit pjesa me ujé e ligenit
duhet t& mbulohet né ményré q& mos t& ngrijé. 5a metra katroré material pér mbulim do t€ nevojiten?

- Shembulli 6

HjE:IIII]:I:Lmr_r' ini dnh!tﬁprujdiﬂg' 'iﬂjipjmi'mimdmt_ té urés {Vizatimi 'S}Eqipﬂqﬂhﬁmdﬂh' i
barakrah&s me bazé 12 m dhe lartési 9 m.

a) Sa metra knadratiké pér reklama mund t& vendoset né até pjesé t& urés?

b) Sa metra konstruksion metalik nevojiten pér ndértimin e pjesés trekéndore t& urés?




I'l.

B3 PERIMETR) BHE SYPTINAETTEXENDESHIT

Zgjidhje:
a) Pér té caktuar 52 metra katroré reklama mund 2 vendosen, nevojitet t8 logaritim syprinén ¢

Pra, n pjesén trekéndore t8 urés mund t& vendoset sipérfagja reklamuese me sypriné 54 m'".
b) Nga trekéndéshi kénddrejté ADC né vizatimin 6, duke pérdorur teoremén e Pitagores, kemi

— =1

Dohet té [logaritim perimetrin e trekéndéshit,
L=za+2b=12+2 10,82 =33,64 m.

Pra, qé t& ndértohet pjesa trekéndore e urés nevojiten 33,64 m konstroksion metalik.

----------------------- 1

I

| 1. Caktoni lartésiné mé t& madhe t& trekEndéshit brinjét e & cilit jang 9 cm, 10 cm dhe 17 cm.
I 2, Llogaritni syprinén e paralelogramit me brinjé 13 cm, 20 cm dhe njérén diagonale 21 cm.

| 3. Llogaritni syprinén e trekéndéshit nése jané dhéné brinjét a = 7 cm, b= 12 cm dhe kéndi y = 36"
| 4 Llogaritni syprinén e trekéndéshit barakrahés (dybrinjénjéshém) me bazé me gjatési 12 cm dhe
| njérin prej kEndeve me masé 48°.

| 5. Baza e njé trekéndéshi barakrahés ka gjat#si 40 cm, kurse krahu gjatési 25 cm. Gjeni rrezet e
| vijés rrethore brenda dhe jashtéshkruar trekéndéshit,
' pérkatBsisht.

| 6. Njékompani pér prodhimin e pancleve diellore duhet £
| prodhojé panelin si né vizatimin 7.

| a) Cmimiil m’ qelq shté 50 euro. Sa kushton gelgi pér
I prodhimin e njé paneli diellor?

' b) Pér veshjen e brinjéve té panelit pérdoret njé shirit
: metalik q& kushton 8 euro pér metér gjatési. Sa do té
| kushtojE veshja e gjitha tre brinjéve t& panelit.




TEMA G MATIET

6.4 PERIMETRI DHE SYPRINA E
TRAPELZIT DHE DELTOIDIT

I
® (Cka ésht# trapeni?
» Sa brinjé paralele ka trapezi dhe si i quajmé ato?
=  (faré lloje trapezash kemi?

NE vizatimin 1 &hté paragitur trapezi ABCD me bazat a dhe b, krahét ¢ dhe d dhe lartEsi i Nése brinjén

=AB e vazhdojmé pér gjatésing b=BF dhe brinjén b=DC e vazhdojmé pér gjatésiné a=0CG, fitohet
paralelogrami AFGD me bazé (a + b) dhe lartési b (Vizatimi 2). Ky paraledlogram éshté i perbéré nga dy trapezé
t€ nj&jtE, kongruent, ABCD dhe GCBF. Syprina e kitij paralelogrami njehsohet me formulén $=(a+b) - h
Trapezi ABCD paraget gjysmén ¢ gjithé paraldogramit AFGD dhe prandaj pér sypringn e trapezit ¢ fitojm#

fmmuﬁns=%-;a+b}-ﬁ=?-h_

D b [ o 3 C i o
/& ., c b \ /
A E o B A E a B b F

Vizatimi 1 Vizatimi 2
3 |
thammend_f

.:|+El_

Syprina e trapezit me bazat a dhe b dhe lartési h llogaritet me formulén 5§ = 3 h.

— Shembulli 1

Barat e njé trapezi jané 18 dm dhe 12 dm, pérkatésisht, kurse syprina e tij £shté 45 dm’. Gjeni lartEsing e tij.
Zgidhje:
Duke zévendésuar a = 18 dm, b = lldmmu.ﬁ:-tﬁ-dmznifurmuliupirsﬂniuiuetupﬂ.ﬁmjmi

E=IE:”-!| pérkatisisht h=E=31:Im.




6.4 PERIMETRLDHE mzlc.l. E TRAPEZEFOTIE DELTOIDNT

Detyra 1
Nijé trapez ka sypring 80 cm® dhe lartési 4 cm. Gjatésia e njérés prej bazave &shté 25 cm. Caktoni gjatésing e
bazis tjetér té trapezit.

~Shembulli 2 ,

NE njé park ekologjik planifikohet t& megullohet njé sipérfage e re e gjelbér né formé t# trapezit, si né
vizatimin 3, né té cilén do t& mbillet kullosé.
a) Sa é&shté syprina e sipérfages s gjelbér?
b) NEse pér 1 m' duhen 250 g farg, sa sasi faré nevojitet gE t& mbillet e gjithe sipérfagja?
c) Mise 1 kg faré thith, absorbon, 1.5 kg CO, nE vit, sa CO, pér njé vit, do t& absorbaojé sipérfagja e
re e gjelbéruar?

Em
P — — — —

Zgjidhje:
a) Mgavizatimi 3 mond t€ shihet se bazat e trapezit jané a = 12 m dhe b = 8 m, kurse lartésia e trapezit
Eshté h = 7 m. Nése kéto viera i zévendésojmé né formulén pér syprinén e trapezit, fitojmé:
g=atb ;1248 omt.
2 2

b) Eshté dhénE se pér mbjelljen e sipErfages prej 1 m® nevojiten 250 g faré, prandaj g€ t& mbillet
giithé sipérfagja, do t& nevojiten 70 - 250 = 17500 g = 17,5 kg faré.

c) Pasi 1 kg faré absorbon péraférsisht ,5 kg CO, né vit, sipérfagja e re e gjelb&ruar do té absorbojé
peraférsisht 17,5 - 1.5= 26,25 kg CQ,.

Detyra 2
Fasada e gelqté e njé objekti modern (Vizatimi 4) ka formén e trapezit.
a) Eadnh:tpaguarpirfmdin:ﬁlliniulmlqdqhuhtuu 120 euro?
b) Mése pér kornizén e fasadés pérdoret alumini me ¢mim 35 euro pér metér, atéheré sa do té kushtojé e
mlﬂih:lrﬂlm ?
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Trapezin e quajmé barakraks nése t& dy krah#t e trapezit kané gjatési & njéjté. NE vizatimin 5 #sht# paragimr
trapezi barakrahés me bazat a dhe b, krahun ¢ dhe lartésing h. Nga trekéndéshi kinddrejté AED, doke

—b
shfrytéznar teoremén e Pitagorés fitojmé 1-'=,-1-’+$|",h1.::=ﬂ1 .
D b C
' B i [
A x E # F x B
Vizatimi 5
—Shembulli 3
Llogaritni syprinén ¢ trapezit baralorah#s me bazat 14 cm dbhe 6 cm dhe krah me gjatési 5 om.
Zgjidhie:
Nga knshtet e detyrés kemisea=14cm b=6cmdhec=5an.
Pér pjesén x (Vizatimi 5) kemi I=E;b =H1—_ﬁ=4|:m_ Lartésing h ¢ gjejmé nga ekuacioni
h*=c'—x' =5 —4'=25-16=9. Nga kit de se h=+3=3cm. NE fund, pér syprinén kemi
5 =ﬂ-ﬁ=ﬁ-3=ﬂﬂm’
2 2 )

Detyra 3
Traptximesypﬁniﬂl}cm'.hlmﬁsinilﬂcm_ Gjeni gjatEsité e bazave tE trapezit, nése ato dallojné nga
mjéra-tjetra pér 4 cm.

Trapezin ¢ quajmé drejtkfndor nése njéri kénd prané bazés Eshté i drejté. NE vizatimin 5 Eshté paragitur
trapezi drejtkindor me bazat a dhe b, krahun ¢ dhe lartésing h. NE kité rast x=a - b.

D b c

— Shembulli4 ,

ME laboratorin e ekologjisé projektohet njé akuarium, pér studimin e biméve ujore, bazamenti i t€ cilit
ka formén e njé trapezi drejtkéndor. QE t& keté rrjedhé mé t& rregullt t& ujit, dimensionet ¢ bazamentit
t& akuariumit, trapezit, jané pérzgjedhur qé baza mé e gjaté t& jeté 20 cm, baza mé e shkurté 15 cm,
kurse lartésia 12 cm.

a) Llogaritni syprinén e bazamentit t& akuariumit.

b) Korniza e bazamentit do t& vishet me gomé mbrojtése. Llogaritni sa metér gomé nevojitet.



6.4 PERIMETRLDHE mzlc.l. E TRAPEZEFOTIE DELTOIDNT

Zgjidhje:
MNga lkmshtet ¢ detyrés kemi a = 20 cm, b= 15 cm, korse b = 12 cm.
a) Pér syprinén e bazamentit t& akuariumit (qé ka formén e trapezit) fitojmé
S—'+b-h=m:]5-11=zll}m'

z
b) Pér té Hogaritur sa gomé nevojitet qé t8 vishet korniza e bazamentit, gjejmé perimetrin e trapezit té
dhéné. Sig mund té virejmé né vizatimin 6, na nevojitet té pércaktojmé giatsing e krahot ¢, Nga teorema
e Pitagorfskemi ¢’ =k’ + x* =k" +{a—b)" =12' +{20—-15)° =169, prandaj c = 13 cm. Krahu tjetér
| trapezit drejtkéndor ésht# sa vetd lartésia e trapeziz, e cila sht? e dhéné. Pérfundimisht, perimetri |
trapezit éshté P=20+ 15+ 13+ 12=60 cm.

Detyra 4
Gjat studimit t# shtratit t# njé lumi, prerja térthore e lumit éshté modelnar si trapez drejtkéndor. Baza mé e
giaté e trapezit (gjerésia e sipErfages s ujit) &shté 24 m, baza mé e shkuri€ (gjerésia e fundit & shtratit) &hté
16 m, korse krahn i pjerrét formon kEnd 30° me bazén mé té madhe t& trapezit.

a) Gijeni lartésing e trapezit (thellEsing e lumit).

b) Gjeni syprinén e prerjes térthore t# lumit.

¢} Gieni perimetrin ¢ prerjes térthore.

Jepet katérkéndéshi ABCD diagonalet e t€ cilit, d, dhe 4. jang normale né njéra-tjetrén. Do ta gjejmé
syprinén ¢ kitij katérkéndishi. Nése népér kulmet ekﬂ:l; katérkéndishi térhigen drejtéza paralele me
diagonalet, fitohet drejtkéndéshi MNPQ me brinjé MN =d, dhe MQ= d,., q& Eshité i perbéré nga katér
gifte trekéndéshash kinddrejté, ku trekéndéshat e secilit ift kané syprina t barabarta (Vizatimi 7). Prandaj,
syprina e katérkéndéshit fillestar shté dyfish mé e vogél se syprina ¢ drejthéndéshit MNP, Pra, syprina e

katérkéndéshit shté 5 —d'; .

n
0 P
A dl (i
d,
M N
b
Vizatimi 7

- Mbani mend!

Syprina & katérkéndéshit diagonalet e té cilit mes veti jang normale dhe kané gjatési d, dhe d, eshié
sa gjysma e prodhimit t& kétyre gjatésive dhe llogaritet me formulén 5 =J’:'-
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Katgrkéndéshin qé ka dy cifte brinjésh fginje t& barabarta e quajmé deftoid. Shpesh formén e deltoidit e
hasim né ornamente zbuknruese, dizajné t¢ objekteve t£ ndryshém dhe té tjera. Diagonalet e deltnidit jané
normale n njéra-tjetrén, prandaj syprina e deltoidit mond Ellu:rga:itﬂ'nthm&5'=ﬂ. ku d, dhe
d jané gjatésit ¢ diagonaleve t& tij. z

— Shembulli 5 ,

N kompani projekton njé panel dekorues prej druri, n formé t8
deltoidit, pér muret e brendshme t€ njé restoranti. Brinjét e panelit
duhet t jené 10 cm dhe 17 cm, Jurse diagonalja e cila nok Eshtg bosht
simetrie &shté 16 cm (Vizatimi 8).

a) Sa metér kmadratiké druré dubet pér té ndértuar panelin?

b) Nése cmimi i pllakés prej druri &shté 2 euro pér c’, sa do té

kshtojé i giithe paneli?

Zgjidhje:

a) NE vizatimin 9 #shté dhéng forma 2D e panelit. Nga vizatimi

kemi se AD=a=10cm dhe AB=b=17 cm, kurse AC=d, =16.cm.
Mga trekendéshi kénddrejté ADOCkemi DO =DC -0C =a' —&E} =10° -8 =36,
pérkatésisht D=6 cm. Nga ana tjetér, nga trekiindéshi kinddrejté ABOC kemi

—_ —§ — 1 — ¥ JR—
OB =BC —OC =§ — E..-l_ur; =17"—8 =225, dmth. OB=15cm. ME tej, pér gjatEsiné e
diagonales mé t& madhe fitojmé d, = DB = DO+ 0B =6+15=21cm, kurse syprina do t& jeté §
=%=Lf=1ﬁﬂm'_ Pra, pér pérpunimin e panelit dekorues prej drori nevojiten
168 cm’ mas# druri.

b) Cmimi i pllakés sé drurit &hté 2 euro pér cm’, prandaj ¢mimi i njé paneli t tillé prej druri do té
jeté 168 - 2= 336 euro.

D

I
A C

) 0

Vizatieni 9




6.4 PERIMETRLDHE milc.l. E TRAPEZEFOTIE DELTOIDNT

Detyra 5

Njé firmé duhet té pérpunojé panel reklamues PVC né formé deltoidi gé do t# vendoset né kornizén prej
al‘umjni_Fan:'I.idulmtEhEErp:iuinilﬁtm’.h:injétmitigjﬂt&tijmimﬂgjﬂiﬂlﬂmﬂdhhm
diagonalja e cila nuk &shtg bosht simetrie duhet t2 ket? gjatgsing 24 cm (Vizatimi 10). Sa do t& kushtojé
pérpunimi i knrnizés prej alumini ngse 1 cm e aluminit ka ¢mimin 0,50 euro?

1. Syprina e njé trapezi &shté 420 am’, kurse gjatésité e bazave £ tij fané 28 cm dhe 14 cm.
Njehsoni lartésing e trapezit!

2. Nijé arkitekt dizajnon platformén pér pishing ng formé té trapezit kénddrejté me bazat 23 m
dhe 16 m dhe krahun, & nuk &shté normal né bazén, me gjatési 18 m. TE llogaritet syprina

¢ platformés dhe gjatésia e rrethojés g duhet t vendoset rreth platformés.

3. Llogaritni bazat ¢ trapezit nése ndryshimi i gjatEsive t& tyre &sht€ 5 cm, lartEsia ¢ trapezit
gshté 8 cm, kurse syprina e tij Eshté 96 cm’.

4. Njé aktivist ekologjie dEshiron té b&j njé kopsht t& gjelbér né formé deltoidi né kulmin e njé
ndértese shkollore. Brinjét e kopshtit duhet t& jeng 13 m dhe 20 m, kurse né mes duhet t keté
shtigje diagonalé pér shkarkimin e ujérave té shirave. Gjatésia e shtegut q& do t& ishte bosht
simetrie i formés deltoide duhet t# jeté 21 m.

a) Llogaritni gjatésiné e shtegut tjetér shkarkues.
b) N'ﬂ:rilmﬁip&fnqgumﬂitémﬁﬂmipnnﬁ.ﬂihﬂimpnﬂigﬁrhujmmiimhﬂhn
né giithé sipérfagen e kopshtit?

5. Nijé tablo elektrike ka formé deltoidi. Diagonalja e cila éshté bosht simetrie &shté e gjaté 17
cm, njéra nga brinjét e deltoidit Eshté e gjaté 10 cm, kurse syprina e tablosé Eshté 136 cm”,
a) Llogaritni sa shirit duhet g té mbéshtjellén skajet e tablosé elektrike.

b) Nése secila komponent# elektrike zé sypriné prej 2 cm’, atéheré né tablong elektrike sa
komponenta mund t# vendosen?




TEMA B MATIET

6.5 PERIMETRI DHE SYPRINA E RRETHIT
DHE PJESEVE TE RRETHIT

-1 Rikujtoni!

* Cka Eshté vija rrethore?
» Sa gradé ésht# kéndi i ploté?

Perimetri i vijés rrethore me rreze r llogaritet me formolén P = 2rm, kurse syprina e rrethit me rrezen e njéjté
llogaritet me formulén 5 = r'm. Kéto formula jané t& njohura nga vitet ¢ mé hershme 12 arsimimit dhe prandaj
do t'i trajtojmé si & njohura.

~ Shembulli1 ,

Platforma rrethore diedlore (Vizatimi 1) ka perimetér 62.8 m.
a) Caltoni rrezen dhe syprinén e platformés.
b) SaEshtE fugia e pErgjithshme e platformEs diellore nése 1 m’ prodhon 240 W energji elektrike?
¢} Sa platforma té tilla nevojiten gf t£ sigurojné té pakién 226 kW energji elekirike?

Zgjidhje:
GLE

a) Mga formula pér perimetrin e vijés rrethore fitojmé 62,8 = 2rm, pérkatésisht r=2_1u=lﬂm.
Duke zévendésunar vlerén e fituar pér rrezen né formulén pér syprinén e rrethit, fitojmé
S=rz=100x=314m".

b) Pugia e pérgjithshme e platformas diellore do té jete 314 - 240 = 75360 W = 75,36 kW,

¢) Pir 12 siguruar té pakién 226 kW energji elektrike, nevojiten pérafirsisht 226:75,36= 3 platforma
tE tilla diellore.

Detyra l
gypave jané 10 cm dhe 24 cm. Planifikohet gf ata t8 zévend&sohen me njé gyp mé t& madh, i cili do tE keté
rrjedhé té barabart# uji sa dy gypat e dhéné. Caktoni diametrin e gypit t& ri_




6.5 PERIMETRI DHE SYERINA £ RRETHITOHE PIESEVE TE RRETHIT

~Shembulli 2 .
Njé operator telekomunikacioni instalon bazament lmadratik
msyp:‘hi]?ﬁcm’.mii&hmmmt&lﬁinmluarn}imdnl
mbrojtés rrethor i brendashlcrnar bazamentit knadratike -

a) Sa shté syprina e modulit mbrojtes rrethor? ¢ 3
b) 5a Eshté sipérfagja e pambuluar ¢ bazamentit kuadratik?

e A x a
a) Nga formula pér syprinén e katrorit fitojme a’ = 196 dhe, s

prandaj a = 14 cm. ME pas, pér shkak se diametri i rrethit
&sht# sa brinja e katrorit (Vizatimi 2}, d m.th. d = a, pér rrezen ¢ rrethit fitojmé

d 14

22
Syprina e modulit mbroftés rrethor &hig 5 = f'm = 7'm = 497 am’.

b) Sipérfagja ¢ bazamentit ¢ cila mbetet ¢ pambuluar llogaritet si ndryshimi i syprings s& gjithé
bazamentit kmadratik dhe syprings s& modulit rrethor,
5=196—-49-3,14=4214cm’,

Detyra 2
Njé fabriké pér prodhimin ¢ Embélsirave bén kuti katrore prej kartoni Syprina e bazés s kutisE Eshtg
225 cm”. NE kuti vendoset njé émbélsiré rrethore e cila &shté e brendashkruar bazés katrore (Embélsira prek
tE katér faget e kutisé).

a) Sa éshté diametri i Embélsirés?

b) Sa Eshté perimetri i Embélsirés?

c) Sa pérgindje e bazés sé kutisé nuk &shté e mbuluar nga Embélsira?

- Shembulli 3

Rrota e njé bigiklete elektrike ka rrezen r = 35 cm. Pér 2 minuta rrota bén 180 rrotullime té plota.
a) Sa éshté distanca q& ka kaluar bigikleta pér kéto 2 minuta?
b) Sa&shté shpejtésia mesatare ¢ bicikletés né m/s?
Zgjidhje:
a) Njé rrotullim i ploté i rrotés i pérgjigjet perimetrit t& vijés rrethore, i cili Eshté:
P=2rg=2-35- =700 cm = 0,77 m
Rrota ka realizoar 180 rrotullime t& plota, prandaj distanca qé biildeta ka kalnar &shté-
s§=180- P=180-0,77= 126X m.
s=126- 3,14 = 395,6 mL
b) Shpejtésia mesatare me té cilén ka lévizur bicikleta gjaté késaj perindhe kohore prej
2 min = 120 s llogaritet me formunlén

osev=1058=1,05-314=33 m/s.
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Detyra 3
Rrota e njé skuteri elektrik ka diametér 80 cm. Cfaré distance ka kaluar skuoteri nése rrotat e tij kané realimnar
150 rrotullime t& plota?

Pjesa e vijés rrethore e cila i pérgjigiet kindit pérkatés qendror quhet hark
rrethor dhe atf ¢ matim me njésing e njéjté t& masés me t€ cilén e matim
perimetrin e vijés rrethore. NE vizatimin 3 &shté paragitur gjatésia e harkut
rrethor AB=] qé i pérgjigiet kéndit gendror . Perimetri i gjithé vijés
rrethore &hié L = 2rn dhe i pérgjigiet kéndit gendror prej 360°. Nga kit
fitojmé proporcionin [: &= 2rx:360%, prej ku fitojmé se

—|MhE|.11i :I]]-E]:ld_'l__,

Gjatésia e harkut rrethor g | peérgjigiet kEndit gendror a, ng vijgn methore me meze r, llogartet me

fﬂﬂlﬂéﬂ!:rm,
180°

- Shembulli 4

NE njé tabelé rrethore pér reklamé (Vizatimi 4) me rreze 15 cm, duhet
té vendoset njE lenté LED, ¢ cila do t&8 mbulojé harkun rrethor, t8
tabelés reklamuese, qé i pérgjigjet kéndit gendror prej 30°. Sa &hté
giatésia e kisaj lente LED?

Zgjidhje:

NE detyré jané dhéné r = 15 cm dhe a = 30°. Q& té pércaktohet gjatésia
e lentés LED, duhet té llogaritet gjatésia e harkut rrethor g€ i pérgjigjet
vijés rrethore me rreze 15 cm dhe kind gendror 30°. Duke zévendésuar
né formulén pérkatése t8 mésipérme, fitojmé:

iy 15-§7-30°
= - =257 %2.5-3,14=7.85cmn.
180°  180°

Detyra 4
Njé shteg pér bigikleta, né park, ka lakes rrethore me rreze 600 m. 5a &shté kéndi gendror i pjesés sé lakmar
t shtegut, nése gjatésia e shtegut g i pérgiigiet kétij kéndi Eshté 150 m?

.Eﬁ
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Sektor rrethor & quajmé pjesén e rrethit g ésht# e kofizuar me dy rreze dhe kindin A
qendror q& formohet me k#to rreze (pjesa e ngjyrosur né vizatimin 5). Raporti |

syprinés S, pjesés sé rrethit q# i pérgjigjet kéndit gendror &, dhe kéndit «, 8shté

i barabart® me raportin e syprinés £'m t¢ rrethit 6@ t8ré dhe kindit t& ploté 360°, &
perkatisisht vlen §: @ =r'x: 360°,

Nga kétu fitojmé se syprina e sektorit rrethor Eshi# e barabarté me

G P Vizatimi 5
= =1 m'n‘-

~ Shembulli 5 ,

Njé senzor i vendosur né shtyllé { Vizatimi 6) ka mundési detektimi qé
shirihet né njé zon# rrethore me rreze 12 m. Por, senzori Eshi€ instaluar
gé t& mbulojé saki# hapésirén qé | pérgjigjet kéndit gendror prej 60°.
Sa EshtE syprina e hap&sirés g8 mbulon ky senzor?
Zgjidhje:
Duke marré zévendEsimet r = 12 m dhe & = 60° né formulén pér
syprinén e sektorit rrethor, fitojmé

12 x -60°

$'=
3
Syprina e hapésirés qf ¢ mbulon senzori péraférsisht &shté 75,36 o,

=7536m’.

Detyra 5
ME njé shesh rrethor me rreze 12 m éshté ndriguar vetém njé pjesé e sipérfages sé tij né formé té sektorit
rrethor, i cili ka sypring 36v m’.

a) Sa Eshté kéndi gendror i pjesés s& ndriguar?

b) Sa Eshté gjatisia e harkut rrethor qé e kofizon pjesén e ndriquar?

Pjesa e rrethit e zEné me njé hark t# tij dhe kordén pérkatése quhet segment B
rrethor. NE rrethin né vizatimin 7 segmenti rrethor éshté pércaktnar me kordén
AB dhe me kéndin gendror @. Syprina e segmentit rrethor ACH llogaritet si C

ndryshim i syprinés 5, t& sektorit rrethor AQOB dhe syprings 8, t& trekéndéshit

barakrahés AQAR, dm.th. /
— 8 A

§=5-5 Vizalimi 7

 Shembulli 6

ME vijén rrethore me rreze r = 10 cm, korda AB ndérton segmentin rrethor. Kéndi gendror g& mbéshtet
kordén Eshié a = 72°,

a) Llogaritni syprinén e segmentit rrethor.

b} Llogaritni gjatésing e kordgs AB.

c) Llogaritni giatésing e harknt E qé e kufizon segmentin rrethor.
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Zgjidhje:
a) Syprina e segmentit rrethor, g€ i pérgjigiet kéndit gendror prej
a =72", llogaritet me formulén §= 5§ - 5, ko §, Eshté syprina e sektorit
rrethor AOB, kurse S, éshte syprina e trekindéshit barakrahés AOAB. 4@
Gijejmeé:
SJ=r':w.'=]-|:|-’l'-i'1"
360° 360°
S!=r"-:.n.!1'=lﬂ"-l:1?1“
Nga kitn, pér syprinén ¢ segmentit rrethor kemi $ = §,- 5, = 62,8 - 47,5= 153 cm’.
b) Pér gjetjen e gjatésisé s& kondés. fillojmé nga trekéndéshi kinddrejté AACD. Kemi:

Iiﬂ%=£. dmth E =r HI]% =10-sin 36" =10-0,59=59 cm.
r

B

=208 =20-3,14=62.8cm’;

=50-5in 72" =50-0,95=47.5cm".

Prandaj AB=2-AC=2-59=118cm.
¢) Pér giatésing e harkut AB, kemi:
_rmx _10-x-72°
C180°  180°

I =4 =4-314=1256 c

Detyra &
Dritarja prej gelgi e néndetéses ka formé t& njé pjese té rrethit (segmentit rrethor). Dritarja &shté béré prej
gelgit rrethor me rreze r = 40 cm. Korniza e metalt g ¢ mban dritaren, e lnfizon fotjen e drités asisoj gé
korda e gelgit i pérgjigjet kéndit gendror prej 607

a) Llogaritni syprinén e gelgit g€ léshon dritén (syprinén e segmentit rrethor).

b) Llogaritni gjatésing e kornizés s& metalté qé pérshkon tehun e dritares (shumén e gjatésive t& harkut

dhe té kordés).
c) Nése dritarja ka dendési sipérfagésore & kg pér m’, sa &shté masa e dritares? {Jepni rezultatin né kg.)

Umazé rrethore éshté ajo pjesé e rrafshit e kufizuar me dy vija rrethore koncentrike me rreze té ndryshme.
Syprina e unazés rrethore (Vizatimi 9) &shté e barabart? me ndryshimin e syprinave té rrathéve me rmeze
pérkatése Rdher, dmth. S =R'T—r'g=(R'—r')x.




~ Shembulli 7 ,

6.5 PERIMETRI DHE SYERINA § EF:IJTHJTEIHF PUESEVE TE ARETHIT

NE stadinmin e atletikés planifikohet t& behet njé shteg rrethor me
shtresé tartani (Vizstimi 10). Rrezja e vijiés s& jashtme rrethore duhet
t8 jetE 12 m, kurse gjerésia e shiresés prej tartani 3 m. 5a Eshi€ syprina
e sipérfaqes gé duhet shiruar me tartan?

Zgjidhie:

Shtegu rrethor prej tartand paraget unazé rrethore me rrezet pérkatise
R =12 m dhe r = 12 -3 = 9 m, prandaj sipas formulés pér syprinin
e unazés rrethore, fitojmé: Vizatimi 10

S=(F-rir=(12"-9r=637 =198 m’".

Detyra 7
NE sistemin e ujésjellZsit pérdoret njé unazé mbrojtése prej gome, e cila ka formén e unazs rrethore. Rrezja
¢ jashtme ¢ unazgs Eshté R = 12 cm, kurse rrezja ¢ brendshme &shté r= 8 cm.

a) Llogaritni syprinén e unazés mbrojtése.

b) Sa &shté e gjith? gjatésia e tehut t8 unazés (shuma e perimetrit t2 vijés s& brendshme dhe perimetrit t2

vijés sé jashtme rrethore)?

¢} Mése pér pérpunimin e unazés duhen 0,09 kg gomé pér 100 cm’, sa &shtE masa e njé unaze t€ tllé

mbrojtEset
¢} Mése né njé pako vendosen 25 unaza té tilla, sa EshtE masa e pérgjithshme & pakos?

-----------------------

L. Nj& rroté e traktorit &shté rrotulluar 12 heré. Rruga g ka b&ré rrota ésht# 37,68 m.

a) Gijeni rrezen e rrotés.
b} 5a metra do té kalojé traktori, nése rrota do t& béjé edhe 15 rrotullime?

2. NE njé projekt inxhinierik pérdoren dy kabllo elektrike rrethore me rreze 2 mm dhe 3 mm.
Inxhinieri planifikon g t'i zévend&sojé me njé kabllo mé té madhe qé do t& ket perimetrin sa
shuma e perimetrave té dy kabllove té vjetra, g€ mos t& ndryshojé rezistenca. 5a shté syprina
e prerjes térthore t& kabllos sé re?

3. Dy ventilatoré kané formé té vijave rrethore, ku raporti mes perimetrave t& dy vijave ésht# si
3:5, kurse rrezja e ventilatorit méE té vogél Eshté 18 cm. Gjeni rrezen dhe sypringn & ventilatorit
mé té madh.

4. Nijé pjesé e parcelés bujgésore ka rrethojé qé i pérgjigjet harkut rrethor té vijés rrethore me
rreze 25 m dhe kénd gendror prej 144°. Sa do té kushtonte e gjithé rrethofa, nése pér | metér
gjatEsi té saj duhen 12 enro?

5. Nijé aré formé rrethi me rreze 50 m n mes ka njé rezervuar rrethor uji me rreze 10 m.

a) 5a éshté syprina e sipérfages s& punueshme té arés?
b) Mése pérfitimit nga pérpunimi i 1 m* té arés &sht# 0,8 euro, atéher® sa éshté pérfitimi i
pérgjithshém nga pérpunimi i arés?
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—
1

6.6 SYPRINA DHE VELLIMI I PIRAMIDES

Rikujtom!

-

* (ilat jané elementet themelore t& njé piramide?
» MNuméroni prerjet e piramidés me rrafshin.

Mbani mend!

Syprina 5§ & njé piramide llogaritet si shuma e syprinés s& bazgs (B) dhe sypringés s sipérfages =&
anshme, mbéshtjellésit, (M), d.m.th.
S=B+M

NE ¢do piramidé faget anésore jané trekéndésha.

~ Shembulli 1 ,

Caktoni syprinén e piramidés katérkéndore (katérfagéshe) 12 rregullt me brinjé t€ bazés 10 cm dhe
brinjé anésore 13 cm.
Zgjidhje:
Baza e piramidés katérkéndore té rregullt éshté katror me brinjé a = 10 cm, kurse gjatésia e
brinjés anésore t€ saj &shté 5 = 13 cm. Nga kétu, syprina e bazés éshté B = a’ = 10° = 100 cm’. Nga
trekéndashi kénddrejté ACTS (Vizatimi 1), sipas teoremés sé Pitagords kemi s =k +E} :
I =:"—[5] —13° —[E] —169—25=144.

2 2
Pra, gjatésia e apotemés sé piramidés &shté h = 12 cm. Tani, syprina e njérés fage t£ sipérfages anésore
(mbéshtjellésit) Eshte n—:“pmndaj ;,rpﬁmuq;afaqumahﬁu=+‘_:'=z.a.h_mh
zﬁ:nd&mmvhﬂpiraﬂxhﬁﬁ:jnﬁ:ﬂ:l-n-h:!-lﬂ-l!:l%ﬂunz.ﬁfpﬁnncpi:amﬂisﬁhﬁ
S=E+M=100+ 240 = 340 cm’.




6.6 SYPRINA DHE VELLIMT | PIRAMIDES

e — 5

= Aktivitet

Catia i njé ndértese Eshté piramide e rregullt katfrkéndore me brinjé t2 bazés 8 m, kurse lartésité ¢ fageve
anésore, tF mbishtjellésit, jan# 5 m. Nése ndértesa duhet t# mbulohet me [lamaring e cila kushton 1800
denaré pér 1 m", sa do 1€ kushtojé vénia e catise?

+  Rikujtomnit

® Renditni elementet themelore 6 prizmit.
* Vellimi i prizmit logaritet me formuolén V = B - H, ku B gsht# syprina e bazés s& prizmit, kurse H
EshtZ lartésia e prizmit.
Jepen dy ené, njéra né forme té prizmit, kurse tjetra né formé té piramidés. Prizmi dhe piramida le t& kené
baza dhe lartési té njgjta. si né vizatimin 2.
Nése enén me formé prizmi ¢ mbushim me réré t& imté dhe m# pas t& njé&tén réré e derdhim né enén me
formé piramide, do t vérejmé se réra e prizmit tre heré do t& mbush enén né formé t piramidés.

) Lt

N B

Pérmes kétij eksperimenti pérfundojmé se véllimi i piramidés éshté tre heré mé i vogél se véllimi i prizmit,
kur bazat dhe lartésité e tyre jané pérkatésisht t€ njéjta. Megenése véllimi i prizmit llogaritet me formulén

V = B- H, fitojmé se véllimi i piramids Esh# 'I.-"=—;-B-H_

thani mend_'f

Villimi Vi piramidés Eshté sa njé e treta e prodhimit té lartésisé H dhe syprinés s& bazés B, d.m.th.

'I.-"=l-B-H osE l"’=ﬂ-
3 3

— Shembulli 2,

Pércaktoni véllimin ¢ piramidés trekéndore (trefaqshe) brinjét e bazés s¢ t& cilés jang 13 cm, 14 cm dhe
15 cm, kurse lartésia ¢ piramidés &shté 24 cm.

Zgidhje:

Fillimisht ¢ llogaritim syprinén e bazés, e cila shtE trekéndésh brinjéndryshém, me ané té formulés
58 Heromnit.
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.M

13414415

Llogaritim s 21 cm, prandaj vlerén ¢ fitnar ¢ zévendésojme né formulén pér syprinén
e trekéndéEshit, por e shénojmE me B,
B=fs-{s—a)-(s—b)-(s—c) =4f21-(21-13)- (21— 14)-(21—15)
=11 BT E=42"F F =2 37=84 o’

_B-H _84-24 _2016 _
3 3

&7 2em’,

Béjmé zévendésimin né formulén pér vellimin dhe fitojmé V

Detyra 1
Llogaritni véllimin e piramidés t& rregulit katérkéndore me diagonale 18 bazés 24 cm dhe brinjé 18 fages
anésore prej 20 cm.

~ Shembulli 3 ,

Jepet piramida me bazé romb me diagonalet 18 cm dhe 10 cm, prerja e saj népér diagonalen mé té vogél
ka sypriné 15 dm’, kurse rréza e lartésisé gjendet né piképrerjen e diagonaleve t& bazés. Gjeni véllimin
e piramidis.

Zgjidhje:

I shénojmé t& dhénat me d, = 18 cm, d, = 10 cm, @ = 15 dm” = 1500 cm’,

Prerja mé e vogél diagonale &shté trekéndésh me bazéd, = 10 cm dhe lartési H. Syprina e kisaj prerje
Ehiﬂ=—dzz-.ﬂ.mhmrimmdwmt' ssimet fitojmé 1500 =10 1300°2 _ 300 cm.

S dmth H=
MNga formula pér syprinén e rombit, e llogaritim syprinén e bazés s& piramidés
B=5:= _lswo_ o

Detyra 2

Le té jeté dhéné piramida mvﬂlim?lﬂcm’.hamenidl‘uﬁhtidujtﬁnﬂ'uhmhﬁn}i 18 cm dhe 10cmm,
dhe rréza e lartsisé s saj le t& jeté né piképrerjen e diagonaleve té bazés. Te llogaritet syprina e sipérfages s&
anshme (mbéshtjellEsit) t& piramidés.

— Shembulli4 ,

(Catia e gelqté ka formén e piramidés té rregullt katérkéndore me brinjété bazés 6 cm dhe lartési 4 cm.
V&llimi i konstroksionit tE catisé _ﬂﬂpﬂl‘rﬂ_ iré qigmdet’ n:lum;et' jet catisg £ dhe tavanit I:iﬂh]lh:l:l:] a éshte
ﬁimﬂﬁuﬂmﬁ!ﬂhﬁjﬂﬁhﬂ:ﬂdﬂmﬁm&hm
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Zgjidhje:
Nga té dhEnat e detyrés, piramida &shtE e rregulle, g& nEénkopton se baza e saj Eshté katror me sypring
B =6 cm. ME pas, nga formula pér véllimin eph‘amidhdelu F—H—¥- & cm'. DomethEng

véllimi i hapésirés nén cating éshté mé i madh se 40 cm’,
Zgjidhjen do ta kontrollojmé me softuerin GeoGebra. Fillimisht, pérzgjedhim shumékéndéshin e

rregullt {Regular Polygon) (Figura 1 a}), futim segmentin me gjatsi 6 cm dhe né meny e futim numrin
e kulmeve té shumékéndéshit t rregullt (Figura 1 b)),

e Feepuine Parygian
&) b)
Figura 1

(QE t& hapim dritaren pér 3D nE Geolebra, nga tri vijat horizontale n# kEndin e sipérm & djathté
perzgjedhim “View” (Figura 2 a)) dhe e pérzgjedhim fushén 3D Graphics” (Figura 2 b)),

&
b B
i Dnss - T
I s oy o Pamieid
i L2 g
LT e
[ il % B e
—_— e
= B e
b [wer=s E
B Find B B Dy
T [ =g —F
s -l."l_uwrm
g i-_:‘ll__
5 b B Ll Pecheriy sl
a} b}

Nga pjesa 3D pérzgjedhim “Extrude to Pyramid” (Figura 3a}), e perzgiedhim katrorin dhe japim vlerén
pér lartésing e piramidés (Figura 3 b)).

@ L x - S
. P |‘ |
;‘r\—
1 i P ~= .
a) b)
Figura 3

NE fund, pér llogaritjen e véllimit té piramidés, e pérzgjedhim veglén pér llogaritjen e véllimit (Figura
4 a)) dhe do té fitojm# rezultatin (Figura 4 b)).
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i

a) b)
Figura 4

Fitohet se vlera pér vEllimin #shté 48, cka edhe vErteton rezultstin e fitvar mé paré.

—Shembulli 5 ,

Nijé sallé pér ekspazité ka formé té prizmit t& drejté me bazé drejtkEndore me gjatisia = B m, gjerési b=6m
dhe lartési H, = 4 m. Catia e sallés éshté piramidé me t& njéjtén bazé drejtkéndore dhe lartési H, = 3 m,
a) Parashihet g pér géndrim komod té secilit vizitor nevojiten t& paktén 4 m' té vellimit t2 brendshém
t& sallés. Gjeni numrin maksimal t8 vizitoréve g8 mund t# géndrojng, njgkohésisht, n2 sallé.
b) Sa metEr katror® material jané harxhoar pér cating, nése dyshemeja (baza e piramidés) &shté e
ndértuar me material tjetér?
Zgjidhje:
a) Salla e ekspozités me cati Eshté dhEné né vizatimin 3. Salla ka formén
e prizmit me bazé drejtkéndore me gjatési a = 8 m, gjerési b=6m
dhe lartési H, = 4 m. VEllimi i prizmit do té jeté
V,=B-H=a-b-H=8-6-4=192m".
(Catia e sallés Eshté piramid# me bazé té njéjté drejtkEndore dhe me
lartési H, = 3 m. Véllimi i catisé shté
B-H, ab-H, 863
= = =
3 3 3
VEllimi i pérgjithshém i objektit &shté

V=V, + ¥V, =192 + 48 = 240 m’. Pasi pr ¢do vizitor duhen 4 m’, .

numri maksimal i vizitoréve ng sallé mund & jeté N =210 = g,

b m&&mk&kﬂﬂaypﬁm:a@&ﬁqmﬁudm,mb:ihqm @
té piramidés. Baza &sht# me material tjetér dhe ajo nuk hyn né Vizatinni 3
llogaritje. PEr té caktuar syprinén e kérkoar ng detyré, duhet té
giejmé lartésité e trekéndéshave g pérb&né faget anésore. Baza Eshté drejtkéndésh, prandaj do
té kemi dy fage gé jané trekéndésha me bazé a = & m dhe dy fage qé po ashtu jané trekéndésha
por me bazé b = 6 m. Nga vizatimi 4, pér lartésité e trekéndéshave me bazat pérkatése a dhe b,
kemi:

-~
-

:
s =

48m".

D e Ll L —Er ST
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- Pérfaqgetmebazéa: h =JE]I+H§ =J[§]I+3’ =3/2;

— Pér faget me bazé b: b, =J{%T +H; =.J[§]1 +3¥ =5

Syprina e sipérfages s anshme, mbéshtjellgsit, 1 piramidés do t& jets
H_1-%1-%-.1-&+b-h,-ﬂ-ﬂi+ﬁ-5-ﬂ1’£+3&mﬂ.ﬂm’. o

Pra, pér cating jani harxhuar peraférsisht 64 m* material Vizatioi 4

Detyra 3
Njé rezervuar ji ka formén ¢ prizmit t£ drejt# me bazé katrore, mbi t2 dlin &hté vendosur, s cati, piramida
me bazé katrore. Brinja e bazés katrore Eshté a = 4 m, lartésia e prizmit #shté H, = 5 m, kurse lartésia e
piramidés &shté H, = 3 m.

a} Llogaritni villimin e pErgjithshém t& rezervuarit

b) Sa m’ lamaring nevojiten per mbéshtjelljen e rezervuarit, nése shtrati i tij nuk mbshtillet?

¢} NéEse | m" ujé peshon 1000 kg, sa shté masa e ojit kor rezervoari t€ jet# plotésisht i mbushur (bashk#

me cating)?

Detyra per ushirime! R

I
| L Llogaritni syprinén e piramidés s rregull katérkéndore me lartési 8 dm dhe sypriné té bazés
l 144 dm”.

24 cm.
: 3. Llogaritni syprinén e sipérfages s& anshme (sipérfages anésore, mbéshtjellésit) té piramidés
[ sé rregullt trekéndore me lartési 6 cm dhe apotemé 10 cm.
| 4. Njé objekt pér deponimin e grurit ka formé té piramidés sé rregullt katérkéndore me brinjé
l t& bazés 6 m dhe lartési 4 m.
: a) Sa gruré mund t& nxE ky objekt.
| b) SajanZ harxhimet pér veshjen e fageve té objektit, nése pér veshjen e 1 m’ sypring duhen
| 2500 denaré?
| 5. Skulptura n park ka formé piramide me bazg katrore. Brinja ¢ bazés éshté e gjaté a = 6 m,
| kurse lartésia e piramidés &shté H = 4 m.
: a) Llogaritni vEllimin e skulpturgs. Rezultati t& kontrollohet me GeoGebra.
| b) Sa ésht# syprina e pérgjithshme e piramidés (pérfshij edhe syprinén e bazés)?
| ) Sametér katroré material nevojiten pér mbéshtjellje vetém t& fageve angsore t& piramidés?
| 6. Catiae gelgté e atrinmit ka formén e piramidés me bazé drejtkéndore me dimensione a = 10
I m dhe b = 6 m. Lartésia vertikale e piramidés &shté H = 3 m.
I a) Llogaritni véllimin e ajrit nén ¢ati. Rezultati t& kontrollohet me GeoGebra.
: b) Llogaritni syprinén e gelit g& nevojitet pér cating (pa bazén).
| c) Nése | m, ka masé 25 kg, atéheré sa shté masa e pérgjithshme e catisé?
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6.7 SYPRINA DHE VELLIMI
I TRUNGUT TE PIRAMIDES

- Rikujtonit
* Gk paraget prerja paralele ¢ piramidés?
= 5i géndrojn# shumékéndéshat e prerjes paralele dhe bazés s piramidés?
* Syprina e trapezit barakrahés me baza a dhe b dhe lartési h logaritet me formulén
S=n+b-h
2

[ N
Trung i piramidés (piramidé e cungoar) quhet pjesa e piramidés gé gjendet ndérmijet njé prerjeje
paralels 18 saj dhe bazés.

NE vizatimin | a) &sht# paragitur piramida trekEndore SEFG dhe njE prerje paralele ¢ saj E,F,G,. lurse né

vizatimin 1 b) &shté paragitur trungu i piramidés trekéndore, EFGG,F,E, qE Eshté fituar nga piramida SEFG.

Baza dhe prerja paralele ¢ piramidés quhen baza t& trungut t# piramidés.

Distanca mes rrafsheve né té cilét shtrihen bazat quhet lart&si e trungut té piramidés dhe shénohet me H.

Faget gé nuk jané baza quhen fage andsore dhe ato & pérbéjné sipfrfagen ¢ anshme (sipérfagen anésore ose
béshtiellésin) e o .i_s

Cy—

E %ﬁ
F
a) b)

'Eﬂhlﬂnjpﬂihﬁrkmﬂﬂlm' £ qindﬂ‘b:lg' 'nE[aqttanﬂmE' til:mrlguttip:l.'rimldﬂ' idEs?
thani ]]]E]].li'f
Syprina 5 e trungut t& piramidés [logaritet me formulén

S=B+B,+M,
ku B dhe B, jang syprinat e bazave, kurse M syprina e sipérfages s& anshme.
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~ Shembulli 1,

Llogaritni syprinén e trungut t& piramidés s& rregullt katérkindore me brinjé té bazave 18 cm dhe 8
cm, pérkatésisht, dhe lartési 12 cm.

Zgjidhje:

Mga detyra gjejmé se jané dhéné gjatésité e brinjéve té bazave t& trungut t& piramidés a = 18 cm dhe
@y = B cm si dhe lartésia e tij H = 12 cm (Vizatimi 2). Megenése bazat e trunguot té piramidés jang
kuadratiké, pér syprinat e tyre fitojmé:

B:ﬂ":lﬂ":ﬂltﬂf. B,:E:l:HEEEI.!.

NE vizatimin 2 b) &shté paragitur prerja e trungut té piramidés qé kalon népér prerjen e diagonaleve té
bazave dhe népér meset e brinjéve té bazave. Nga trekéndéshi ATNT, kemi:

I r |
ﬁ'=ﬁ,’=ﬁz+m;’=[%] +H‘=[Lz_a] +12¥ =169,

nga ku gjejmé se h=4/169 =13cm.

Té gjitha katér faget anésore jané trapezé barakrahés me lartési h, prandaj pér syprinén e sipérfages sé

anshme, kemi

n;ﬂ:'-;l=4 18+8

NE fund, duke marré zévendésimet pérkatése ng formulén pér syprinén e trungut t& piramidés kemi:
S5=B4+B +M=32+64 4+ 676 = 1064 cm”.

M=4

13=676 cm’.

Detyra 1
Brinjét e bazave té trunguot t& piramidés sé rregullt katérkEndore pérkatésisht jang 26 m dhe 8 m, kurse brinja
anésore Eshté 15 m. Llogaritni syprinén e kisaj piramide.

- Rikujton!
* i logaritet véllimi i piramidés?

« 5isillen prerjet paralele té piramidés?
« 5i éshté lidhja mes bazave t trungut té piramidés?
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QE t gjejmé formulén pér logaritjen e véllimit t& trungut t# piramidés, do t& veprojme me sa vijon. Le t&
jeté dhén trungu i piramidés si né vizatimin 3, g€ &shté plotésuar deri né piramidén ¢ “ploté”. Lartésiné e
piesiés plotésuese e shénojmé me x.

Duke shfrytézoar raportin e syprinave t£ prerjeve paralele dhe lartésive té piramidave, fitojmé
B:B=(H+x):x
Duke marré rrénjén e dy anéve t2 barazimit fitojme

ﬁ:JB_.=LH+.:]':x+
i _ BB (B E)

55, B-B,
1|||'|E[|i|:|:|iiI:I:'Il]:lg;utl:li|:.1]I'.|!.1]:Il|:||!i»' idé ﬁtn.l'i!taindr}mhm:llvrﬂlmn' i I:E]Ju.'rimldﬂ' idé !Eplutid]'irl"ﬂ]:lmt i E]Jj!ﬂiiihi!ﬂi.
plotésuese,

d.m.th

V=sBAH )5 Box=3 [B-H+B-x=B,-x]=C[B-H+(B-5) 2]
Pérfundimisht, nése né formulén e fundit e zévendésojmé shprehjen e fituar pér x, kemi:

s B o

thani mi:nd_'f

S o i . . H
Villimi i trungut té piramidés llogaritet me formulén: 'I.-"—?-[B+B.+1'JBB, +

- Shembulli 2

Llogaritni v&limin e trungut t# piramidés s& rregullt katérkéndore me brinjé té bazave 30 cm dhe 15
cm, pérkatésisht, dhe lartési H = 18 cm.

Zgidhie:

Bazat e trungut té piramidés jané katroré me brinjét pérkatése a = 30 cm dhe a, = 15 cm, prandaj syprinat
e bazave jang B= 30" = 900 cm" dhe B, = 15" = 225 cm”.
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Me zévendésimin né formulén pér véllimin e trungut t& piramidés fitohet:

v:%.[mﬁ, +J3‘E,]=%[im+m+4mu-u5]=nsum’_

Detyra 2
Llpgaritni vEllimin e trungut t& piramidés s& rmegullt trekEndore me brinjé t2 bazave 10 cm dhe 5 cm.,
pérkatésisht, dhe lartési H = 12 cm.

—Shembulli 3 ,

Syprinat e bazave £ njé trungu t& piramidés jané 36 cm” dhe 16 cm’, kurse lartésia e tij &ht 5 cm.
]'.ll:ll;ﬂ.l.’l:l:l:l.'l.' 'H'ﬂ].‘l:lnlntpl.mm' ﬂ_uli_plntidhtv:ﬂ.'lmm_ immi tpju-ﬁphtﬂuﬂt_
Zgjidhje:
Nga kushtet ¢ detyrés éshté dhéné se B= 36 cm’, B, = 16 cm” dhe H = 5 cm, Duke shfrytézuar raportin
mes bazave dhe lartésive t£ piramidés s& ploté dhe trungut t# piramidés, lemi-

B:B,={H+x):x.
d.m.th,

36:16=(5+x) :x.
Duke marré rrénjén e té dy anéve t& barazimit, fitojmé

G:d=({5+x):x

x = 20 + 4x,

dm.th. x = 10 cm. Véllimi i piramidés s ploté Eshté

1 1
v =§-3-H=3-35-15=1m cm’®,

kurse véllimi i pjesé plotésuese Eshté v, =%'3. .x=%.]5-1u=? cm”.

Detyra 2
Syprinat e bazave t& njé trungu t& piramidés jané 200 dm® dhe 50 dm’, kurse lartésia e piramidés sé ploté
gshté 24 dm. Llogaritni vEllimin e trungut té piramidés.

- Shembulli 4

Njé ené llamarine me formé t& trungut té piramidés s& rregullt katérkéndore, me brinjé t& bazave
20 dm dhe 10 dm (haza mé e madhe Eshté sipér) shté e mbushur me sheger. E gjith sasia e shegerit
gshté shitur pér 56000 denaré.

a) Sa &shté véllimi i engs, nése dimé se ¢do kilogram sheqer éshté shitur pér 20 denaré dhe se 1 dm’

b) SaEshté e thellz ena?

) Sallamariné &sht# pérdorur gé té béhet ena pa kapak (kapak e konsiderojmé bazén mé té madhe)?
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Zgjidhje:
a) Meqgenise sasia ¢ pérgjithshme ¢ shegerit Esht# shitur pér 56000 denarg, kurse | kg Eshté
shitur pér 20 denaré, véllimin e enés do ta llogaritim si V= 56000 : 20 = 2800 kg, pérkatgsisht

V' = 2800 dm’.
b) NE kushtin e detyriés #shté dhéné se a = 20 dm, a, = 10 dm, prandaj duke ¢ shfrvtérmar formulén

pér véllimin e trungut t§ piramidés V=%-[B+B, +.JB8, i kemi:

zam=%-[m‘ +10° +420° 10° i

el o e e el ¢ oy tabt H =2 0%

c) Mgafaktisefagjae trungut tE piramidés shté trapez barakrahis (Vizatimi 4), fillimisht e logaritim x,
—E;‘H =m;m=5dm: ¢ mé pas pér lartésing e fages anfsore fitojmi
W=HF+xX=17+5=1869

12dm

X

prej ku fitojmé h= 13 dm.

Secila fage anésore Eshté trapez barakrahés, prandaj syprina e gjith# sipérfages sé anshme Eshté:

+
ata . 20+10

M=4. 13 =780 dm®.

Syprina e bazés s& poshtme Eshté B, = 107 = 100 dm’, prandaj syprina e pérgjithshme e trungut t#

piramidés (pa kapakun) &shté shuma e syprinave t& bazés dhe syprinés sé mbéshtjellésit, d m.th.
S$=B+ M =780+ 100 = 830 dm".

Pra, jané pérdorur gjithsej 880 dm® llamaring pér té béré enén.

Detyra 3
NE njé muze vendoset njé postament dekorativ né formé t& trungut té piramidés sé rregullt katérkéndore.
Baza mé ¢ madhe Esht# sipér, kurse mé e vogla poshté. Brinja e bazés s& sipérme &hté a = 18 dm, kurse brinja
e bazés s& poshtme &shi# a, = 6 dm. Brendia e postamentit plotésisht mbushet me beton. Dihet se pér 1 dm’
beton duhet masé prej 2.4 kg, kurse masa ¢ pérgjithshme ¢ betonit Eshté 3600 kg.

a) Llogaritni vEllimin ¢ postamentit.

b) Caktoni lart#sing ¢ postamentit.

c) S5a Eshté syprina e sipérfaqes sé materialit pér veshje té postament, nése baza e poshtme nuk vishet?



i :I' S“ﬂ‘hu.l. OHE i Luuu IHLrﬂG.I.I-i'Tf FHFMmuE'
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Detyra per ushirime! i

[
| |
: L. Llogaritni syprinén e trungut t€ piramidés s& rregullt katérkEndore me brinjé t€ bazave 30 :
| cm dhe 20 cm, pérkatésicht, si dhe lartési 12 cm. |
| 2. Gjenisyprinén e trungut t& piramides sé rregullt katérkéndore me brinjét e bazave 18cmdhe |
! 10 cm dhe fage anésore g& anon kah baza mé e madhe nén kéndin 45° '
| 3. Caktoni syprinén e sipérfages 12 anshme t trungut té piramidés s rregullt giashiekendore |
| me brinjé t& bazave 12 cm dhe 6 cm, pérkatésisht, dhe lartési 2 cm. |
| 4. Llogaritni véllimin e trungut 2 piramidés, nése syprinat e bazave jang 162 cm’ dhe 72 cm’, |
| perkatgsisht, kurse lartEsia e piramides pérkatése té plotEsuar &shté 18 cm. |
: 5. Lart#sia e trungut t& piramidés trekéndore &shi 6 cm. Brinjét e njérés baze jané 5 cm, 12 :
I |
I |
I |
I |
| [
| |
| [
I |
| [
| |

cm dhe 13 cm, pérkatésisht, kurse perimetri i bazés tjetér &hté 15 cm. Llogaritni véllimin e
trungut t& piramidés.

6. Pér ndértimin e themelit pér shtyllen prej betoni, pérdoret themeli n# formé t2 trungut t#
piramidés sé rregullt katérkéndore me brinjé t& bazave 6 m dhe 2 m, pérkatésisht, dhe lartesi
3 m. Gmimi pér 1 m’ beton &shté 100 euro dhe planifikohet edhe rezerve betoni prej 10%.
a) Sa do tE jet? sasia e betonit g¢ do t& pérdoret pér ndértimin e themelit?
b) Sa &shté sasia e pérgjithshme e betonit gé duhet t sigurohet?
c) Sa do t& kushtojE gjithsej themeli prej betoni?
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6.8 SYPRINA DHE VELLIMI I KONIT

—  Rikujtom®

® (ka éshté seltori rrethor gé i pérgjigjet kéndit gendror a & vijés rrethore me rreze 52
® Gjatésia e harkut t€ sektorit rrethor t& pércaktuar me kindin gendror a né vijén rrethore me rreze s
lhglriutm!fn:muEnI-%_
= ﬁmﬂea&tmit;eﬁnrﬁp&mh;&rmkéndiuqmlmun&uﬁinrmﬂummmsﬂupﬂﬂ
AX s X -5

T B T ST o
- 60° 180 2 2 pEEsae !

Pér t& caktnar syprinén e konit me rreze r dhe pérftuese s, e zhérthejmé konin si né vizatimin 1.

Eamehnﬂiahﬁn:ﬁmmnpmndnjp&sypﬁn&uemjltmiﬂ:r‘m
Mbéshtjellési anésor i konit &shté sektor rrethor i rrethit me rreze s, pér t€ cilin dimé se harkm pérkatés ka
giatésing e njEjté me gjatEsing e bazés sé konit, d m.th. [ = 2ra. Nga kiétn, syprina e mbéshtjell&sit t& konit &shté

-1 Mbani mend! -

Syprina & e konit Eshté shuma e sypringés & bazés B dhe syprinés s& sipérfages anésore M
S=ar'+ars, dmth. S=nar{r+s).

— Shembulli1 ,

Llogaritni syprinén e konit me lartési H = 24 cm dhe pérftuese s = 26 cm.

Zgjidhje:

Duke ¢ zhatuar teoremén ¢ Pitagorgs, nga trekéndéshi kinddrejté AOS, kemi:
r=5—H =26 —24" = 676 - 576 = 100,
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o S

prandaj fitojmé rrezen r= 10 cm. Tani me zévendEsimin e vierave pér 5 dhe r n formulén pér sypringn

e konit, fitojmi:
S=mrir4s)=m-10: (10 + 26) = 360m cm",

Vizadienl 2

Detyra 1
Llogaritni syprinén ¢ konit me lartési 21 cm dhe perimetér t& bazes 567 cm,

- Rikujtoni!

* (jla Eshté formula pér llogaritjen e vEllimit tZ cilindrit?
« E sata pjesé e véllimit té prizmit mbushet me véllimin e piramidés, nése prizmi dhe piramida kané
bazZ t njEjtE dhe lartési t& barabarta?

QE té gjejmé formulén pér vEllimin e konit, le t& shqyrtojmé tre kone té barabarta me rreze r t bazés dhe
lartési H. Supozojmé se i kemi mbushur me réré. Nése réra nga tre konet, njéra pas tjetrés, bartet né cilindrin
me rreze té njéjté r t bazés dhe me lartési t& njgjté H, do t& vérejmé se cilindri mbushet saktésisht pérplot,
deri né majé, pa mbetje (Vizatimi 3). Nga kétu perfundojmé se vEllimi i nj€ koni Eshté i barabart® me njé t&
tretén e vEllimit té cilindrit me rreze t& njéjté t& bazés dhe lartési t& njgjté, d.m.th.

1. 1
V.. .=V =—ariH.

'_. E:I 'I'I E|:‘-.- '."I L.:l '
.." .. L ]
Vizatimi 3

—|Mhanim|:|1d_';

Vellimi | konit me rreze t& bazés r dhe lartési H llogaritet me formulén:
V= % ArH.




TEMA B MATIED

— Shembulli 2 ,

Njehsoni vEllimin e konit me rreze 8 cm dhe sypring t8 mbéshtjellésit anésor 1367 om”. Kontrolloni
zgjidhjen me GeoGebra,

Zgjidhje:
Nga formula pér sypringn e sipErfages s anshme t& konit M = nrs, fitojmé barazimin 1367 =5 - 8 -5, dhe,

g kit Giojmé s=%=wm N toovesmm e Pitagovis; Iartisin F mund 5 shprebet 1 #f =5 — 7
(Vizatimi 2), Duke zévendésuar vierat pér r dhe 5, fitojmé H' = 17 — 8 = 289 — 64 = 225, dm.th.
H =15 cm. Pérfundimisht, duke e shirytézoar formulén pér vEllimin e konit, fitojmé:
F=%Ir’H=§I-H-’-I,5=HDH?m’.

Zgjidhjen do ta verifikojmé duke e pérdorur softuerin GeoGebra. NE fushén pér futjen ¢ madhésive
("Input Bar”) futim pikén A(0,0,0) q& pérfagéson qendrén e bazés sé konit dhe pikén B{0,0,15) q&
pérfaqéson kulmin e konit i cili giendet né lartésing 15 njési mbi bazén. Né fund fusim (A.B.8) (Figura
1 a)). ME pas, me shtypjen e butonit “Enter” do t& vizatohet nj& kon rrethor i drejté me rreze 8 cm dhe
lartEsi 15 cm (Figura 1 b)) dhe né fushén pér futjen e t& dhénave né ményré sutomatike do t# shfaget
viera e véllimit t& konit {Figura 1 &)).

B E=damn
' el BN

& wlessif H §j 1
» L

a)
Figura |

Detyra 2
Liogaritni véllimin e konit barabrinjés me sypriné 108~ cm’,

- Shembulli 3

Llogaritni syprinén dhe vEllimin e konit, pérftuesfa e t cilit #sht# pér 2 cm mé ¢ madhe se lartésia, kurse

diametri i bazgs Esht# 12 cm.

Zgjidhje:

Nga kushti i detyres &sht¥ dhéng se s = H + 2 dhe d = 12 cm, prandaj pér rrezen e bazés kemi
r=12:2=6am.

Tani, bEjmé zévendZsimet né formulén * = H' + ¢ dhe fitojmé (H + 2)°= H' + 6", dm.th.

H +4H +4=H + 386,
4H =132,
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prandaj lartésia H=8 cm.
PEr pErfloesen fitofmEs =8 4+ 2 = 10 cm.
Duke marré zévendésimet né formulén pér syprinén dhe véllimin e konit, fitojmeé:

S=mrir+sl=m:6:(6+10)=9%nrcm’ dhe V=%M’H=%I-E’-E=mm’-

— Shembulli 4 ,

Sa metér kub ka njé mullar me sané né formé koni, nése perimetri i bazés £shté 37.68 m, kurse pérfinesja
gshté 10 m?

Zgjidhje:

E.ﬂ:tidhiﬁ:itpuim:h’i i bazés &shté | = 37,68 m dhe pérfiuesja s = 10 m, prandsj nga formuola pér
perimetrin e rrethit kemi 2rm = 37,68, Nga kitn, pér rrezen e bazés fitojmé:

hlthF,ugafnmnlnf:H'+r'1kuniH1=lﬂ:—E'=H-.pnmiajH=Em_
Pér véllimin e konit fitojmé ?:lgfﬂ:l:-ﬁ.’ B=96x =301m’, g€ do t& thoté se mullari me sané
kka péraférsisht 301 m” sané 3

Detyra 3
NE njé kopsht formohet njé grumbull, kopé, me réré té that (pér njé teren loje) né formé koni. Perimetri
i bazés rrethore &shié | = 31,4 m, pérfiuesja e konit &shté s = & m, kurse dendésia e rérés &hté p = 1,6 t/m’.
a) Sa metér kob réré ka ng kité grombull?
b) Sa Eshté masa e pérgjithshme e rérés ¢ matur me tonelata?

Detyra per ushtrime! R

[

| e bazave t€ tyre jané 40 cm dhe | m, pérkatésisht? Rezultati té verifikohet me GeoGebra, nése
[ lartEsia e koneve &shtg H = 20 cm.

I 2. Trekéndéshi kinddrejté me katete 30 cm dhe 40 cm rrotullohet rreth hipotenuzés. Gjeni
' syprinén dhe vEllimin e trupit té fitnar né kété ményré.

: 3. Raporti i rrezes dhe lart@sisé s& konit t& drejté 2shté si 2:3, kurse syprina e mbéshtjellésit &shté
| 8413 cm® . Llogaritni véllimin e kétij koni.

| 4. Naenagé pérmban 5 litra ujé mbushen disa gota né formé koni me rreze 4 cm tE bazés dhe
' pérftuese 4 cm. Sa gota mund té mbushen me kité sasi uji?

: 5. Llogaritni sa kushton pélhura me té cilén &shté mbuluar njé shator né forme koni, me lartési
| 4 m dhe perimetér té bazés prej 18,84 m, nése | m” pélhuré kushton 150 denarg?

| 6. 5a kamioné pesétongsh duhen pér transportin ¢ 15 grumbujve me réré né formé koni me
| perimetér t€ bazés 12 m dhe lartEsi 9m secili? Masa e 1 m® rére Eshté 1,5 tonelata.

I
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6.9 SYPRINA DHE VELLIMI
ITRUNGUT TE KONIT

- Rikujtoni!
* (ka Eshté prerja paralele, e clka prerfa boshtore e konit?
*  (ka Eshté koni brinjénjéshém?

* (ka &sht# qdo prerje boshtore e trungut t& konit?

NE vizatimin 1 a) &shté paragitur koni dhe njé prerje e tij paralele, pérderisa né vizatimin 1 b) né€ vecanti éshté
paragitur pjesa ndérmjet bazés dhe prerjes.

—|Mha.|1imend.';

* Pjesa e konit g& gjendet ndérmjet bazés dhe njé prerjeje paralele & konit quhet trung § konit.

* Baza dhe prerja paralele & konit quhen baza t& trungut 18 konit, kurse segmenti pikat e skajshme
& t& cilit jang gendrat & bazave quhet bosht | trungut t& konit.

* Distanca ndémijet bazave quhet lartési, kurse pjesa e pérftueses s& konit & zéné ndérmjet bazave
guhet gjeneratrisé ose pérftvese e trungut 1& konit.

Po ashtn, trungu i konit mund tE fitohet me rrotullimin e trapezit kénddrejté rreth krahut mé t& shlorté
(trapezi ODEQ, né vizatimin 2) ose me rrotullimin ¢ trapezit barakrahés rreth boshtit t2 tij t8 simetrisé
(trapezi CDEF né vizatimin 2).

Fue— 1 ™E
#L“‘fﬁﬂ%

W el

":5:: ey
e s ..::"

e i

N

5
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~ Shembulli 1,

Llogaritni rrezen e bazés mé t€ vogel £ trungut & konit, nése lartésia ¢ tij &sht 10 cm, mezja ¢ bazés

mé t& madhe &shté & cm, kurse syprina e prerjes sE tij boshtore Eshté 130 cm”.

Zgjidhe:

Eshté dhéné se H= 10 om, r=8 cmdhe = llﬂuﬂl.ijlbndJmmEihEtrqrﬂi:ﬂnhﬂii{ﬁnﬂimﬂL

me baza 2r dhe 2r,. Nga formula pér syprinén e trapezit barakrahés = Er;h' -H=(r+r)-H, fitojmé
Q 130

(13 r+:;=%- Nga kétu, rrezja e bazés mé t& vogél &shté p =——r=——8=5cm
r

H 10

Detyra 1
Rrezet ¢ bazave t£ njé trungu t& konit jang 13 cm dhe 8 cm. urse pérftuesja e tij &hté 13 cm. Llogaritni

syprinén e prerjes boshtore t& trungut t& konit.
y  Rikujtoni!

® (ilét trekéndésha né vizatimin 4 jané t& ngjashém?
* 5 jané mes veti brinjét pérkatése t& trekéndéshave té ngjashém?

lll.iIhani ]]]E]].d.'f-

Syprina & trungut t& konit &shté e barabarté me shumén e syprinés s& bazave dhe syprings s&
sipérfages s& anshme (mbashtjellésit): $ = B+ B, + M, ku B=nar, B, =&r jang syprinat & bazave,
kurse M &shté syprina e sipérfages =8 anshme.

Syprina e sipérfages sé anshme t& trungut t konit logaritet si ndryshimi i syprings sé sipérfages s& anshme t konit
t& ploté dhe syprings sé sipérfages & anshme t& pjesés plotésuese (deri né konin e plotg). Sipas vizatimit 4, fitojmi:
H=I-I-E—I-rl ."j_TI =x-r-(s+5)—X-r-5=K-r-s+T-r-5,—T-r-5,

d.m.th. M=x-r-s+x-(r—r)-s
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NE kitto formula s éshté gjeneratrisa, pérftuesja, e trungut t# konit, kurse s + 5, &shté gjeneratrisa e konit t2 ploté

Meqgenése trekéndéshat SOT dhe 50, T, jané t& ngjashém, rrjedh se brinjét pérkatése tf tyre jané proporcionale,
prandaj £=30% 1 kit Bitoiimié 5 =2, ke sévendbsuar 5, 0 beruzimin e fondit pér M ftojmi:
l'i 5

I L
M=x-r-s+x-(r—r)- S

r-x

=K-r-s+X-r-s=K-5-{r+r).

r=n,

-1 Mbani mend!

Syprina e trungut t€ konit me meze té bazave r dhe r, dhe gjeneratrisé s llogaritet me formuién:
S=xr'+&c +x-5-(r+r),
d.m.th.
S=mlr'+n +s-{r+g)k

! Shembulli 2 .
Trungu i komit gé fitohet me rrotullimin e trapezit barakrahis rreth boshtit 2 tij t simetrisé ka diametra
té bazave 18 cm dhe 8 cm, pérkatésisht, dhe lartési 12 cm. Llogaritni sypringén e trungut t& konit.
Zgidhje:

Esht# dhéné se bazat kan# diametra 18 cm dhe & cm, prandaj rrezet e bazave t€ kétij trungu t€ konit jané

r=%=9undh¢q=%=4unl‘-lgatr¢£uﬂﬁh' shi kénddrejté né vizatimin 5 gjejmé

s=yflr—rF+H =45 +12 =13cm.

Duke zévendésuar né formulén pér syprinén, fitojmé:
S=m (9" 4+ 4 + 13:(9+4)) = 266r cm”.

5/ |H
Fa r

Detyra 2
Llogaritni syprinén e sipérfages s& anshme dhe syprinén e trungut t& konit rrezet e bazave té £ cilit jané 12
cm dhe & cm, kurse pérfruesja Eshté 8 cm.

.w
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LRI e

~ Shembulli 3,

Llogaritni syprinén e trungut t& konit me lartési 15 cm dhe rreze t€ bazave 28 cm dhe 8 cm, pérkatEsisht.

Zgjidhje:
ME kushtin e detyriés éshté dhéné- H=15cm, r=28 cmdhe r, = 8 am.
Mga trekéndgshi kénddrejté né vizatimin 5, fitojmé
s=oflr—r P+ H'=J(28—8F 15 =20° +15 =25 em.
Me zévendasim né formulén pér syprinén fitojmé:
S=x(r +r’ +5-(r+r))= 228" +8°+25-(284+8)) =1748x cm’.

Sipas formulave pér véllimin e konit, kemi:
v =%Jl‘r: -E—%nﬁ .50, =§m-=‘ -{H+H,}|—%ﬂ,' -H, =%II‘IH+%I(II—J;:]IH]-
NE formulén e fundit H Eshté lartésia ¢ trungut t€ konit, kurse H + H, EshtE lartEsia e konit t€ plotg (bashkE

NE vazhdim do ta shprehim lartésing H, té pjesés plotésuese t& konit pérmes r, r, dhe H. Nga ngjashméria

e trekindishave SOT dhe 50,T, kemt: =2 "2 el knkemmi ve H, =2, Me sbvendisimin ¢ H, né
h I F—h
formulén pér véllimin, formula merr trajtén né vijim:
H
v=lara+lap i+ = 2 ),
3 3 r—r 3

-1 Mbani mend! -

Villimi i trungut t& konit me rreze t& bazave pérkatése r dhe r, dhe lartési H llogaritet me formulén:

Hx
V= T{r' +e' +rr).
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~ Shembulli 4 ,

Salksia me lule ka formen e trungut t# konit me lartési 12 cm dhe rreze t& bazave 15 cm dhe 10 cm.
a) Satroall nxF saksia?
b) Llogaritni syprinén e sipérfaqes s anshme t# saksisg.

Zgjidhje:
ME kushtet e detyrés jané dhéné vierat: H=12cm, r= 15cm dhe r, = 10 cm.
a) Duke zévendésuar vlerat ¢ mésipérme né formulén pér véllimin fitojmé
127
v=T{15'+m'+ﬁ-1u}=1m:un’_
Pra, né saksi mund t& fotim 19007 cm’ = 6000 cm” ose & dm’” truall
b) Ngavizatimi 5, pér gieneratrisén kemi s = f(r—r, ' +H' =+5" +12° =13 cm, prandaj pér syprinén

e sipérfages sé anshme t# trungut t& konit fitojme:
M=m-s-(r4r)=m-13-(15+10) = 3257 cm".

— Shembulli 5 -

Njé kové, e bEré prej llamarine, ka formé t trungut t konit me diametra t& bazave 20 cm dhe 36 cm,
pérkatésisht, dhe lartsi 28 cm.

a) Salitra ujé nxé kova?

b) Sa metra katroré llamariné dubet sigoroar pér prodhimin ¢ 40 kovave t2 tilla nése dihet se 10%
e llamarinés g do t& pérdoret, do t& shkojé dém?

Zggidhje:

a) Mga lmshtet e detyrés kemi: d = 20 cm, d, = 36 cm, dhe H = 28 cm_ Pér rrezet e bazave fitojmé r=
10 cm dhe r,= 18 cm. Q& t€ llogaritet sa litra uj nxé kova, nevojitet t£ Dogaritet vEllimi i trungut
té konit, prandaj me zévendésimin né formulén pér véllimin, fitojmé:

1 =¥|[1lul2 +18° +10-18)=5637,337 cm” =1770L,23 cm’ =17,7dm" =17,7 L
Pra, kova nxé péraférsisht 17,7 litra ujé.
b) Q& t& logaritim syprinén e kovés, fillimisht na duhet t& gjejmé gjatésiné e gjeneratrisés s
s=yflr—r P+ H=+f8° +28° =291 cm,
ME pas, duhet ta gjejmé syprinén e kovés pa bazén e sipfrme. Le t nénvizojmé se né rastin e
kovés, baza mé e madhe &shtE nga ana e sipérme, prandaj syprina e kérkuar do té jeté:
§=B+M=ar'+x-5-(r+r)=x-(10°+29,1-(10+18)) =

=914,8% cm® = 28725 cm® = 0,287 m’.

Pér 40 kova duhen 40 - 0,287 m” = 11,5 m’ llamaring. Sasia e pérgjithshme e [lamarings s& siguruar
(bashk me pjesén g# do t& shkonte dém) &sht& 11,5/ 09 = 128 m”.

. "
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Detyra 3
NE njé fabriké pér produkte kimike pérdoret njé rezervoar metalik me formée t& trungut t# konit, i cili &hté
i hapur nga sipér. Diametri i bazés s& sipérme éshté 2.4 m, diametri i barés sé poshtme &hté 3, 6 m, kurse
lartésia e rezervuarit Eshté 2 m.

a) Llogaritni villimin e léngut q# mund t& depozitohet n# kit rezervuar.

b) Sa Eshté syprina e sipérfaqes sé anshme t brendshme g dohet tZ vishet me shiresé mbrojtEse?

sl ﬁstlmimnﬁimhqﬁehﬂmlﬂmlﬂmimhﬂmmzﬂpﬁﬁpﬂhmdﬁm?

: 1. Llogaritni syprinén e trungut t& konit me rreze & bazave 10 cm dhe 6 cm, pérkatésisht, nése
| lartZsia e pjesés plotésuese deri nE kon t& ploté sht 12 cm.

| 2. Trapezi barakrahés me baza 50 cm dhe 30 cm, pérkatésisht, dhe sypring 960 cm® rrotullohet
l rreth boshtit té tij t& simetrisé. Llogaritni syprinén dhe véllimin e trupit t& fitar.

| 3. Llogaritni syprinén e trungut t konit g€ fitohet si rezultat i rrotullimit rreth krahut mé t8
| vogél & trapezit kinddrejtt me baza 22 cm, 14 cm dhe krahun mé 18 shkurté 15 cm,

| 4. Rrezet e bazave t& trungut t njé koni sillen si 5:3. Llogaritni syprinén dhe véllimin e tij, nése
| shté dhéné se lartésia ¢ trungut 8 konit &sht? 12 cm, kurse syprina e bazés mé 82 madhe
I EshtE 100m cm”.

: 5. Caktoni rrezen e cilindrit g ka lartési t& njgjté dhe sypriné t& njéjté té sipérfages sé anshme
I si trungu i konit me rrezet e bazave 10 dm dhe 4 dm, pérkatésisht, dhe pérftuese 10 dm.

| 6. Nénjé kopsht planifikohet té béhet njé vazo dekorative pér lule né formé té trungut té konit,
| e cila do t# nxé 4961,2 cm” truall. Sa &shté lartésia e vazos, nése rrezet ¢ bazave té saj jané 14
| cm dhe 6 cm, pérkatésisht.

|
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6.10 SYPRINA E SIPERFAQES SFERIKE
DHE PJESEVE TE SAJ

Riku Jtomni!

Si quhet bashk#sia e gjitha pikave té rrafshit & gjenden né larg#si t& njéjté nga njé piké e dhéné?

e

* Bashkésia e gjitha pikave t& hapesirés gé jang né largési t& njgjte t& dhéné K, nga njé piké e dh&ng
0, quhet sipérfage sferike dhe shénohet me {0, &). Pika 0 quhet gendér e sipérfages sferike ose
gendér e sferés.

s Segmenti gé bashkon gendrén e sipérfages sferike me cilendo piks t€ saj quhet meze e siparfages
sterike, ose gendér e sferés, dhe shénohet me R

* Segmenti gé bashkén dy pika 18 cfarédoshme 18 sipérfages sferike guhet kowdé

* Korda e cila kalon népér gendrén e sfergs quhet diameter | sipérfages sferike.

VEreni se sipérfagja sferike Eshté siperfage rrotulluese, e dla fitohet me rrotullimin e gjysmé vijés rrethore
rreth o diametr 1 s (Vizatimi 1)

Largésia pingule 4 nga qendra O e sferés deri te rrafshi i dhéné E quhet larg#si gendrore ¢ sferés dhe rrafshit.
MNése d > R, atEheré sipérfagja sferike dhe rrafshi nuk kané pika t pérbashkéta.

Nése d = R, atEheré sipérfagja sferike dhe rrafshi kang njé piké t pérbashlét, prandaj né kété rast rrafshi e
prek, e takon, sipérfagen sferike dhe quhet rrafsh tangjent.

MNése d < R, atheré rrafshi e pret sipérfagen sferike dhe prerja, né kEté rast, Eshté vijé rrethore (Vizatimi 2).

. v
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Nése rrafshi kalon népér gendrén e sipérfages sferike, atéher prerja e rrafshit dhe sipérfaqes sferike &shté vija
rrethore me rreze té barabarté sa rrezja e sferés. Kjo vijé rrethore EshtE vija rrethore mé e madhe g mund t&
fitohet si prerje e sipérfages sferike me rrafshin dhe ¢ ndan sipérfagen sferike né dy gjysmésfera. Vijat e tilla
rrethore i quajmé vija rrethore prerése kryesore.

Mése rrafshi T e pret sipérfagen sterike dhe nuk kalon nepér gender, atéhere sipérfagja sferike ndahet né dy

piesé jo t barabarta dhe secilén prej tyre e quajmé kZsulé sferike (0se kalot#). Me marréveshje, pér kissulé e
mwﬁﬁmﬁmmmnmgmhmﬂﬁmﬂ:_

—Shembulli 1

Caktoni lart#sing e ksules sferike gé fitohet kur sipérfagja sferike pritet me rrafsh né largesi 12 cm nga
gendra, kurse perimetri i vijés rrethore gé fitohet me kétg prerje shté 10w cm.

Zggidhje:

Ngaﬁ:mulaperpuumumevquneﬂmnkm? E.m.pujngam:mr_ndumﬁm;meh—lﬂﬂ
dhe r = 5 cm. Nga vizatimi 3, largésia &shté d =00, , kurse rrezja r =0, B, prandaj nga trekéndEshi
kénddrejté AOO,B fitojmé B = 12 + 5. Nga kétu gjejmé se R = 13 cm. Lartésia e késulés sferike ésht#
h=04-d=R-d=13-12=lem

ose shitresé sferike (shlort vetEm zon# ose shtresE) (Vizatimi 4).
Mnﬁrmjﬂdynaﬂw:pnakhqﬂuthﬁemnﬁﬂﬁh.bﬁﬁuﬁmiuilmt&hemﬂﬁ&hﬁ
gatﬁn:atgmmmﬂ'ﬂ' dmith b= ﬂﬂ'

Nése d, =00, dhe d, = l]-D jané distancat, largésité, gendrore té prerjeve, rrafsheve paralele, atéheré
h = d, - d, nése prerjet jané né ané t& njéjté né lidhje me gendrén, kurse h = d, + d, nése prerjet jané né ané
té ndryshme t& gendrés.




TEMA G MATIET

. "

Detyra 1
Sipérfagja sferike éshté preré me rrafsh, i cili #shté né distancé 15 cm nga gendra e sferés. LartFsia e késulés
sferike qé fitohet &shté 10 cm. Caktoni perimetrin e vijés rrethore prerése.

Altivitet 1
Nevojitet njé top i vogél (pér shembull top ping-pongu) dhe lent# prej letre ose letér e hollg. Me lentén e letrés
mbeéshtillni topin pérgjaté rrethit mé t& madh (ekoatorit).
* Matni gjatésing e lentés — EshtE péraférsisht vlera e perimetrit 278,
* Pérgatitni njé drejtkEndésh prej letre me:
- E-ﬁ_ﬂiiﬂpﬂlmm- 1i matnr
- lartési péraférsisht sa diametri 2R i topir.
- Dltjltﬂli:lhhl_ '.ipnhmpﬁtuphpurnqﬁﬂpﬂﬁqm' anésore tE cilindrit rreth sferés.
E'Jhnn.il.lﬂ]:l;m' jEn mes syprings !EI:IPE’]‘I:EEE g sferike d]l!.'l'ﬂ:l.!mﬂ' i Eidpirﬁq-mnnﬂuu' té cilindrit.

Syprina e sipérfages sferike
Le té jeté dhéné sipérfagja sferike me rreze R. Rreth saj pErshkojmé njé cilindér me rreze R t€ bazés dhe lartési

H = 2R. Sipérfagja sferike ¢ takon cilindrin ng bazén e sipérme dhe & poshtme dhe pérgjaté njé vije rrethore
kryesore prerése (Vizatimi 5).

Vizatimi 5

Pér nxjerrjen e formulés pér syprinén e sipérfages sferike do ta pérdorim rezultatin e Arkimedit, i cili ka
VErtetzar se:
Syprina e sipérfaqes sferike éshtE sa syprina anésore e cilindrit t¢ jashtéshkruar sferés.
P'ﬂ.pﬂcah:um' imi i syprings & sferes shndérrohet nE]J-EEEHh:III:IJ.'I'.'I.' imin e sypringés _aimhﬂ.l'l]r_ﬂﬂ_ jellEsit anEsor t& cilindrit
té jashtéshloruar saj (Vizatimi 5), dhe kjo sypriné ésht

M=2aR-H=2aR-2-R=4TR".

-1 Mbani mend! -

Syprina e sipérfages sferike me meze réshte 5, =47R.

Syprina e sferike me rreze R &shté sa katérfishi i syprinés sé rrethit me rreze R.
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~ Shembulli 2 ,

Rrezja e njé siperfage sferike Eshté R = 7 cm. Njehsoni syprinén e saj.

Zgjidhje:

Mga formula pér gjetien e syprings sé sipérfages sferike, duke marré zévendésimin pér rrezen e dhing,
kemi

S, =4AR =4K-7 = 196X cm’.

Detyra 2
Sfera metalike ka sypring 324m cm®. Gjeni rrezen e sferés.

Syprina e késulés sferike

Le té jeté R rrezja e siperfaqes sferike, kurse b lartésia e kisulés sferike. Pér pércaktimin e syprings sé kisaj
ksule sferike, pérséri do té shérbehemi me rezultatin e Arkimedit, i cili ka vértetuar se:

Syprina e kisulfs sferike me rreze R dhe lartési b Eshi? e barabarté me syprinén e mbéshtjellZsit ansor
té cilindrit me rreze R dhe lartEsi h.

muiﬁh.iﬁlﬁiliﬂjatnjijtiqitpﬂm_ 1 giﬁpﬂmh:l.mit_ i té sypringés Eig_]ﬂim]]ﬂftlﬂ' £ sfﬂikt.pﬂvnl;u_
tani kérkohet syprina e vetém “njé pjese” t€ saj. Syprina e mbéshtjellésit anésor té cilindrit me rreze R dhe
lart#si h éshité

M=2xR-h
Sipas rezultatit t& Arkimedit, me po kété formulé logaritet edhe syprina e kiésulés sferike.

—|Mhﬂ.|:|j mend_';

Syprina e késulés sferike mie lartési h, e sipérfages sferike me rreze R, gjendet me formulén:
h=2:ﬂ-ﬁ.

Formula nuk varet nga rrezja e prerjes rrethore t2 sipérfages sferike dhe rrafshit me t cilin shté fitnar kisula.

— Shembulli 3,

Kesula sferike ka sypring 40w dm”®. Rrezja e sipérfaqes sferés 8shté R = 5 dm. Caktoni lartésing e kisuls
sferike.
Zgjidhje:

Nga formula pér sypringn ¢ kisulés sferike S, = 20 R - h fitojmé b S AOX




. "

TEMA G MATIET

Detyra 3
Sipérfagja sferike ka rreze R = 10 cm. Me njé rrafsh ésht preré kisula sferike me lart®si h = 3 om. Llogaritni
syprinén e kisulés sferike.

Syprina e zon#s sferike
Rrezja e sipérfages sferike le té jeté R, kurse lartésia e zonés le t& jetZ h si dhe zona le t2 jeté e formuar me
dy rrafshe paralele gé gjenden né anén ¢ njgjté tf qendris. Secila zoné késhtu ¢ formuoar mund € shihet si
ndryshim i dy kiésulave sferike. Késulat sferike le té ken# lartésité b, dhe b, (h, <h.), knh=h,- h,.
Syprinat e dy ksulave, pérkatEsisht, jané

=2rR-h, dhe P,=2nR-h,
Syprina ¢ zonés sferike pércaktohet si ndryshim i ktyre dy syprinave

=P —P=2aR-h—-2mR-hy=2nw R{h,— h,)=2=Rh.

paralele g gienden né anE t& ndryshme t£ gendrés.

-1 Mbani mend! -

Syprina e zonés sferike me lartEsi b, ng sipérfagen sferike me meze K pércaktohet me formulan:
S..=2xR-h
Dnake i krahaspar dy formulat paraprake pér sypringn ¢ ksulés sferike dhe t& zonés sferike mund t pérfundojmé
se nése késula dhe zona e njé sipérfage sferike kané lartési té njéjta, atEheré ato kané syprina t€ njéjta. Kjo
sypriné varet vetEm nga R dhe h, por jo edhe nga vendndodhja e tyre né veté sipérfagen sferike.
- Shembulli 4

Syprina e njé zone sferike Eshté 36w dm’. Rrezja e sipérfages sferike éshté R = 6 dm.
a) Caktoni lartZsing e zonés.
b) Krahasoni syprinén e zoné me syprinén e gjithé sipérfages sferike.

Zgjidhje:
a) Mga formula pér syprinén e zonés sferike 5., = 2x Rh , mund t& shprehim lartésing e brezit:
P S
iz 2x-6

b) Syprina e sferiés &shti:
S, = ATR =4X- 6" = 448 dm’.

MNése i krahasojmé kéto dy syprina, fitojmeé:
Som 3x 1
Sepuiets 1447 4
d.m.th,
Sup st = 4 - Somr
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~ Shembulli 5 ,

Njechsoni syprinén e zonés sferike g fitohet kur nga dy ané t& ndryshme t& gendrés sé njé sfere
konstruktohen dy prerje paralele me rreze 12 cm dhe 16 cm. Distanca mes prerjeve £shté 28 cm.
Zgjidhje:

Mga kushtet e detyrés, lartEsia e zonés &shi h = 28, kurse rrezet e bazave jané r= 16 ondher, = 12 cm.
Dhuhet té pércakiojmé rrezen R t8 sipérfages sferike, né ményré g té gjejmé syprinén e zonés sipas
formulés § = 2Rwh,

Distanca nga qendra O, e sipérfages sferike, deri t& njéra prerje le té jeté d. kurse distanca nga gendra
O deri te prerja tjetér le t& jeté d,. Atéheré lartésia e zongs Eshté b = d + d,, dmth. d + d, = 28 dhe
d, = 28 — d. I shqyriojmé trekéndéshat kénddrejie AQO A, dhe AOCA né vizatimin 6. Prej tyre fitojme
barazimet R’ =d’+r’ dhe R*=d"+r'. Duke i barazuar marrim d +r’ =dj +r’. Nése marrim
zévendésimet r = 16 cm, r, = 12 cm dhe d, = 28 — d né formulén e fundit, fitojmé eluacionin sipas d
né formén né vijim:

Me zgiidhjen e tij, fitojmé:

& +16" =[28—dF +17.

d’ +256 =784—56d+d" +144,
56d =672,
d.m.th. d = 12 cm. Sipas kitsaj, pér rrezen e sipErfages sferike kemi R=+12° +16° =+f144+256 =20 am,
pérderisa pér syprinén e zonés sferike kemi S = 2Rwh = 2-20 -7 - 28 = 1120w cm’.

Detyra 4
Syprina e zonés sferike, e cila &shté kufiznar me dy prerje paralele nga ané t& ndryshme t qendrés sé sferés,
gshté 1750m cm’, Caktoni lartésing ¢ zonés, nEse rrezet e prerjeve jan 15 cm dhe 20 cm, pérkatésisht.

Detyra 5
Hulumtoni sa &shté péraférsisht gjerésia ¢ zonés s& ozonit rreth Tokés dhe logaritni péraférsisht syprinén e
PETE "ﬂldmetiﬂpirﬁqaiihu:l' j zone t& ozonit. P!Ekjnmniﬁﬂ'l‘l:t_ £ ¢ réndEsishmme PET jetén né TokE?




TEMA G MATIET

|
I |
: L. Llogaritni syprinén e siprfages sferike me rreze 7 cm. :
| 2. Siperfagja sferike me rreze 5 cm &hi# prer me njé rrafsh dhe, kishtu, #sht? fitnar njé késulé |
| sferike me lartEsi 4 cm, Llogaritni syprinén ¢ késulgs sferike, |
| 3, NjEarené sportesh ka formén e njé kupole ¢ fituar nga sfera me rreze 12 m. Caktoni lartésing |
| ¢ arengs sé sporteve, nése dihet g ajo ka syprinén 100m m’. |
: 4. Niehsoni syprinén e zonés sferike g &hié firuar kur né ané ¢ ndryshme né lidhje me gendrén :
| e sipérfages sferike jané konstruktuar dy prerje me rrezet pérkatése 7 cm dhe 15 cm. Distanca |
| mes prerjeve EshtE 44 cm. |
| 5. Lartésis e njé kisule sferike shté 5 om, loarse rrezja e bagis o2 tij éshté 15 om. Caktoni distancén =~ |
I € prerjes nga gendra e sferés. |
I |

. "
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6.11 VELLIMI I SFERES
DHE PJESEVE TE SAJ

-1 Rikujtoni!

Cila formé 3D fitohet me rrotullimin e vijés rrethore rreth diametrit 8 sajf

Pjesa e hapésirés g éshté e kufimar me sipérfagen sferike quhet sferé
Qendra dhe rrezja e sipérfaqes sferike jané gendra dhe rezja e sferés, pératésisht.
Nese rrafshi kalon népér gendrén e sferés, atéheré sfera ndahet né dy pjesé
kongruente g€ i quaimE gjysmésfera, kurse prerjen ¢ quajmé rrethi i madh i
sferés.

ME vizatimin 1 Eshté paraqitur skica e sferfs me tre rrathét e saj kryesoré, gé
jané pjesé e tre rrafsheve ndérmjet veti pingul.

= Mbani mend!f,

®  Prerja e sferés me rrafshin 8shié rreth.
* Sfara gshté formé 30, e cila fitohet me rrotullimin e gjysmémethit rreth diametrit t& tij.

— Shembulli 1

Njé sferé &shté preré me dy rrafshe paralele & shtrihen né ané t& ndryshme
té gendrés. Diametrat ¢ prerjeve jané 30 cm dhe 18 cm, kurse distanca
mes tyre Eshté 24 cm. Caktoni syprinén e rrethit kryesor.

Sipas t€ dhénave t€ detyrés dhe vizatimit 2, kemi:
B=r =30:2=15cm, O ,A=r,=18:2=9cm, 00, =d,
00, =24—d,. Nga trekéndéshi AQO B del se g* =J:°' +15%, kurse nga
trekéndashi AOOA kemi B* =(24—d, ' +9". ). Duke i barazuar dy
elmacionet ¢ fondit, fitojmeé:

d: +15° =(24—d V' +9°,

d} +225=576—48d, +d,’ +81,

4bd, =431,

prej kn marrim d, = 9 cm. Pér rrezen e rrethit kryesor fitojmé R =+/9" +15° =+/306 cm, ), kurse pér
syprinén ¢ rrethit kryesor kemi 5 = R'm = 306 m cm’.




TEMA B MATIET

a)

» Segmenti sferik &sht# i kufirnar me késulén dhe rrethin. Lartésia e kisulés sferike &shté lartésia e
segmentit sferik (Vizatimi 3 a).

® Pjesa e sferés gé Eshté e perberé nga segmenti sferik dhe koni baza e t€ cilit #shté baza e segmentit
sferik, lnurse kulmi i tij #shté qendra e sferés, quhet sekfor sferik ose sektor (Vizatimi 3 b).

® Pjesa e sferés ¢ zéné mes dy prerjeve paralele quhet shires? sferike. Kufijif e shiresés sferike jané dy
rrathé dhe zona sferike [ Vizatimi 3 c).

—Shembulli 2,

Syprina e bazés 58 segmentit sferik &shté 497 cm’, kurse harku i prerjes
boshtore t# segmentit ka kénd gendror prej 60°. Gieni rrezen ¢ sferés dhe
lartEsing e .

Zgjidhje:

Nga formula pér syprinén e rrethit kemi r'm = 49, prej ku pér rrezen ¢ bazés sé
segmentit sferik fitojmé r = 7 cm. Nga kushtet e detyris, £AOB = 60°, prandaj

ZA0O, = 30° dhe £ZOAO, = 60°. Mé tej, nga trekéndéshi kinddrejté 00,4 kemi

cosB0® 0,5 Dﬂl

00, - tg;-ﬂ“ j_ ??-?Imﬁrlﬂmemmﬁth R-00, {14 ?'.,F]m

—

NE vazhdim do t& gjejmé formulén pér logaritien ¢ vEllimit t£ sferés me rreze R. Kétu pérséri pérdoret
pérfundimi i Arkimedit, i cili vértetoi se-
ﬂlllnﬂiﬂmmﬂ&hﬂu%nﬂﬂmﬁtﬂ:ﬂhﬂrﬂmmﬂnﬁﬂﬂh&umﬂnuﬁm&dﬁ:m
lartési 2R.

VEllimi i cilindrit me rreze B dhe lartési H = 2R éshté
Vy=%R -H=xF -2R=2xFR.
Nése ¢ pérdorim pérfundimin e Arkimedit, atéheré pér véllimin e sferés kemi
2 2 4

V. ==V, =s TR = g,
-y 4Ty 3
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—~ Mbani mend!

VEllimi i eferés me rreze R logaritet me formulén:

v‘_ =%'Iﬂla

—Shembulli 3,

Caktoni vEllimin e sferés me rreze R = 6 on. Rezultatin verifikoni me GeoGebra.
Zgyidhje:
Duke zBvendscar rrezenné formalén q!wuﬁh;mp&vﬂhﬂnkuﬂlfh%-xﬂ’ =§-m§" = 2887 cm”.

Pér t& kontrolluar rezultatin duke pérdorur GeoGebra, procedura Ehté me sa vijon. Fillimisht, duke
shtypur pérzgiedhim pjesén 3D, e mé pas pérzgiedhim “Sphere: Center & Radins” (Figura 1a}), pastaj
shtypim pikén {0,0,0). Dio 2 hapet dritarja né € cilén futim rrezen e sferés (Figura | b))

Sphaie Conir B Rases

b X - [ |
e =
fr ST - -J
a) b)
Figura 1

ME pas, pérzgjedhim veglén pér llogaritjen e véllimit (Figura 2 a)) dhe né sferé do té fitojmé rezultatin
(Figura 2 b}). Fitohet se vEllimi &shté 904,78 cm’, me ¢ka Eshté vértetuar rezultati i fituar mé heré
(288m~004,78).

B -

{;’_Mw-

.:"h-.u-ilﬂ.l

§ il
o
¥

a)

Figura 2

Detyra 1
Gijeni vEllimin e sferés me rreze 4 dm.

an
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~ Shembulli 4 ,

Tre topa tenisi jané paketoar né njé kuti cilindrike me lartsi 18 cm.
a) Caktoni vEllimin e njé topi tenisi.
b} Caktoni vEllimin e hap@sirgs sé cilindrit, e cila nuk gsht# zéné nga topat
@ tenisit.
Zgjidhije:
a) MEse R EshtE rrezja e njé topi tenisi, atEheré lartésia e cilindrit 2shté
sa shuma e diametrave t€ tre topave, dmth. H = 3d= 3 - 2R = 6R.
Nga kétu kemi 6R = 18 cm, pérkatEsisht R = 3 cm. Pasi topat e tenisit
jané paketuar né kuti, del se edhe rrezja e cilindrit &shtg, gjithashtu,
Ry=R=3cm
Pér véllimin e nj& topi tenisi, sipaz formulgs, kemi

4
V=ER*:=§3‘3'=JE:E'@1‘. pérkatésisht vEllimi i pérgjithshém i tre topave t& tenisit Eshté
Vir = 3367 = 108~ cm’.

b) VEllimi i cilindrit Bshté Vy = RoaH = 3 - 7+ 18 = 1627 cm’, VEllimi i hapésirés s pa z6né nga
topat e tenisit &shté sa ndryshimi i véllimit t2 cilindrit dhe vEllimit t8 tre topave té tenisit, d m.th.

¥V=V,— Vy=162n— 108x = 54 cm’,

7 Mbani l:l'lElld_'f

# VEllimi i segmentit sferik me lartési h & sferés me rreze R llogaritet me formulén

Vi =’T"(3u—m.

# VEllimi | sektorit sferik me lartési k, t& sferés me rreze R, llogaritet me formulén
Ve =§Rl‘ﬂ’-
* VEllimi i shitres&s sferike me rrezet r, dhe r,, lartési b, té sferés me rmeze R, llogaritet me formulén

Vi =%:3r.= 34 ),
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~ Shembulli 5 ,

Caktoni vEllimin e sektorit sferik, nése rrezja e bazés sé tij shté 45 cm, kurse rrezja e sferés Eshig 75 cm.

Zgfidhje:

Eshté dhéné se R = 75 cm dhe r= 45 cm. Nga trekéndiéshi AOAB (Vizatimi 5) kemi
d'=RK—r'=75—45 = 3600,

d.m.th. d = 60 cm. Per lartésing e sektorit sferik fitojmé h = R — d = 75 — 60 = 15 cm. }. Me zévendé#simin

né formulén pér véllimin e sektarit sferik kemi Vi, o =*—;:H‘:f: =§-?5‘-:-15=55m:m’1

Detyra 2
Nj# rrafsh Eshté pingul né diametrin e sfergs dhe ¢ ndan diametrin né pjest me gjatési 9 cm dhe 15 cm.
Llogaritni véllimin e pjeséve tE fituara t& sferés.

Detyra 3
MNE procesin e pérpunimit industrial, sfera e ploté metalike me rreze 20 cm ndahet me dy rrafshe paralele, t&
cilét jané né ané t& njéjté t& qendris sé sferés, né distancat 5 cm dhe 3 cm, pérkatisisht, nga gendra. Caktoni
véllimin ¢ pjesés s fituar té sferés.

- Shembulli 6

Topi i basketbollit ka péraférsisht formén ¢ pérkryer té sferés me rreze 12 cm.
a) Llogaritni vEllimin e topit t& baskethollit.
b) Llogaritni sa material #shté pérdorur pér ta béré topin e basketbollit.
c) Topit e fryjmé edhe mé shumé, me ¢ka véllimi i tij rritet pér 10% nga véllimi
paraprak fillestar. 5a sht® rrezja e re e topit?
Zgjidhje:
a) Me zévendésimin R = 12 cm nE formulén pér véllimin, fitojmE
‘.-'=%H’.t =%12’::= 7234,56 cm’.

b} Q#té logaritim sasiné e nevojshme té materialit, duhet t logaritim syprinén esferés korrespondente
me topin e dhéng

S§=4R'n=417 «w= 1809 cm’.
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¢) Vellimi topit pas fryrjes shtesé Eshté F = 723456+ =0 0 _ 7058 (0em’, Nése e zévendésojmé
KétE vleré né formulén pér véllimin e topit dhe n&ﬂmzﬁ!mcmpitélhﬂt,.ﬁmjnﬁ;!h-mﬂ,nl,

prej ku kemi 1:_3'“;?“1.:191:,11

Nga kEtu, rrezja e re e topit do t€ jeté R =12,3%am.

L. Sfera me rreze 12 cm ésht# preré me rrafsh né distancé 8 cm nga gendra. Caktoni véllimin e
sektorit sferik g fitohet.

2. Rrezja e sferés 8shté 15 cm, kurse rrezja e bazés rrethore t8 sektorit Eshté 9 cm. Llogaritni
villimin e selctorit sferik.

3. Sfera me rreze 21 cm Eshté preré me rrafsh né distancé 6 cm nga gendra. Llogaritni vEllimin
e segmentit sferik gE fitohet.

4. Sferame rreze 15 cm #shté preré me dy rrafshe paralde né distanca 5 cm dhe 7 om nga qendra,
por né ané t& ndryshme t€ saj. Caktoni véllimin e shtresés sé fituar sferike.

5. Sfera me rreze 18 cm Eshié preré me dy rrafshe paralele nE distanca 6 cm dhe 12 cm o€ anén
€ njéjté t& gendrés. Caktoni vEllimin e shtresgs sferike.

6. Syprina e njé kesule sfeike éshté sa = ¢ syprinés s sferés. Caktoni syprinat e késulés serike
dhe véllimin e segmentit sferik, nésé rrezja e bazés sé tyre t& pérbashket &shté 24/6 cm.
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1. Llogaritni syprinén e drejtkéndéshit me njérén brinjé dhe diagonalen ¢ dhEng me gjatési 9 cm dhe 15 cm,
pérkatésisht. Rezultatin verifikoni me GeoGebra.
2 Diagonalet e drejtkéndéshit zéné kind prej 120 gradé, kurse secila diagonale &ht# 16 cm. Llogaritni
EYPrinén e tij.
3. Llogaritni syprinén e drejtkéndéshit me diagonale 13 cm, nése gjat#sité e brinjéve & tij sillen s 5:12.
4. Pllaka diellore &shté drejtkéndésh me njérén brinjé 24 cm dhe diagonale 30 cm.
a) Llogaritni syprinén e pllakés.
b) Mése nga | cm’ fitohen 0,18 W energji, nén ndricim pérkatés, atéheré sa &sht2 fugia e perafért?
5. Syprina e paralelogramit éshté 240 cm’, perimetri £sht# 64 cm, kurse distanca mes brinjéve mé t& médha
#sht# 12 cm. Caktoni distancén mes brinjéve mé té vogla.
6. Llogaritni syprinén e rambit me brinjé 13 cm, nése rrezja e vijés rrethore £ brendashkriar &shté 5 cm.
7. Pllaka metalike né formé paralelogrami instalohet n# njé shtépizé. Distanca mes brinjéve pérkatése para-
lede Esht 7 cm dhe 14 cm. Brinja e shlmrte &shté 10 cm. Sa &sht? gjatEsia ¢ brinjés mé té gjaté t& pllakis?
8. NjEé njési mbajtése ka sipérfagen punuese né formé paralelogrami, Lartésité jané 8 cm dhe 15 cm, kurse
kendi mes tyre . Njehsoni syprinén e kisaj sipérfaqeje.
9. Njehsoni syprinén e trekéndéshit kEnddrejté me njérén katete 6 cm dhe hipotenuzE 10 cm. Rezultati 8
provohet me GeoGebra
10. Njehsoni syprinén e trekéndéshit kénddrejté me njérén katete 6 cm dhe njérin kénd t& brendshém .
11.Perimetri i trekéndéshit barakrah#s éshté 64 cm, kurse ndryshimi i gjatésisé sé krahot dhe bazés sé
trekéndéshit &shté 11 cm. Llogaritni sypringén e trekéndéshit.
12. Njé kabllo celiku prej 18 m éshté térhequr asisoj qé me tokén formon kénd prej dhe Eshté lidhor pér
majén e njé shtylle
a) Sa Eshté lartésia e shryllés?
b) Sa Eshté distanca horizontale nga baza e shtyllés deri né vendin ku &hté kapur kablloja e gelikot?
13. Njé shenjé ka formén e trekéndéshit brinjénjéshém me brinjé 90 cm.
a) Llogaritni syprinén e shenjés. Rezultati té provohet me GeoGebra.
b) Caktoni rrezen e vijés rrethore té brendashkruar shenjés (vendit pér logon rrethore).
c) Nga njéra ané shenja duhet t vishet me foli. Sa kushton veshja nése folia kushton 2 denaré pér cm™
liﬂypzinatnjiu'apmishtiiﬁl}ﬂn'.hrugjat&i&eham:jani&ﬂcmdhtlﬁmp&hﬁﬂahtﬂug&-
ritni lartEsiné € ¢ trapezit.
15. Trapezi kinddrejté ka sypriné _Mml.lmﬁlﬂcmﬂmnj&inhiﬁmjﬂiﬂmmmmw Esing
¢ bazés tjetér.
16. Flatforma ka formén e trapezit barakrah#s me bazat 12 m dhe 20 m si dhe lart#si 8 m.
a) Llogaritni syprinén e platformés.
b) Sa gjatisi té rrethojés mbrojtése éshté e nevojshme pér ta rrethuar platformén?
17.Sipérfagja dekorative ng park ka formén e deltoidit. Diagonalja e cila shté bosht simetrie ka gjatési 18 m,
kurse diagonalja tjetér ka gjatési 10 m.
s) Llogaritni syprinén e kisj sipérfagefe.
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b ﬂiupirml:nliminntpﬂnh&k&mjﬂp&fnq:}:dnltuipﬂahp&m’,mpﬂahjniEmmjshme
githsej?
18. Pllaka rrethore pérpunohet prej metali. Nése | cm’ metal ka masén 0,015 kg, sa &shté masa ¢ pllakés me
rreze 14 cm?
19.Lenta LED vendoset pérgjaté harkut rrethor me rreze 1.2 m dhe kind gendror 45 gradg. Sa gjatési &
lentEs na duohet?
20. Rrezja ¢ vijés rrethore Eshté 15 cm, kurse distanca ¢ kordés nga gendra #shté 9 cm. Llogaritni syprinén &
segmentit rrethor.
21.5yprina e unazés rrethore shté 64 cm’, kurse rrezja e brendshme gsht# 4 cm. Caktoni rrezen e jashime
& unazés.
22 Piramida e rreguollt trekéndore ka brinjé té bazés 12 cm dhe apotemé 10 cm.
a} Llogaritni syprinén e sipérfages anésore (mbéshtjell ésit}.
b} Krahasoni syprinén ¢ sipérfages sé anshme me syprinén e bazés.
23. Njé monument guri ka formén e piramidés me bazé knadratike me brinjé 5 m, kurse lartfsia e piramidés
EchtE 9 m.
2} Llogaritni vEllimin.
b} NéEse dendésia e gurit &shté 2600 kg/m”’, sa Eshté masa e monumentit?
24.Catia prej gelgi ka formén e piramidés sé drejié me bazé drejtkEndore me dimensione 12 m dhe 8 m.
Apotema ¢ fageve anésore me bazé 12 m &shté 5 m.
a) Llogaritni syprinén e sipérfages s¢ gelqte (pa bazén).
b mummmm:lqumtgﬁﬁimﬁmmamﬂimiﬁmhﬂﬁﬂlmzqdqhmﬁpuj
30 keg?
25.Baza e poshtme e trungut t# piramidés sé rregullt katérkéndore ka brinjé 14 cm, baza e sipérme brinjé &
cm, kurse apotema e trungut t& piramidés &shté 9 cm. Llogaritni sypringén e mbéshtjellsit t& trungut té
irarmidi
E&Eﬂﬁmﬁitﬂnﬂ&phﬂmﬁiﬂin@ﬂthﬁrﬁ.&niﬂt&hﬁlﬂﬂcm:'.ﬂr'mjitehmmjanilﬂundlué
cm. Caktoni lartsiné e trungut t& piramidés.
27.Ena pér depozitim ka formén e trungut t& piramidés sé rregullt katérkéndore me brinjé t& bazave pér-
katése 3 m dhe 1,5 m, kuarse lartési 2,4 m.
a) Sa eshté véllimi i enés?
b} Sa litra material mond t# no# ena?
28, NE njE kon rrezja dhe lartésia e konit sillen si 3 : 4, kurse véllimi i tij 8shté V' = 964 cm”, Njehsoni syprinén
& mbéshtjellésit t konit.
29.Ena pérmban 8 litra léng. Léngu i enés derdhet né gota me formé t& konit me rreze 3 cm dhe lartési
12 crm.
a) Sa gota mund té mbuoshen?
b) Sa léng mbetet i papérdorur?
30. Rezervoari pér ruajtjen e léngjeve ka fund né formé koni me rreze 1.2 m dhe lartési me gjatési 0.8 m.
a) Sa Eshté véllimi i pjesés konike?
b) Mése rezervuari rhrazet me shpejtési prej 0,02 m’/min, per sa minota do t& zhrazet pjesa konilke?
31.Trungu i konit ka rrezet ¢ bazave R = 9 cm dhe r = 3cm, lurse lart@sia e tij &shté h = 10 cm.
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a) Llogaritni villimin,
b) Sa Eshté véllimi i konit fillestar nga i cili #sht# fituar trungu i konit?

32. Dy trungje 1 koneve t€ drejta kané lartési t£ barabarta dhe rmeze 1€ barabarta, kurse mezet e tyre mé t&
vogla sillen si 1:2. N ¢farg raporti jané vEllimet e tyre?

33. Drritarja né cati ka formé t& trungut t& konit me rrezet 2.2 m dhe 1,2 m. Apotema e trungut t& konit &shtg
1.5 m.
a) Llogaritni syprinén e sipérfages anésore té gelgit.
b) NEse | m® qelq ka masE 28 kg, atEherE sa Eshtf masa e pergjithshme?

34.5yprina e njé siperfage sferike Eshté 324Mcm’
a) Caktoni rrezen e sipérfages sferike.
b) Llogaritni viéllimin e sferés sé kufimuar me sipérfagen ¢ dhéné sferike.

35. Modeli i njé planeti shté sipérfagja sferike me rreze R = 20 cm. . *Késula e akullt” Eshté kisula sferike me
lartési b = 4 cm.
a} Llogaritni syprinén e ‘késulés s& akmlit”
b) Sa pérgindje t& sipérfaqes s pérgjithshme té planetit 2& ‘késula e akullt*?

36.5fera ka rreze R = 10 cm. Pas prerjes me rrafsh fitohet segmenti sferik me vellim =55 Caldoni
distancén d t& rrafshit nga qendra e sferés 3

37.Catia formE kupole ¢ njE rezervuari néntokésor ka formén e kisulés sferike. Catia i takon sipérfages
sferike me rmeze R = 4 m, kurse lart#sia e késulés éshté h = 1,5 m. Hapésira ¢ brendshme g mbuolon
kupola &shté segment sferik i sterés s& njéjté.
a) Llogaritni véllimin e segmentit sferik (né m”).
b) Njehsoni syprinén e kisulés sferike.
¢} Kupola duhet t& mbéshtillet me material mbrojtés. Nése mbéshtjellja kushton 2000 denaré pér m’, sa

do té jené harxhimet e pérgjithshme pér mbéshtjelljen e lnpolés?
d) Nése né rezervuar pér njé dité mblidhen ujérat e shirave me véllim 12 m’, pér sa dité do t8 mbushej
rezervuari, nése ai, fillimisht, shté i zhrazét.
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Mcpu'\r!tﬂlmm ¢ késaj teme do tE aftésoheni:

b B o

[ema 2:

t€ zgjidhni probleme g€ lidhen me sitoata reale ¢ g shndérrohen né fugi dhe operacione me
fugi:

t€ pérdomi rrénjézimin pér zgjidhjen ¢ problemeve nga pérditshméria;

t£ dalloni dhe zhatoni operacionet fugizim dhe reénjézim né problemet reale;

té pérdomni racionalizimin ¢ eméruesit t€ thyeses pér thjeshtimin ¢ shprehjeve irracionale;
té pérdorni operacionet me numra kompleksé né zgjidhjen e detyrave;

t€ pérdorni numrat kompleksé pér zgjidhje t& problemeve STEM.

EKUACIONET KUADRATIKE DHE EKUACIONET QFE SILLEN NE KUADRATIKE

Mtpu'\rm:mmtkm;ttm:dut:aﬁﬂdm

Tema 3:

té dalloni llojet & ndryshme t€ eluacioneve knadratike dhe elmacioneve gé shndérrohen né
kuadratike:

té zgjidhni probleme nga situata reale g modelohen me ekuacione kuadratike;

té pérdorni elacione gé shndérrohen né ekunacione kuadratike gjaté zgjidhjes s& problemeve
STEM;

té pérdorish sisteme me njé ekuacion kuadratik dhe njé linear me dy ndryshore pér zgjidhje
té problemeve reale.

FUNESIONI KUADRATIE, INEKUACIONI KUADRATIK DHE SISTEMI 1
INEKUACIONEVE KUADRATIEKE ME NJE TE PANJOHUR

Me pérvetEsimin e késaj teme do t aftésoheni:

!-
3.

t€ pérdorni funksionin knadratik pér zgjidhje t& problemeve STEM:

té interpretoni zgjidhjet e inekuacionit knadratik me njé té panjohur;

t€ pérdorni sistemin me dy inekuacione kuadratike me njé té panjohur pér zgjidhje t&
problemeve nga pérditshméria.



Tema 4:
ELEMENTE TE PROBABILITETIT

Me pérvetEsimin ¢ kisaj teme do t aftéscheni:
1. t pérdorni permutacionet, variacionet dhe kombinacionet pér zgjidhje té problemeve g
keané t# bé&né me situata reale;
2. t€ gjeni probabilitetin e ngjarjeve né problemet e ndryshme reale.

Tema 5=

GJEOMETRIA

Me pérvetEsimin ¢ kisaj teme do t aftéscheni:
L tE pérdorni sinusin, kosinusin, tangjentin dhe kotangjentin pér zgjidhje t& problemeve STEM:
2. t& hulumtoni raportin e ndérsjellé té dy rrafsheve, drejtézés dhe rrafshit ose dy drejtézave né

hapésiré;
3. t# identifikoni prerjet ¢ ndryshme té formave 3D me rrafshin.

Tema &:

MATJET
Me pérvetEsimin e késaj teme do tE aftésoheni:
1.  tEzgjidhni probleme g lidhen me sitoata reale duke zhatuar perimetrin dhe syprinén e
formave 21;
2.t zgjidhni probleme STEM me syprinén dhe véllimin ¢ formave 3D
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