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PARATHENEIA

Ky liber do i ndikmon gial# & mésuant e matematikés oif vitin e kaireé. Béju aktiv dhe i rmegulln né puné, kurse
ajor dov 12 ndifimon BE mEnyré 1@ pavarur 1€ pérvetésosh njohori gi do 1@ sjellin kEnagés dhe sukses né mésime,

Libri #shté ndaré né pesd 18rési tematike. Ato fillojn me pérmbajijen ¢ tyre, kurse njEsit® mésimore janié &

IEmErarn.

Wérep shenjat 1e njgsaE mésimore dhe shihe porosing e tyre.

Kufeohu!

Al |B

4.4

Mijgsird mésimore fillome me dicka qé ¢ ke o8 njohur.
Duhet @ kujohesh dhe (7§ zgjidhish kérkesat ¢ dhéna

Ajo do ta lehtEson 18 mEsuarit & pérmbajijeve @ ryre,

Me kéto shenja njisin mésimore Eshié ndaré ng pjesé pér sa 1 pérket koncepteve € reja

Me shenjal e kiftilla jand shénuar aktiviteter, pyetjet dhe detyrae g do o sgjidhish né
oré t mésimit né ményré & pavarur ose me ndifimén e arsimiarit wnd, kurse ato jung
e s .

Me shenjén rrath 12 &hE drejtunr pyetjo né 18 cilén dubet @ japich pérgiigpe.

Me k£ shenjé &shiE dheéné informata pér sgarimin e konceptit 8 r

Mbaj mend!

Vére!

® @ @,..

Kjo t& udhézon né até gE eshii e réndisishme pér konceptin e ri,

Kju porosi o udhizon gka duhét ) kushiosh kujdes me o8 madh.

Pas gdo njgsie misimone jong dhiéng detyra. Duke i zgjidbur kéto detym regullisht dhe
B mEnyr 1 pavarur mé mirg do ta kupiosh nte q& e ke mitsuar. PErgjlgiet tua krahasoji
me pErgjigien dhe egyudhjer gE jané dhénl né fund o librit,

Kot dio € haséish ng véshtirds gjaté (& mésuarit ¢ pérmbajtjeve  cakivara, mos u dorézo, pérpiqu perstn. béju i

]

dureshEm.

Do tf na pvon nise ky liber @& mundEson @ arrish sukses solid,

Mg arbores



Né kdfté temé do o mésosh pér

Shuma e 1 andtaréve té pare 1 @ Shuma e anétarve 1 progresionit 18
i pafimdshim geometrik. .. ..o a7

&
g
(:I> Progresion geometrih........w e 18 Dperacione me vargje konverglente,....... 43
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¥ BashkEsig e cila i pérmban 2 gjitha thyesat quhet bashiEsia ¢ numrave racional®, pérkanEsishi
ﬂﬂ{%lﬂ.beinﬁiﬁ},
Cdo numdr dhjetor joperiodik | pafimdshEm qubet numér iracional.
B BashkBgia ] pre) nummve macionalé <8 bashku me bashk&sind ' prej numrave racional¥ e formojné bashkEsing e

numrave reald, periatsishe B=JUl}
B Bashk&sin ¢ numrmave natyrord 8shtd ¢ radhitur, dmths |<2<3<4d < <n<n+lsn+d <.,

T — e

A ﬁEjHMEpErdiwhnu ahpe:ﬂ'ﬂhrﬁ I.mp:mhamﬁla disa semde ose nlxleh;eﬁ-mﬂtllm. e 18 :il&ndn‘u!iiih;:t
ER il pred tyee EshoE | pars, | dytd, § et et). NE k&g rast thuhet se ato objekte jané radhiner nd varg, PEr shemball:

W shkronjat e alfishetit tond jand radhitur 0 varg, pasi né vendin  parg gjendet shiromja A, ¥ vendin e dyié shkronja B,
o vendin e tref shkronja C et,, prand KBE menyré diss numrave natyrord u shogroben shkrona prej alfabetid. Késhio
pér shembull, numrit 1 1 ésht shoqruar shkronja A, dhe shkruajm® 1 — A, memrit 2 - shkronja B, dm.th: 2 = B, e,
aumrit 36 - shikronja ZH, dm.th. 36 = JH

B Elementet kimike H. He, Li.... jand radhitur sipas namnt 1@ protoneve, ku 1 = H,
2=+He, 3=+Li, .08 = Ra, 92 =1 etj.. prandaj ato formojn varg prej elementeve kimike.

B Méze cdo numn natyror | #shi# shogéruar Katrori i tij, d.om.th
l—h]’,z—rI’,E—bj‘,-,-,u—m’,{rzq-I]—t{ru-]f

as€hers numeat 1°, 25, 3, %, (n+ 1]] - & formoinE vargun prej katroréve 1€ numrave natyrors,

Numrat g, @,, 4, ... quhcn anttard i vargut; o, anétari i paré, a, Eshi€ andtari | dyté, @ Eshié anétasi » ose anéiar |
Pérgithsiém | vargat,

NE kété mbnyré Eshil pérkufizuar pasqyrim (funksion) fiH = R, ku = o, dmih f(n)=a,.

Vargun &, d,, d,,...,d,,... Shkurtimisht  shnofmé me simbolin [a":l.

Codo anditar® § vargud varet prej vendit (8 tij B varg, | cili Eshté shinuar me indeksin e tij pErkatis, qf do{# thoté se gdo anétaré
prej vangut #shié funksion prej incdeksit p. Vargu pholésisht 8shie pEreaktunr nése dihet megulia me 8 cilén éshté pércaktuar
anitar o prej vargut pér ¢farédo ne M.




%} Shikraaje vargun pér 18 cilin rregulia pér fitimin e &, #shté:
a) anélari a_éshié viera reciproke e numril natyror #

b} anttari @ Eshté fugla n e nuemrit 2.

Peérgiigie:
il :'"’:7% % a Wb oa=2, a="=4a=2=8...4:=2pm
® Sa bshit a7 vargn dshté: 2, 4, 8, ,.., 2,
@ Sashié a7 @ Sadshé gl

Eksigtojné edhe vargje té atilin pEr andtarin & porgiithshi#m & 12 cilit nuk dibet shprehja analitike, por diber rregulia sipas 1
cilés mund 1¢ njehsohet cilido anéar prej vargut, Késhiu pir shembull, me ményrén pér njehsimin e W2 fitoher vargu

1; 14 141 1414; 1. 4142; ..
Anttarét e kittij vargu jané vierat dhjetore mé 1 vogla 18 peraféna i numrit +2 me saktgst deri me 1, 0,15 0,015 0,001,
pErkatitaish.

% Shkruaje vargun anbtarét e 18 cilit fitohen gjaté shndderimit i 31 né numér dhjeton

% Shkruaje vargun 18 dhéng me anétarin ¢ pérgjithshém: a) o, =2n—1, ne {1,234, 10k
bibh, =2n—1, ne N, Suandird ki ¢donjiri prej kittvre vangjeve?

Shitve pérgiigien:
=8 T o T G 3 P A e O .

B Vargu (a1, ) ka 10 angtaré, 4.m th, numér & fundshem i€ anfearéve.
m Vargu (b, ) kn pafund shumé angtare

Mé mtematikE me interes i vecant jang vargjet e pafundshme, ME tutje, na do ta pérdorim termin ,varg” né vend 1@
wvarg | pafundabgm" pre) numrave reald,

Jané dhing vargjer: 2, 4, 6, 8, I 12, Ho: 204,68, 0,0, 0...dhe 2, 4, 6 8 1, L L.

@ Nijé varg a éshi@ njevierésisht i pércakiuar nése i dijmé disa antard 1 paré 8 117
Ehihe se plrgjigiejs ¢ késaj pyetje Eshid negative.
Dhuke supozuar s¢ rreguilla 12 cilén e vérejmé ndérmjet anbtarive 18 vargut vien edhe pas kito, shkruaj njérin prej
shprehjeve t# mundshime pic andarin e pérgjithshém & vargut:

1 2 3 4
j. 3- 5. -qu gn-r: b 1. ‘! 91 16! -'1-5-'"- ﬂn T TR e _]" l" = L -1.'"
ﬂl . 3 c) 3458 5 1,
Pirgiige:
a)a, =2a-1; b) ﬂ-_:n]: €l o, =ﬂ—_l: ﬂﬂ-={_lr'
n+1



Shpeshhere angiaret e i vargy mund 1€ jent 1€ dhéng edhe me formulén rekurente 1€ [lojit
da= f{ﬂn }1 =113

kil @, Bshil drejtpérdret | dhéng, kurse 1 gjithe angtardt therd | caktojmé sipas formulés s¢ dhénd. Pir shembull, nitse
a . =a +3 dhe a =1, atbher fitcohet vargu I, 4, 7, [0, 13,...

Shkruaji dhjeté andtarét ¢ part € vargut & dénd me;
al i, =1, d,,,=da,+n; bha =2 a, =a +nr;
=nd.; (] H|=L II"|=M."'_1

clay=1, a

1 3 4 n . 1 1
R AR el .23
Cakro shenjén e ndryshimeve: a; =&, &, =y, 8 =88, —d,;, pracH

C (& hig dhénd vargu; a

:

|
Wi |t BF =5

4
-4 _ _:_1'1 <), Domethént, o, —a, <0, dmih. g, <,

f

—o I
_=_ﬁ{”' Domethéng a, —a, =<1, dm.th, a, <a;

12
n o+l R +2n-n' —2n—| 1
g, =a,, = - = =— <fl, prej k fundojmd
"ontl n+2 (n+1){n+2) (a+l){n+2) "0 LRI

a,=d,, pErne N,

|
B | L | Bad
]

{4
3
|

N

Froj @, <@, O Cd),... g d,, Vipon @ s |, T L. Sl Tl S

PEr kBt varg themi e Ehig mités

1 1 1 1 1
W b) u,-aiHI—E-EJ-{!L d.m.th, a >a; qz—a,=5—§=a}ﬂ. dm.th. @, >a;

h A 1
—a,, =——

=0 phredo ne M, dmth, o, >a,,, pérodo ne K
n n+1 rtl[rr:+!]n

¥,

Prej oy >ay, a4, 284, d, >4, piredo pe H vijen @, »a, 20, >.,.2a, >a,,, >

PEr kg varg themi se Eshid zvogélves,
1 o) Pér keee varg themi se dshitd konstantd.

 Perkuficiml. Pér vargun (a, ) themi se &bt rrités nése a, < a,., pérsdo ne M.
Pervargun (i, ) themi se dshit zvogélues ise a, > a,,, pét odo. ne M.

Pér vargun t"?l_} themi s¢ &shitd jorvogdiues nise a, < a,., piredo ne M.

Pér vargun (a, ) themi se Eshié jorritds nise a, 2 a,., pérpdo ne M.
Vargjet rritése dhe zvogiluese quhen edhe vargje monotone ng kuptimin rigoroz b fjalés, kurse vangjet jozvogéluese-dhe
Jorritéset — monoone e kuptimin e gieed o fjalés,

As




0 1 konstatohet se vargu | dhéng (a, ) a @shé rritks ose zvogElues, né vend 1 shenjés sé ndryshimit a, - a,,,

I’ﬂ

ke

il 18 shgyriohet viera e hersit
a

nlise % <1 (a,,, =0). atthert vargu (a, ) rritet;
a

mal

ndse L/ =1 (a,,, »0). atehert vargu (a, ) zvontichet.
a

el

D Viirtets s varpu me anfterm e pérgjithsheém:

monasonishi mitet: bla, =
In+1 2rn=-1

Shifre v&rrenlmin:

ala = monotonisht svoptiohe:.

a) Duhet t& vitrtetojm® se pir ¢do ne N dshi@ e sakid jobarasia a_ < @

]

dmth g —a,,, <002

LR

i

x| (@, >0) NEkiE rast kemi:
an-l
3 1 -
o, == 0 s = 3 <[} ose
In+l 3n+1)+1 (Ba+1)In+d)
In
¢ _ 3ne] _ In(Bn+d) O +i2a43-3 3
a,, 3a+l)  [3a+1}3n+3}) 9 £12n43 On’ +12n43
In+1)+1

b Duhet 1€ vEnetojmé se pér qdo ne N vlen: a, —a,, >0 ose e % (2, =0}

1 | 1 1 2

g = = - = - = ={) ose
T 2ol 2(n+)=1 -1 2n+l -1
= 1
d,  n—]_da+l-1+1 2
—_— = =I: :""1:
a, 1 =~ In-1 2n-1
In+]
. 2n- 5
Shayro monotoning & vargun angtan | pergiithshem § @ cilli gsheé; o) a, = 3 ; b} g, ==—,
]
© Ekzistejn® vargje t8 cilat nuk jond monotone, dom.th, as miten, as zvogllohen. | atill pér shemball £shté vargu me
. ) -1y 325 4 , .
angarin ¢ prgjithshiém o, =1+ . aniaré e td cilit (0, E 5 1 ; jahd nE miryre aliernative 18 radldr
]

miga ana e majtd dhe ana e djathiE e numee 1.
i

rl—

[

Themi se anitaréd e vargut oscilojng meth numeit g 1)

Les |
oy | =
AR )
[N, ]

E
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D> Andtari i pérgjithshém i vargus &shtéd g, =

a) Shioruaji & anBardt e pard 18 vargu dhe pu'lqlrl n# boshtin numerik.
b) T¥ gjithé anétarkt ¢ vargut a | takojn® intervalit (~2,2)7

Shike sgiidifen:

| |
B &) I.z.

_l
i =1 7
B L

15

W b) Po, té gjithe anétarét e vargut gjenden né intervalin (~2,2). Até e shkruajmé nd kit ményre:

!
¥ 1 2

L] 11
3'4" 5°§° 0l

B i ==
L L ]
S RE ]

a, (-2, 2) pergdo e M, dmth, |a, 1<2 pbredo ne H,
Dmnnhﬁﬂ.gdum&mikdﬁjmg}mﬁasmrﬂabmiuwmmﬂmﬂmnmriz.pmphmgmmmimhhwmmmu

& Vargu i cili nuk gsheg | kufizuar qubet varg { pakafTzuar. Pér shembull, vargu per t8 giithe nuemrat 8shté | pakufizuar.

m,wmww rej kuptimit , varg i pafundshem”, Pér shembull, w[ﬂ"
immhhmmﬂnmimmmmmmm '
vierés absolute nuk jane mé t& madhen prej 1, d.m.th. | takojné imtervalit (0, 1].

Eilimjﬂmvmtuhwikuﬁmn.1'=Ii; b @, = l; cha, =(-1)"n
n+

Shihe zglidhjen: ,
I_}\"mhhw -1 l -!; a:!.- a..l_ l I h}llE' E' il 21 El .?..“_“
226 8 I 12 g 23 856 78
Té paragesim disa andtare & parit ¢ boshiin numerik,
L 0 i 234371 |
I 3454 8%

ES T |

== i -3

MomE & 3 2
Cad e qal-rw se ¥ giithé andtarét e vargut gienden nit & giiche andtarét e ki giéedenna intervalin {0, 1),
| 1
O, | dmth O<a <= pérgdo mEM, gf dmith O<a, <] prodo ne N, prej ku pérfundojm se
e vafpu Bshté i kufizuar, virgu EshiE | kufizuar,




¢ aym=l. gy =, gy==], g, =4, o, ==5, 4, =6,..

=7 -5 =3 -1 0 2 4 f

Pér kited varg nuk ekziston numér pozitiv &, i atili@ g ba_ | < & pérode ne M. Domethénd, vargu #shi2 | pakufizuar.

Deiyra:
fI' Shrkua)l pesE anitards & pard IF vargur me andtarin e pergjithshm:
ne|
-1 I+1-1
3'|ﬂl:|:JI_I|+1: b}ﬂ‘zu: gF:M: #.gq;-u.-_
R A1 2 Rt

@I Drike supozuar se rregulla o cilén e vErejtém ndérmjet snétaréve @ pirmendur vien edhe pir plir vargiet g vijoing,
shkruaje njérén nga shprehjet & mundshme pér andtarin e pérgpithshém:
gl 2.3 4 . O LT S, S
2 101 201 301

il
g goboako b
i Eﬁl 3ﬁi 4'.IIEI'“"

(3 Shruaji dhjeté anétarét ¢ park 1€ vargut t& dhéng me:

gf 1, =2, =3, -4,..

‘.II |!.|'[ = I" H.' =1' El"': ='ﬂ-ﬂ +E-1|I: hb 'ﬂl - r" ﬂ: =1' ﬂ.u-z =z|:’n-l _'nn'
@ Shkruaji pest angtardt & paré (& vargu prej affimeve dhjetore me mungese (& namrit:
I RVETER . 2

@ Te katron me being® 4 Ezhid brendashkruar fetér katror kulmet @t cilit jan® meset & brenjéve (& katrorst 18 pard, fe
katror bdvii ng 1@ njejritn minyne e brendashloruar katror | tred® etj, Shkruaje vargun andtarit e @ cilit jani:
&) gjat®sitE ¢ brinjdve té katroréve; bl svprinst ¢ katroréve,

@ Shqyrto monetoning & vargut me anétarin ¢ pérgjithshEm:

3 b a, =1-n"

il i, =
dn+2

@ Duke suporuar se rregulls me 8 cilén e vErejtém se ndérmjet anétaréve (8 pErmendur 18 vargut vien sdhe pérvargjet
L]
g

1
qé vijoing, shgvrio monotoning e vargut: a) 1, Ligh e ol b) o,

4

-l | L

: e | 3
- . e i 3
@ Shyyrte moneloning e vargul v dhind me andiarin e pergjithshdm:

I

ap i]‘ =" b ﬂn =l: ch ﬂ":[-l_}.:' E-’ ﬂ"=_r_
n 2

@' Cili prej kétyre vargjeve Esht® | kufizunr; ﬂn:l,l=l'L—1T: ) a,=l: ) a, =—I:

! 2n

¢} a,=(—1) n* dl I L 1451 1L.414; 1,4142:...




. mu _'51- _31 _Il tl 3'| jl ?I'l" I'I'i:l-ﬂ.. ﬂ} jI- 1 3". 41 j-l- ﬁ,.—l-

W Vargu 10, 6, 2, -2, —6,... zvogkichet. ) b3 5 7
: z1 11 2- 2_”"
B Vargu =I, 2, =3, 4, =5, 6,... as nuk rritet as muk Al & 7. 10, 13..

avogilohet, Ky varg nuk Eshié monoton.
';] ﬁ'l- Il _-En "'ﬁ, -ID..-._

Shih ze te gdonjéri prej vargjeve ¢ dhitna ndryshimi ndrmjet gdo angtari {pérveg 1 parit) dhe paraardhesit 2 tij éshie
konstant dhe Sshug: ay 13 bl =10 e)3;  ¢) —4,

Fjata progresion rrjedh prej fjalés latine progressio g do t8 thot® pErparim, kurse simboli o #shig, né realiset, shkronja
filbestare & fjal¥s latine differentio, g do 1@ thot® ndryshim.

Mese d >0, astherd prej a_,, —a, =4 vijon a,, =a,, g do 18 thoté se progresioni mmitet.

Mese d < [, atbheré < a, . dm.th. progresioni zvogélohet

Nitse d =100, 1 gjithé anétarét ¢ progresionit jané 12 barabart ndérmijet vedi, dm.th. {a_} #sh¥ varg konstant,

Cakcto cili prej vargjeve #shté progresion asitmetik:

a) % 7.9 1. b} ¥ =L =5 =9.
1 3 4 7 4 4 4 4

E’ TR T T ase } o P W W A
2 22 2 909 1

d} 2a-b, 3a+2b, da+5b, 5a+8b,..

Le té jett dhiéné progresion] aritmetik a,, @, @,. @, @, @,, @,.,....Pre] pekufizimit pér progresionin aritmetik

oo
Vereve se cilido anar i progresionit aritmetik (pérveg té

::_ﬂl T T T ==, 0 = P o mund te cakiaher sipas formules

a, =a, +d,

a, =, +d =a, + 2d. a,=a, +(n-1)d
a,=a,+d=a, +3d,
kijo qubet formula pér andtarin o (& progresionit artmetik.




Duke & rhatuar induksionin matematikor vérteto formubén pér antarin f 18 progresionit arrmesik,

Shile véfrteiimin:
W (i) Egané éshié se formula vienplr n =1, dm.th a, =a,, porvien edbe pir n = 2, pasi sipas pirkufizimit o, = o, + 4.

W (i1 ) T8 suposuime se formula 8shitd ¢ sakie deri te ndonjé numér natyror &, dim.th, le 18 vieig
@, =a,+{k—1)d.

B (iii ) Dot vigretojmé se formula 8shi€ ¢ sakié edhe plr 1= & + 1. Pasi sipas péckufizimic &shiet o, =a, +d , por
duke pasur parasysh, fitojmé a,,, =&, +{k —1)d +d =g + kd, q¢ duheshie t# vErtetohes.

Cakto aniMarin 31 18 progresionitarimetik 1, 3, 5, 7, 9,..
Shike zgpiidhien:
B Perkéie progresiona, =1 dhe d =5-3=2, pra a,, =&, +30d, dmth, a; =1+30-2=61.

Njchso #i te progresion antmetik nése:
1

1
aa, =25 d=2, a=3% by, =1l dm-c, g =3

Shilre cpfidhjen:
W a) Vlernt ¢ dhina i sévéndisojme te formula g, =g, + (n=1)d ,dmth 25=3+(n-1) 2, prejku n=12,

Cili anétar te progresioni antmetik 3, 9, 15,.., 8@ | barabarte me 1177

Shkruaji pesé anétarsl ¢ paré 1§ progresionit aritmetik te i ¢ili ndryshimi ndérmijiet an#tarit 12 tretd dhe 1@ pars Eshts
14, kurse shuma ndSrmjet anétarit i pestd dhe 1 treté &shié 144,

Shifve cgiidhfen:
W Prej kushtit 88 detyrés vijon 4=A =1 w2 o Bt b e
SRS Ll a, +a, =144 a4+ 2d 4 a4+ 4d =144 i, =48,
Pesi antsartd e pard (& vargut juné: 48, 36, 64, 72, 80,
> Cakto peogresionin aritmetik nése:
a) @, +a, =38 dhe a, +a,, =5k k) a, +a, +a, =43 dhe g, +a, =30

9 Te progresioni 43, 40, 37, .. cokto anfsarin e par me radhe viera e té cilit gshid mé e vogél se 1,

Fhihe sgiidhfen:
U Ké g, =43 dhe o =3, pra indeksi | k#rkuar 2shi® prej 1€ giithe indeksave m i€ cilét ¢ kBnagin

I



jobarazimind3 - 3{n=1) <1, prejku p—1> 14, dmth n > 15, Domethénd, indeksi i kitrkuar | anétarit éshee 16, pea duke
filluar prej ,, = =2 1€ gjithe an#tartt ¢ ardhshém jand mé & vegjél se |

© Te progresioni | njEjie cakio anétarét q,, dhe a,,.

Cakio anétarin o, 18 progresiondt antmetik anétar i tef@ | 18 cilit gshi@ 8, kurse ndryshimi 8shig -2,

Shuma e tre numrave & cild formaejné progresion anfmetik 8shié 24, Caktodi ato niamea, nise diket se, katron i nomrit
tE tred Eshitd pér 26 mé | madh so shuma & kalroréve 18 dy anStaréve 18 paré

Shifie gjidhjen;
Sipas kushtit i detyrés kemic
|a, +a.+a,=24 a -+ +d+a+2d=3204 a,+d =8
1 1 P 1 1 - L= 1 5 ' =
a, =a’ +a, +9% (g, +2d) =a +(a +d) +9% (o, +d +d) =g’ +{a +d) +96
a, =8—d {d:S
= 2 = Mumrat ¢ kékuar juné; 3, B, 13
(8+d) =(8-d) +8'+96 |a,=8-5=3. ’

Maérmpet numrave 7 dhe 61 interpolo (vendos) B nomra 8 il me andtarét & dh@nd formoind progresion
aritmetik,

Shilve oypitdbjen:

Pasi g =7 dhe o, =61, prej g, + 94 =61 vijon d = =, pra progresion! [ kirkuar &she
7, 13, 19, 25, 31, 37, 43, 49, 55, 6l

@ Ndérmjet numrave ¢, dhe @ vendos mamra t4 rrinj 1€ cilés me numeat ¢ dhénd formojnd progresion ritmetik me o

aniare,
Shite zgiidhjen:
Prej o, =a, +{n—1)d eshprehim o dhe ﬁmj:.:e:;r:":—_?', Ndermjet @, dhea_  duhet 8
vendosim f—2 andart (pse’), pra progresioni gshed
a, g +2=0 g 42500 5 3.570 b sn-00E
im—1 n—1 m—1 a—l

a) Mdérmjet numezve 2 dhe 1 inteepelo 20 numea t# ciléome numrat ¢ diéng formojng varg artmetik,
by Mdérmget nummave (dhe | mierpole 9 numra # cilé me numsat ¢ dhéng formojnd varg antmetik.

Detyra:
(1} Cili prej kittyre vargjeve eshié progresion aritmetik:

VL6 %, BLE 7. LA T Pl 53 L., 7200




@ Provo se mumrat:
a) #in’ 30", sin’ 45" dhe sn 60°
o formaoiné progresion aritrmetik

(3) Nase te progresioni aritmetik 2, —1, —4..., | legjm@ andtarts 18 cilet qéndrojn né vendet gifte, arthert edhe
andtard! gerd formojn progresion anitmetik, YErteto,

@:1- MWE vargun ¢ numsave negyror cakio:

a) mumrin njégint gift; bj mumrm tek te 163,
@ Cakto andtarin 2 te progresiont aritmetik ndse:
Ba =4 d=3, n=8§ bla,=-8, d=3 n=1l
‘ﬂﬂ|"1‘- ﬂr=_..:_.,,=q; gla,=a+h d=a, n=20.
Shikrunji pes® andtarét e part 1 progresionit aritmetik nise:
2} @, =3 a, =9 b) a,=17. d=2;
c} &, ==11, a, =6t ¢) oto =38 W +a. =3
() Mdérmjet numrave 18 dhe -12 vendos § numra t& cilét & bashku me numrat ¢ dhiing formajné progresion
et

(&) Varge ay, @y, iy, leté jeté progresion aritmetlk, Verteo se vargu éshié progresion ariimetik:

i

BG4+ G+l g +Lei  bak ok ab. (EERE € %L 55 (k=)

5
E' ok’

a4h
01 Mles aritmetik i numrove realé o dhe b #shié numr e

@, + o, + dy .+

U Mesi aritmetik | numrave o, @, @y 8, EshiE numri @ = n
., Cakio mesin aritmetik (€ numrave: a) 21 dhe -3, b) J3dhe 543, €)1,3,5,17, -6 dhe 2

] Nése i shquriojme vetdm m anétarét prej progresionit i dhEng arimmetik (g, ). mehert pér
A &, y.en, o, do @ themi se Eshig progresion aritmetik i fundshem.

Eshsi dhéne progresion aritmetik me numér i fundsh#m  Pér anétarét 2 dhe 99, 3 dhe 98, 4 dhe 97, .. . 50 dhe 51

1# anBlarive. themy se jand npé lboj 1 larguar prej anétargve o skajshém |
i, 2, 3, 4, S 50, Sl...., 96, 97, OB, 99, 100,  Ohe 100 phrkatisisht.

B 2+99=34+08=44+97 = =504+51w]+100

‘|| [_[ | ‘ ‘ Vire sa




% @y gy Gyqeeey G0 o 8 b8 jend g andtarst ¢ pard prej njé progresioni aritmetik me numér & fundshém 2
antitargve dhe ndryshimin g,
W Cakwe gifter & andtaréve gé jand m llo) 18 larguam pre) anBtaréve 1€ skajshém o, dhe g,
@ Cakio shumen e indekseve te cdonj#n prej cifteve 18 cakiuara,

Shihe péegfiglen:
W Angarét a, dhea,,a,dhea,_,....a, dhea, ;) jonénjé Hoj 1& larguara prej angtaréve té skajshém a, dhe
a, perkatisishi,
M Shuma c indeksave té tyre dshié 24 ni~1=3+n=-2=.=k+a=(k=1)=n+l.

Versetim, Pasi @, =a, +(k—1)d dhe a_, , =a, +{n=k)d. pas mbledhjes s& ketyre harasive fujmé

a, +d, g =o+a +{n-1)d=a +a,.
ax
Progressoni antmetik 1, 2, 3, 4, 5., 50, 51, 52..... 100, 101 permban numér tek 1 anétaréve & fundshém, kurse
sipas teoremts paraprake kemi
Z+100=3+99=4+98 = =50+52=1+101.

Anctari 51 &hed anari | mesim, ai Eshté nje 1od § largear prej anétaréve 1@ skajshem dbe pér ane vien barasia

L RS PR T P S B!

Ky givkim mund 18 pérgjithdsohet, dom.th, anétan | mesém | nj# progresiond aritmetik me numér tok 12 andaréve Eshi i
barabart® me mesin artmetik prej anétaréve 18 skajshém.

Eshié dhéné progresioni aritmetik:

a4 6,08 10, 12, 14,020, =5 =13 % LL 15
Shihe vriing:
2+ 4+8 i+ 10 A+12 —-3+3 —1+7 3+11 .
a) 4= i &= : E= : 1l=— ﬂjr b}—1= W 3= u T= el
2 2 2 Z 2 s z

VEre se ¢do anBiar | progresionit {pérveg 18 parif) Bghid mesi artmetik prej andiréve 18 1) figinié. Kjo veti vien edhe pér
¢Farido progresion aritmettk g Bshel shprehur me kELE teoremi;




Vértetim, Mése a,_, 4, dhe 4, jand fre andiard 18 njlfpasnjEshém & progresionif artmetik
@y dyy By e, BEherd pir sto viena, —a, , =a,,, -4, dmth 2a, =4, +a,,, prejku

= .LI%E*_L k=23, .n-1,
Prqikhjwﬁurdndh:dh:nﬁpmgruhmunmkusnnrgmm:ﬂ;
Eshid dhént progresioni arimetik 1, 3, 5, 7. 9, 13, 15, 17, 19, 21, 23...

i} Teoremén paraprake zhatoje pér andtarin 11,
b Anteari 11 mund @ paragitet s3 mes aritmetik edbe 18 dy anétaréve (jere 18 vargne? Cibi janid ato andtars?

Khihe zgiidhjen: b} Po, nE kettd mitnyeé:
9+I3_ ]1=?+Ii=5+1?=3+l9=l+lll
2 2 2 2
Virero se gdo anstar | progresionit aritmetik Bshié mesi aritmetik i gdo gifti 18 anétaréve prej vargut gé jan# njé Hoj
1¢ larguara prej tij, d.m.th.

a) Sipas leoremés kemi 1=

a, =]E'|:ﬂ*_, +a,, ) 1Sr<k.

W Keshtupievargunl, 2, 3, 4, 5. 6] & 9, 10, 11, 12, 13, 14,... kemi
| i o i

T=f.+smhﬁmmhumwlkmtha 0 g T L o 6410
2 2 z
E.4o progresione anitmetike kant numdr tek 12 andtardve:
95 7,000 13 w5 -1 Al 3 g-i 1 2 3pW 9 11
: — 272 3" 2)EE 2 2
Vi a6
B L3H711413 = =3+{—|}+{—9}+{—13}: e 1 1. 1.3 7.8 1
4 o ! 4 5‘? 2 2- 2 2 .2

% Cakto shumén ¢ 100 anétaréve (& paré (€ progresionit aritmetik nése a, =1, d =1.




Progresiond i dhéné éshié 1, 2, 3, 4,..., 100, 101.... Shumén e dhéni do ta shénojmé me & dhe kemi;
S =14243+ 408+ ML 100, dmth, 5§, =1H+99408+  +34+27+1,
Duke i mbledhur barasisg fitojme
25 =(1+100)+(2+99)+ [3+ 98 )+ ...+ {98+ 3 )+ {99+ 1)+ (1004 1)
Pasi |4 100=2+499=34+98=_, =984+ 3=994+2=100+1=101]
25, =100-101, dmsh, 5. =5050,

Cakto gliumén e mandtaréve 18 pant! 18 progresiondt aritmetk a,, a4,, @&,....4, ...,
Shihe zgiidhjen:
I'marrim A angtart & parg (& progresionit a,, o, a,,...0, dhe e formoimé shumén
S, =a +a, v, +..+a, +a,_,+a,, dmth, §, =a, +a,_ +ad_;+..¥a, +a, +a,. Nese ko dy barasi §
mibledhim, fitoime:
25, ={a +a, e +a, Yola,+a )+ +la,_, +a)+{a, +a)+(a,+a)

Pérshkak & a, +a, =a, +4a,, =4, =4, ;,=..=d,_, +i, =a,_, +4, =a, +a, vijonse
|
Sl‘l =E-{ﬂ1 +ﬂﬂ]'
M né ke formulE e sBvindBsoime vierén pir a, =a, +{m—1)d, ¢ fitojme formulén
5, ==[2a,+(n~-1)d].
2

b Cakio shumén e 10ranétaréve (8 pard 1€ progresionit antmetk 4, 6, 8, 10,...
Shihe zgjidijen:
Vere, ay =4, d =2 dhe n=10, pra §_= I—EEIE-4+{II:J— 1}-2]=130.

Cakto zhumén & 30 anbtasdve 1 park t progresionii ariimetik 3, 5, 7, 9, .

b Te njé progresion artmetik me numér tek 18 andaréve ku angtzn | mestm 8shig 11, korse shurma e 6 gjithe
an&aréve &g 77, Cakuo nuanrin e anflardve.

Slrihe zpfidhen:
a =11 u_:EliE'. Dheke i plvEndgsuar vierat pir 5§ dbe a, fitojmé
{s- 1y ku : T7=n-11 prej ku n=7,
- M
’ 5==E{‘il+"-3'=“'ﬂ,.- Dometh€ng, te progresioni ka 7 andtarg,




Shuma e 20 an@tardve 18 paré 18 njé progresiond artmetik dsheé 130, kurse andard § shiaté 2sheg 3. Caktoje ag

progresion,
Khilve zpiidhjen:
9
5. =10{2a, +194) {L’E[il=1"ﬂ:z,+1'5|ﬂdﬁ 20(3 — 6l )+ 190d =150 d’;
=
i, = +Od I=a +6d @, =3—bd . =_E
1 :I'I
e 33 24 15
Progresioni Bshilf ——= —— =
T 1 7

Shuma e dhpetf anBtaréve & paré 18 njé progresioni sritmetik dshte 0, kurse shuma e teté andtardve pasardhs
Eshie =32, Cakto progresionin,

Shilve chiidlfon:
Sm:l} {Sm =|:-.| rE{lﬂ|+M}=D 2:?,+E|'|1'=ﬂ =ﬂ|=2
= [ = 17 = 4
8, =8, =-32 5, =-32 {9{241, +17d)=-32 2a, 4174 =_E o Zc
Progresiond i kérkar éshié 2, E, m E, E,
38 39

@‘ Shiemna e shiatd anBarbve 1@ pard (E nj& progrestoni aritmetik dshtd 77, kurse shuma ¢ dhjetd anétaréve gshe 65,
Cakie progresionin,

b Te progresioni aritmetik me a, = 30 dhe 4 = -3 njchso antarin q@ Eshié i barabart me & & shumes
b gjithe anétaréve paraprak. 3
Shilve zgfidhjern:
Sipas kushtil ¥ detyrés kemi: g, = M), d= -3, g = %S__I. Vieratr g, dhe o 1 sévindsojme

teformulat @, =a, +{n-1)d dhe §_ = ﬂ_l:_]{ja: +{n—2)d ) dhe fitojmé

g, =30+[n-1}(-3)=33-3n=3(11- n;.. perkatésisht
Foi ‘—'HT_]{E'W-* {H—EJ[—E}FE{HT_I{H— n).

Im—=1 3
(o ].{gg-h} vijon barazimi n° = 39r+ 198 = 0, prej ku

Prej kushtit 3(1 1 —n}:%-
n=133 ose n=~6. Vijimisht, a,, =—66, a, =15,
Detyra:
@ wjctiso n dhe 5 1e progresiond artmetlk, néss:
a) a=4 d=5 a=4% b) a=3 d=-5 a=-T2
(@) Njehsoa, dhe o te progresioni aritmetik, nése;
sl a =B, §, =148 b) @, =—35, §, =0,




@ Mjehso a, dhe 5 te progresioni aritmetik, nése:
2) g, =9, dn%{ b) g, =10a+8h, d=a+h

(4) Cakto progresionin aritmetik pér té cilin vien:
g a,+a, =4, §.=-1L bg,+a,+a,=M, §;=Ux clo +a,=6 §,-85, =135

(5 Tenjé progresion aritmetik me numir ek t& anétaréve anétari | paré éshie 3, anétari | mesém Eshis 13, kurse
shumin o1& gjithe andtardve gsheg 143, Cakeo » dhe .

@ Te progresioni aritmetik 18, 15, 12, cakio anBtarin qf Eshi€ i borabarté me 1@ pestén  shumEs 18 18 giithe
anstardye paraprak.

@ e nj# progresion aritmetik shuma e tre andtarfve 1 paré Bhtf —3, kurse shuma ¢ pes® anétarfve 18 pasé me
tndeksa gift @shré | 5. Cakto andtarin e partt dhe ndryshimin e progresionit,

@ Shumea e tre anétardve 18 pard 1# njé progresiont aritmetik rrités #shté 27, kurse shumas ¢ katrorfve 8 fyre &shi# 275,
Cili &sheé progresioni?

(9 Shuma e tre anstartve 18 njtpasnisshem (& progresionit aritmetik Eshté |50, kurse me § madbi prej tyre B8 katér
heré mé i madh prej mé 12 voglit. Caktoji ato anétarg,

@ Fgiidhe barazimin: l}%+1%+11+..,+;=m by 3Hreote gy,

2

: = . 1 11 1 .
E’Jnﬂdhﬁﬂ‘-‘!‘wﬂr WS R ISR B S T

L"} 3’. _ﬁ'p Il _241. "1'E|. "_gﬁuu: ':J |EE-'-'|-.. jll Iﬁ. 123. 154. jil-rl
Pér sdonjérin prej tyre njchso hertisin prej gdo an@tari 12 1) {duke filluar prej 8 dytit) dhe parsardhesit @ 1ij.

Stife rgiiahjen:

8 4:2uf du ad B ’

=...=%: el =6:3=12:(-6)=..==2 ) SIE:I'DE#----:E-
|
Vére se pér gdo varg ai herds Eshitf konstant. Perkat@sisht, pée vargun ¢ parE &shi€ 2, pér t8 dytin 3 it

tredin shig ~2 pér t& kotZrtin Eshig %. Vangjet pér té cilét vien kjo vet | quajm vargje gieomeirike ose progresion

Simboli i Eshié, n realitet, shkronja e paré e falés latine guotiens, q& do 18 thoté herds.



B MEse pir o progresion gieometrik dibel anan § par dhe erdsi, at¥heré andtar | dyi 8shil | barabarté me
prodhimine anétarit i pard dhe herésit, andtari § trei® eshai | barabart me prodivimin e e andtasii (& dvié dhe hergsit
etj. Mé plrojithisi, ¢do anétar | ardhshény Ehie | barabart® me prodhimin e paraardhi#sic dhe herdsi,

I>‘ Shkruaje progresionin gieometrik ngse dibet angtarn i paré @, dhe herSsi g:
1

W =3 g=3 b4 =5 g=-=: 94 =192, q=3.
Shile rgfidhien;
Ay, =a-g=3-3=3; a,=a,-g=¥-3=3; a,=3; a, =7 cti Progresioni i kérkuar eshte
3,3 F, 3, P BEN

! 'E Nésea , @, @, a,,. .. jant andtarét e progresiondt gjeometrik, attheri prej pérkufizimil o progresionit giesmetrik
Vo

4 =aq & =a-g=aqs a=ecg=agi. .1 =404, dmih,
. -
a,=a,q .
Wi kit formulé njchaobet andturi # [ progresionit gieometrik. Saktesing e saj do i vEretoyme me melodEn e induksaonit
rrulemalikoe.
Silrblre zpficdinfen:
1)Pér =1 dhe n= 21 formuln éshté e saktd, dm.ih g, =0, q" dhe a,=a q'.
2) Té supozojmdé s¢ gjo dshitl ¢ sakdl pir n=4k, dmih a, = a, qr‘".
IPern=k +1 kemi:

E—+

dy, =, g=a-q g=a-q =4,

kurse kjo do i thotl se formuals ¢ dhént vien pir ¢do numr natyror i

C Progresioni gjeometrik @, @, oy, @, &, Monotonnishi mritet, dom.th. &, <a,,, plrodo ne B

A,
mige:

1) a, >0 dhe g=1  ose 2y g, <0 dhe D<g<].

Pérshembull, 1, 3.9, 27,... {4 =1, g=3} ose -2, L —%. —%.... [a, =-1, q=%}

Progresioni gieometrik @, @, a,....a_, @, 4_,,.. m;onclonisht zvogéiobet, dmth. g >a, pérgdo ne N
e
1) a >0 dhe gl ose 2y a, <0 dhe g>1.

1 1
Pitr shembull, 1, —, — e
5 25

VEreve se 12 gdonjEn prej kftyee vargieve herfisi g Sshié numér pesitly dhe gdonjér varg Eshité monotono (mmités ose

..[u,=l.,;j=éJnst =1 =2 =4 =8 .., [.':.',-l--lr q'ai}.

Evogehses .




Jané dhéné progresionet gieometrike (i) I, —5, 25, —125,... dhe (i) -1, -t-.. -

|
Per pdonjtrin prej tyre cakto:  a) herdsin g

l 1
2 4’8 16
b} vargu a éshité monobon;
c} se &1 Foiobonia ¢ vasgul vared prej shenjés @& heslsit g 7

Shike sgiidhfen:

a) (i) g==5 ;H.I. {ii) g= ge- <l b} Asnjlri prei vargjeve nuk #shté monoton;

¢} varm gjeometrik &shid monoton pér g >0, kurse nuk gshi monoton pér g < (.

Cakto andtarin a_te progresioni gjeometrik nise:

g a =2 q=—3, =7, ba =], q=—§. n=3 c) ﬂ!=—%, q=%. n=0,
Sirihe rgitahjen:
: 1Y |1 2) _16
= B —|=2-—=—: =g -q'=1[|-=| =—.
NS =g [2] 64 32 Sl S {3] 1
Niehso|l @, dhe q te progrestonl gieometrik nése:
27 3|2
=3ml =|i.E: b - — i
a}“" u‘ Jﬂl 4 n1 2 3
Shile zpfidhfen:

alPrej @, = -q" dhe a. =384 vijon @, g" =384, Prej @, =a, -g" dhe @, =48 vijon g, g =48, Nésekitady
barasi i pjeséopmE, tojme:

A

a.q 384 :
=—, d:mth, g° = =1 g
g 13 P =By 22

Pred barazimit of dyié filogmé a, =4—43 i s = E.

g ={lﬁ]|*_h4 1

Pasi ¢ = .2, desvra ka dy zgiwdhje, domith, ekzistone dy vargge - itilla, dhe abé;

(i) a,n:g, g=2J2  dhe (i) o :%. gm =22

& Shkruaj disa angzané 1 projeresionit gieometrik nése:
a) g +a, =160, g, +a, =80 bja,-a =18 a,-a,=36 cja,+a,=T8 a-a =13
Shihe zgiidhjen:

w2 R {u.q'+qq‘=!ﬁn {M‘{q"ﬂ}ﬂﬂ!
a) Prej bowshist i detyrEs vijon sistemi i barazimeve

aq +aq =-80 |aq'(q'+1)=-30,

Duke i pjesétuar bararimet ngga sistemi | fundit fojmé g =—2, Viera pérkatse ¢ anStarit v pare shid
L6

8 =——x=1 ioni | kBrkuar8gheé 2, —4, 8, —16, 32, —6d,...
gt (2R 1) ER R .




E Letdjets @, @y, ... o, slarddo progresion gleometrik. Virbeto se numrat
A =a vo o Fd, A0 Ay =a, as fay agday dhie Ay = e, da ddgkag,
farmenjné progresion i ri.
Shilve vérietimin:

Sipas prkufizimit pér progresionin gieometrik duhet t8 véfetojms se il = %— Pér kg qéllim kemi
A “s"""‘-""'!l,:'“*"'“lu_'ﬂl"a‘i"'“|1?'i+‘*|1?1+"|"}'“+f-’:'??_Elq-‘{“'q"'q:*q:"”?4} s

T f 1 - T3, Ay —9 dhe
-"‘1 i, +a, +a, +a, +4, &4+ mg+a g +oq +oq -I'J'l{:]-l-q+q +4 -‘-I:;I'_}

“(leg+g'+q" +q"
_"'1"..=H1q { 4 q-: : ‘]=q1. Prej kitu vijon.se Eshig | sakig givkin ﬂl:}—tl
A aq(l+g+q +g' +q°) A A

Nese numrat 7, & dhe © formojné progresion geometrik, st€herd vien identiet
{a+b+eclla-b+c)=a’+b"+¢", Verew

Mébrmjet numrave 5 dhe 180 vendos (interpele) k@ aumea (8 cilSt s bashku me numrat e dhénd formojné
progresion gieometrik.
Sihilre zgiidhiern:
Dihen @, = 5 dhe a, =160, pra sipas formulés @, =g, ¢" ' kemi g, =g, " ose 160=5-¢", prej
ku ¢ = 2. Progresioni | kérkuar éshee 5, 10, 20, 40, 80, 160,

Ndermijet numrave 3 dhe 192 vendos pesé mumea 12 cilét 52 bashku me numrat ¢ dhéad formojné progresion
. %

@ Cakto katér numra preg 1 ¢il&ve tre numrat e paré forma|ng progresion gjeometrik, kurse tre & fundic formojng
progresson aritmetik, nBse shuma e andtardve 1§ skajshizm eslng 80 kurse shunia ¢ andtaréve 1¢ mesém gshaé 60,

Shike sgjidhjen:
Numrat ¢ kékuar | shEnojmé me: o, aq . aq a0, ke g, =ag’ +ay " —ay.
Preg kushitit 12 detyres kemi: d
a+2agt -aq=80 a(2q" —g+1)=80
L 1 Me presitimine barmzimeve kemi
ag+aq =6 alg® +q~1)=60.
ol B Siber b i 2¢° —Tg+3=0, ogjidhjer etk cilitjank g =1 ose ¢’ =~
S e N 1) - 1 HFAR ] - =], i etkcili =3 ppe 4 =—

Vierat pérkatése pér anélarin e pare jani @, =5 ose ﬂ,' = §i). Domethéné, detyra ka dy zgjidhje,
(i) 5. 15, 45. 75 ose (if) 80, 40, 20, 0,

@ Progresioni gjeomeerik shté dhéné me katér anétaré. Nése andtarét e ati) progresioni perkatgsisht zmadhohen pér
2.4, 5, 4 fitohet progresiond aritmetik, Cakto progresioni gjeometrik
21 1




Deryra:
@ Proveo cill prej ketyre vargieve dshid progresion gjeometrik:

02, -4, B. =16, 32.. br3 6 12, 24, 44, chB 4 L.
1 i N
nlr et Tl T d Pl e Bt e b LT _?. ™ —3'. _I-, pores
& 3 8 J'3 33 3 e} 3 1
Shicruaj disa anétare 48 progresionit gieometrik nése (2—4):
-, 1
I:EJII ) 1:.||=3.,, g=—2& bya,=—2, g=3% :}q.& q--%_ b ﬂ"-]E. qr-E'
@ Ba=3 a=9% b) @ =5; El;i.ilg-
@ g a, =8 g=-4 by a, =1, q=%.

Tre aniardt e pard 8 njé progresion gieometrik jand 16, 8 dhe 4, Cakto anétann ¢ pestd,
@ Cakto herdsin, andtarin ¢ dhjet# dhe antfarin & 1 progresionit gjeometrik:

a) 2, 6, 18,. b} 192, 96, 48,..; ¢ 3, =6, 12,
i A | 1
SR il wf =18 it g

g3, 5 =2 K, ) =1, e

(1) Cakto progresionin gieometrik te i cili andtari § treié dshié 4, kuese andan i dhjetd sshis §12,
Ij:l Mumn i bakterjeve e qumbshti dyfishohet ¢do tre oré. Sa heré do 18 smadhohet mumr | bakterjeve pas 24 ore?

0 Lel@jeng g, dhe g, numea realg poeitiv, AteherE numn -,'u'a. @, quhet mesi gieomelrik i numrave a, dhe o,

& Cakio mesin gjeometrik 16 numrave:  a)3dhe27.  b) 1++/2 dhe 2 -1,

B PErmumrat realE pozitiv @y, 0. @ ..., mesi geometrik éshid numei gl - o @ e,
o Anétari mi progresioni greometrik njehsohet me formulén o, =a, g™
ml+g'+g' ={I+q1:}l—q! =1':I+-:;:I +q}{l+q’ ~q).

A MEse | shgyriojmé velim n andtarlt @ pari 18 progresionit gieomerrik 1& dhéng (a, ), atsherd pir
— @, o,.... a, dotéthemi se éshié progresion gieometrik me numér 1€ anétaréve 1€ fundshém.

Lot jeté @, @, Gy @, 0 G, 4, progresion gieometrik me numér (@ fundshém 18 anéaréve;

a,dhe @ a,dhe a,,,..,a, dhea_, .,  shumaeindeksave t2 08 ciléve Esht® n 4+ | themi se jang njé lloj t& larguar,

perkatésishl, prej andtaréve té skajshén  a, dhe a,




Pér shembull te progresioni gicometrik % % L2 8 16 32 sewla i

L —" 1 |
1 dhe 8, 2 dhe 4 janE ni2 lloj 12 larguara prej andtaréve 12 skajshém ;—dhe 32

0 Ve se l-lﬁ:l-ﬂ:—!-d—:ldl
) 4

Ko veti vien pér ¢farédo progresion gieometrik ¢ cila éshité shprelur e ke teomemi

Vertetim, Pasi g, =a, -q"" dhe a,_,  =a, """, duke i shumdzisr anit e pirkatése 18 kityre barasive fitojmé

a8,y =0 -a-q q " =a-a-q" =4 a,

. [ishte dhén# progresioni gieometrik 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512
Vérense: 4° =28 8 =4.16, 16' =8-32, 327 =16- 64 etj Kété ver 1@ progresionis gleometrik do 1a shprehim me
k12 teoremni

Virtetim. Leth jend o, .0, dhe a,.,  treandtar 1@ njépasnjisshism 18 progredonit gleometrik
R O S ), Atgher, sipas pérkufizimit pée progresionin gheometrik kemi;

i,
_'L'Eﬁﬂ" prefku |!#anz=’d|-l|"'-"|!.~1-|-| k=23,..n-1,

ﬂ‘t—ll &

g duheshte 8 vireiohet. Emn progresion gieometrik mjedh vegandrizht prej kissaj vetie.
Sipas teoremis paraprake, fe progresioni gieometrik 64, 32, 16, 8, 4, 2, % %wam

mesi gicometrik prej anétaréve ié tij fginj 8 dhe 2. dmth. 4° =§-32,
o Shkruage numrin 4 5 mes animettk pre) dy endtarkve @& b 8 vargut tf dhiné,

B Ve, 47 =16-1, 1‘:33-%, & =Mr%,lw: tﬁ-ﬂui.ﬂﬂw%,ﬂhl

*mmumﬁ' it

ap jam mji loj 8 larguara prej angtarit 4. Kjo veti vien pér gfariédo progresion gjeometrik dhe do ta shprehim me ket
lesixherig




Virtetio. Anttardt a,_ dhe a,_ (157 <k, k< n) jané njélioj t& larguar prej andtarit a,. Prej pérkufizimit 1 progresionit
gieametrik vijon &, = a, g, dm.th. a, =Eﬁf-’v. Mgnana tjetbr @, =&, -4, pra duke i shumézusr anét ¢ barazimii
q

fitojmeé a,” =@, -a,,. , q dubeshte té viretohet.
i ményré 18 ngjashme véretohet edhe kjo loremé,

Pérpigu kEf# teoremé fa vittetosh vel

Mése teoremén ¢ zhatojme te progresioni gjenmetrik I B . -

1
)
do t# kemi:

1“-—'-1-4~H-Iﬁ ose %Fl-l--*-ﬂ-m:z.
4 2 4 2
Eisr Cakio shumen 5, 14 n anétaréve 1¢ part 1& progresionit gleometeik @, dy, iy...., ...

L Shike sgiidhjen:
S.=a ta, va;+.. g, dmih S =g +a-g+a-¢ +.+a 4" +a, 4", Nése té dy anét e harazimit
i shumétzajme me hertsin g, kemi g-§, =a, - g+a, 4 +a,-q +_.+a, - 44", nése prej kiss barasie e
zbresim barasing paraprake fitojmé -5, —§, =4, -q" —a,, dmih

|-

A" —1
s ._.-'.: -LI- *::I.‘I

Me formul€n e firnar shuma e » anBaréve 18 paré 18 progresionit gjeometrik, kurse me metodén & induksionit matemarik
viErtetohed se formula vien plr gdo e M.

Cakto shumiin e dhjets anéarve 18 pard 18 progresionit gieomstrik 1, 2, 4, 8,...
Shike giidhjen:
2 -]

Kétua,~1, g=2 dhe n=10, pra 5, =1-ﬁ=1'“—1 =1023.

% Cakto shumén e nénté anétartve 1 part 1 progresionit gieometrik 3, 6, 12....

Cakto andtarin e pard dhe 18 shiaté 1# progresionit gleometrik hertsi i 1€ cilit #sheé 2 kurse shumas ¢ shiatd antaréve
i par éshi 635,




Zpjidhje;
! 2 -1

Dihen g=2, r=7 dhe £=63%, Prej formulés ptr £, kemi 8, =a, 2 " dmth. §35=g - a1
q— —

prej ku @, =35,
Prej g, =g, -q" fitojme @, =5.2°, dm.th. @. =320,

Te njé progresion gjeometrik g =3 dbe §, = 59048. Cakio a,,.

@ Cakto n dhe 5 te progresioni gjeometrik nése:
1 4
Vi =3, g=-1 a,==153; ba=— g=—— g ==
al i # L) ﬂI 54 q 3
Khihe sgiidhfen;
apPrej @, =, "' kemi —1536=1. [-I]H , dm.th. {—E}H ={_2}1 o prejku p =10, pra §, =-1023.

Shuma e katdr andtaréve 1€ parkl 1€ nje progresioni gshié 15, kurse shuma e katér andtaréve pasardhas &shis 240,
Ciln Bshid ai progresion?

Shihe sgjidhjen:
Prej kushiit ¢ detyrés kemi
{5: =15 a,+ng+ag’ +ag =15 a +aq+ag +aq =15
= L=
5,-5,=20  |ag'+aq +ag' +ag =200  |d'(6 +ag+aq’ +ag')=240, ose g 152240,

s
i
q -1 :
bemi L5
=1 30

ose g =16, dmith, =212, Vijimisht, ptr g =2, prej 5, =g, vd.mih a, =1, pra

progresioni i dhéng Eshé 1, 2, 4, B, 16, 32, 64, 128,
Nése g ==1, @ ==3, pra progresioni &shig ~3, 6, =12, 24,.,., 384,
Te progresion gpeometrik me numes tek 1€ anétarve andtari | pard §shité 7, andtan | mesém éshid 56, kurse shurma e
18 giithe anétaréve éshté 889, Cakio herdsin,

Sirikee zgiidhijen:
¢ 3
Prej ! ma, a_ vijon a_ =”—'=% dmth. g, =448, Nése 1 dy anét e barazimit g =g, -g™"' | shumézojmé

me g (g # ), figjme .4 =aq" . ke rezulltat do ta shrytdzojme te formula pér S,

dmth § =g q -1 = o0q - -0 --Idr,‘ , MEze te barnsin & =55-:IE-L i 2Evindisojme vlemt pr
g=1 g=1 = =

8, a, dhe a, Moymé

d48g -7

EH‘}: "
g—1

prejku g =2,




Shuma ¢ tre anktansve té paré ti progresionit gjeometrik #shié 21, kurse shuma e katroréve t8 tyre Bshié 189, Cakto
andtarin ¢ pard dhe herfsin ¢ progresionit.
Shihe sglidijen:
Sipas kushtil 1 detyrés ¢ formojme sistemin e barazimeve
5 ' 21
a, +aq+ag =21 afl+g+q°)=21 T
4 14 2.4 e 3 4 N = avq
a, +a g +a g =189 a {]al-q * ] }=]Hﬂ IEIFI:]'FI?'-I'-"I:I*}:'EE?-
Mle péwitndBsirmbn prkais re baraziomi § & Mogme
21? 3 " leg'=gq 3 ; ; ,
{] + *q:l{!-l-ql -q‘}“lﬂg. dimth, ————=% = prejkuc fitojm# barnzimin

{I+q+q|1:]: I+g+q° 7

2" = 8g+2=10) rgiidhjet ¢ & ciléve jank q=5|mr q'=i. Vijimisht, &, =12, 41'.'*:3-.

) Shuma & tre anétaréve tf parit 1 progresionit gjeometrik Ehté 9. Nése ndaj atyre an@lardve shiojmé perkaisishi
25,27 dhe 1, do 1€ fitojmé tre mumra 1 cilét formaojné progrosion aritmetik. Cakio anétarin ¢ shiaté & progresionit
Sileilee rgitdhien:
Le t& jené @, a,q dhe aq" tre inltarét ¢ paré 1 progresionit gieometrik. Ateherd a, + 25, a,q + 27 dhe
u,qz + 1 jani aniiard (& progresionit aritmmetik, Sipas kashtin 18 detyrés kemi:

a, +ag +ag =91

27 a, o I glq'z +1 §AmdTarl § dWE | peogresionst gieometrik ShiE mest aritmetik pref
@ ol = parsardhésl! dhe pavardhdsir )

2

1

O —T
l+g+g°

a(l+g+q°)=9I

ﬂ:EJ-l'qHI’F“# 2 (1-24+4)=28
]+q+q! o

Pas rregullimit 8 barnsimit i dyté né kéed sistem & fitojmé barazimin jq"! — g + 3 =100, zgjidhjer e & cilir jans

g, =3 ose g, =.;._ Diometh#ng, ekristojnd dy progresiome 1€ atilla, dhe até)

a = i =ﬂ=7 05e -::I'|"= =L =ﬂ=—g-9]=ﬁl
1+3+9 13 AL R &
39 9
7 7

VA 1
Prandaj. a, =g, -g] =7 -3 =5103 osc o, =a, 'q; =63 -fl—u—-




@ Prej nji bakterje duke u ndarg fitohen dy.MNdarjs bihet pdo oré, Sa bakterje do i fitohen pér 10 oré, kurse sa pér 24
ord, me kushi ndaria 12 mos ¢ rregullohet?
Zhvillimi 1 bakterjeve kryhet sipas ligiit pér progresionin gjeometrik te i cili anBtar i pasé Eshd g, =1 (g fillim gxhig
vetém nj bakierjel, kurse herdsl & § = 2 (gdo andiar | ri Eshidy herd me | madh se paraardhisi ), Pag 10orE numei
i piriithshém i bakierjeve do i jeiE
2" =1

S.=] = 10124,

ME ményrd 1 ngfashme firojmé §, = 2% -1,

Lpjidhe barazimin: &) 3+ 0+ 124 o+ x=188 bl=3+9-2T7+. . +x=402],

il cpfidifen:
[ a) YVere se mbledhisal o andn ¢ majte te barazimi jang, né realites, anétar 1@ progresionit gieometrik ted cili

=3 g=2, a,=x dhe § =150

g —1 _. 4=l _a-9" ‘9-q
5,= §,=a- -
B P q-1
o VT
189=3. =1 5, =210
2-1 g=1
f=zr=) 180=5273 oo
_—— 21
n=h, nge :=a¢;a|q"=3-ll='5"ﬁ-

Vere!

Pmk‘&g=m.%vﬁmq{q’-‘—l']={q—lh.‘ dmh g =1=(g—=1){1+a+a* +..+¢"" )

Néseshenojmé g ==, (b0) fojme
a"—b"=(a-b)(a"" +a"b+a" b +..+ab" +6"),

Detyra:

{-D Cakto shumén e shiaté anétaréve (8 paré 18 progresionit meomemk 2, —4, 5. —16,..

"i} Nijehso g dhe §_ te progresioni gjeometrik nése:

_17n,

) a, =7, a,= ETE

1
by a, =—16, u.,=—a.




@ Mjehso n dhe a_ te progresioni gjeometrik nése:
ala, =7, g=2. §, =178% bl =2 g=-3, 5§, =-364.

@ Miehso g dhe 7 i progresiond gieometrik nise;
aja, =2, a =248, § =27 bla, =9, a =<1125, § =-1404,

@ Shuma e pes# andtaréve tf pars & nj# progresioni gjeometrik &shi %3, kurse shuma ¢ pesé anitardve pasardhiiza
Eshid 2976, Cakto progrestonin.

@ Te nj¥ progresion gjeometrik me numér tek B8 anétaréve, andan | mesém éshié 48, kurse shuma e 6 gjithéve #shis
1333, Sn onditar ka vargu?

@ Shuma e tre numeave & cildt formopng progresion giesmetrik Eshté 20, kurse shuma & katroréve 18 tyre Bshig 364,
Ciber jang mio numea?

@ Wi mjeri & ka shitur kalin 68 ki@ mnyre: pér thumbin e pard ka kErkuar njE denar, pén & dytin dy denar, péc i@ tretin
& denari etj. ijithsej ka pasur 32 thumba. Sa ka gend ¢rmimi | kalir?

=3
@ Anétari i paré i nj# progresioni gjeometrik £shté ritnja o barazimit Yo cWa™ =a ?
51 dshitd progressont, nése shuma ¢ andtari! 18 paré dhe 18 katBrté Bshié shiaté herd mE 1 miadh se shoma e an@tarit 12
tretd dhe 8 katdrs?

(@) Njchso shumén  T+11+11I+111+ .+ 10,

B MNeése agbe B dhe @< b, atéherd bashkisia ¢ t8 gjithe numrave realé ndérmiet o dhe b quhet inferval, korse numrar
o dhe b —skaje td ati) intervali.

W Ekzistajné intervale t& hapura, 18 mbyllura dhe gjysmé @ hapura: (o ), [a.b]. [a.b). (a.b].

& M bashtin numerik paragqiti intervalet:
ay (=213 by [-21) o (<21F o [-21] @ (=1} o) (—=1] 0 (L+=) g [L+e=)

0 Shkrusje shlkummishi intervaling
afrixe B 1sx<3); b) {rixe R, 0<x210f o {xlxe R, xz-1}; ¢ {xlre®, x<5}

B izsl<ca &= =g<x<a; lrxl=g & r<=gv x>a

Intervali i hapar (a,b) eshie bashkesi pre) 1 giithe numrave realé x pir @@ cil#i vien g < r<h, dmih,
(a.b)={zlxeR, a<x<b}

4+
B Numri real ﬂz_b qubset mesi i intervalit {a.b), fig. 1.

fig.1




@ ntervalin ¢ dhénd paragite né boshtin numerik dhe caktoje mesin & tij:
ap (0.1); B (-0} o (-22k % [-l 4} dy (-5.-3).

Nése ¢ Bsht@ numérreal § dhéng dhe € Eshté numir pozitiv real | dhéng, stehert imervali (¢ = £, © + € )} qubset rrething
£ enumrit ¢, kurse £ quhet mmeee ¢ asa) rrethime, fig, 2.

@ Cil8 numra real® ¢ i takogn rrethings £ @ aumit o £=£ c+E
T ¢ X,

fiz 2

0 Eshtd e gart® se ato jand numeat périBetlBt vien ¢ — £ < X < £+ £, o2 niise shritet o, dmah —£< x—¢ <£, g mumd
1é shkruhet edhe né ke ményré [x—c| <€,

1 L1 i1
Rl e re N 1| 51 )
hymyp Ty el
= -
| % Y PO o W [ I
3 57 3 3
fig.3

Antiargl ¢ kit | vargo duke dhiing vier pir noprej [ jané né mldnyes altesnative ndonjé beré mi té vogla ndonji heré
mi 1E midhaja se rero, VErejind se alo jans grupasr (grumbilliear) rreth zeros dbe atit: antardt jand me indeksa sek afrohen
prej nga ¢ majta, kurse ato me indeksa ¢ift nga e djathta.

W Pér pikén 0 themi se Eshi? pika ¢ grumbullimit t8 vargut 18 dhéng. Ajo nuk Eshe andtar | vargut.

W VEreve se ky varg 8shig | kuflevar, dmath, la, 121 pérgdo ne [,

Fashta intervalit (@ —£,2 + £) mund 12 ket pafund shumi ose shumé anétar té fundshém & vargut.

Pika 0 dghé quiemmhuuinﬂtli!wrgm[[ 1y }pﬂ_!ﬂ! gfarédo rrething 8 saj £ = ka

angtar 18 panumérta tf vargut. Klshiu pér shembull, nése £ =107, stéheré né intervalin (0—£,0+£)= [—ﬁ%]

i takojng anBlardt g, = -Hll, = ié—z- (yove 0. 18 cilEt jani pafund shum.




Jashtz kit intervali ka numér t& anétaréve 1 fundshEm 1 vargu, kurse ato fang @,. @, @ @y (g 4),
Y S 1
M intervalin [ I{ﬂ'll:lﬂ) ku
anBLan 1 poeenena Lo, &g, @ S e

- ol

e A b LA FT
Iﬂ|-| ﬂ!_i Hg---ldu ﬂgg-l _i i E.JI E_‘_-I ljEl-l-ll-l- ﬂ“x.l
50 anétart e o0 50 antare

W A

Jﬂl‘lﬂll‘ﬂ!‘lﬂlﬂl[ iﬂl:l'lm] 1
fig. 4

B Mjé varg mund o ket mi shumit pika t& grumbullimit, Késhtu pér shembull, vargu me anétarin e péirgjithshém;
n=1 I 2% &5 6.7

| s
| -d
El=

! 3
iR F| &
Pérgfarédo £ > ) néintervalin (1— £, 1+ £} glenden pakufi shum andtar i vargu me indeksa Gift o, kurse ng intervalin
(=1=g, =1+ &) pakufi shum anétar me indeksa tek m. Fér kitd shkak + | dhe -1 jané pikat@ grumbullimit (€ vangut, Ao
nuk jan antar & ), Ky vang Sshig, giithashtn i kufieoae, dmah Lo, | <] pErgdo me N,

hlu_=sm%, dmsh, 1, O, =1, O L 0, =1, 0, 1, 0., katre piko 8 grumbublimit: 1,0 dbe = 1. Edbe ky

warg Eshid | kufmar, dmoth. le | =1 péredo ne M.
Wi pyetjon njé varg o ka ose nuk ko piké 1€ gromballimit péngiigien € jep teorema ¢ Bolcano « Vajershiras:

Kdit@ teorem ik do ta vérietojmi.

Vargiet andfordt ¢ té oilEve jang: a) g, =n, neM bla =-n, el cla =1a+], neN;

vl aﬂ=n=, e M nuk kang pika @& grumballimil. Vireve se gdonjiri prej kétyre vargjeve éshié i pakufizuar.
Né matematiké, me réndisi t8 vegant jané vargier (&, ) prej numrave reale me ke veni: Ekeiston numr real @ | atille g ng
gdo mmethind t& o ka shumé andtar & panumécta prej vargut (@, ), kurse jashia asa) rrethine ka vetém shumé andtas 1@
fundshém, NE kété rast pér o themi se Eshig viera kufitere e vargut (a, ).




kume lexojime:  Jimes prej a, kur s tenton nE pakufi #shté § barabart me o™ ose ,,q, lenton nga o kur # tenton né pakufi

Prej pérkufizimit del se nése vargu ka vier® kufitare, gati & gjithd andtarst e 1, &m.th, & giithe ato anétar duke filluar prej
e Bpine o e, gienden nE brending ¢ intervalit {.:.r = & .E"_I. por vetden numer | fundsh&m 1 andenriive (18
pardl it dumér) @, Gyeeen, @, jand jashin kEGE intervali. Numri a 8shié njgkoh&sisht edhe piké ¢ grumbullimit 8

vargul.

|
E Duke & shityi@roar pérkufizmin pée kufi (& vargut vitrteto 52 variu { — } ki &unfl 1E barabarte me e,
n

Shike rgitdhien:
Virgu me anétarin ¢ pérgjithshém a, =.rii‘- éshid: 1,
mumtér | plofé pozitiv. E shgyriojmé jobamsing
In,,—ar=|i]—m=—i;-ccr q€ kEnag pbr n’:—l,
f i £

ik e ﬁ Le 12 jeté £ éshi@ gfirédo

& |
W |
o
s
Lan
n\Ii—

| |
d.m.th, # }T. Domethéng, pér ¢faréde £ = () ckziston mumeér natyror o }T. ashiu i 18 viej jobarasia
£ 4
| L:—!JI < £, dumnth, vargo | dhEng ka kufl 8 barabari@ me zero

m

W (i) Nise £ = 0,1 atthere kemi > /10, pranuee mé i vogel natyror i cili e kénag jobarsiné e fundit éshid 4. Kjo do
t€ thott s¢ duke filluar prej andtarit t¢ katdri, tf ojithi anétardt terd 1 vargu glenden nié rrethinén & < 18 pikés @ =1,

I 1
H | i '.I.LT _
pirknitisislit mf intervalin 07

Nt kit rast !I,,{E‘]EB. d.m.th. verdm e anstarst e pard gienden jashia atij intervali (fig. 6) .

B hariisish e
a, 4. a,
; 3 i, =
=¥ i S ot B e 1
¥i Zh oW F
| -6
(i) Mése zgjedhim £ = E.. mEheré té giithe anétarét e vargut, duke filluor prej 16 shtatit e kEnagin jobarasing

L1
la, =0l=la, I=E!--r:ﬁ. Ne ke rastn, (£)=8.

W (i) N2 £ =0,01, atgherd m, (£)=10. W (iv) Nese £=0,001, ather® n,(£)=31 o

In—|

m]

> Dhuke e shirytézuar perkufizimin pér kufinin e vargut, vérieto se vargu me anétanin ¢ pérgjithshitm a_ =

@ ka kufirin 18 barahane me 2.




Shihe sgliditjen:
MNdryshimi | g —a| nd kEE rast ésheé JU.33.------3—%{=

133......3 1‘_|99.......9—m' =) 1

w3l [ 3100 | 3w 30"

praperede £ >0 pre| - :D" <& vijon m>-log3e.

(i ) Nese gshitt — log 3¢ = 0 pr a, (£) meret numri me | madh natyror g nuk #shié mé i madh se - log 3¢,
(ii ) Nése gshet —log 3e < (), sEheré =1,
Domethéng, pér pdo ¢ = 0 ekziston numér natyrar n, (£), i atillé g2

A (£) = |'I}333 = <E,

gf dubeshre 8 vErtetnher

Nise £=0,0001, atfherd m, (£)=3, dmth, vetém tre angtarét e pard & vargut jund jashta intervalit
. e .
3 — -E',E + £ | kurse té gjith® pnétarét ierd jané né até interval.

Detyra:

@ Duke e shirytézuar pérkufizimin pér kufirin e vargur viéreto se: a) him _nz-;l = %; b lim In-1 -

= ]

; . 2n+d 2 .
2) Véreto se lim ==, kurae pastaj cakto plr cilel viera 1 n kénaget jobarasia

b= 3n-2 3

5

a,——

<&, nése;  a) £=0.01 b =107,

@ Duke ¢ shiryi@zuar prkufizimin pér kufirin e vargut virteto se Sshad e sabas jobarpaia:
r | P i s |
Jr!im—ur.:—-—: by im 3”:, — =13,
e gt L 2 A= " 42
Pastaj pér gdo varg cakto sa anditar 1& vargut gienden jashta rethings £ — o pikés @, ku a &g kufid | vargut

perkatés niése g =001,

(4) Eshie dhenzvargw: ) 01 015 0L b)0,24 02424 0,242424;......
a, =lim a | 0,01,

b b

Cakto lim g, dhe vlerén e g pér @ cilén kénaget jobarasia

@ Eshté dhéné vargu me anétarin ¢ pérgjithshim ﬂ‘=l+{_]} .
n

&} Shkrusji gjashie anbiarel e piré 18 vargut; b} Paragiti gnétardt nd boshtin numerik,

) Provo vargu a Sshid monoton. %) Prove vargu a &shité | kufizuar,
d Per cilén vierd t& n do 1# jett e sakae jobarasia [a, —a|< 0,0017
&) Me cka éshié i barabarté kufiri lim a_ 7




T shqyriohet natyra ¢ nj# vargu, domethéng 1 konstatobet se & 83hi€ ai konvergjent ose nuk S, dhe nise Sshi, @
cakiobed viera kufitare e 1ij.

. Do 12 shgyrtojmé disa veti me 1€ réndBzishme i vargjeve konvergiente,

Pércille vérterimin;
TE supeajmé s varga konvergjent (4, ) ka dy vlera kufitare dhe le t# jené numeat
lh—al

adhe b, g+ b, Te rgjedhim rrethina disjunkic & — t& numrave a dhe b, Pér shembull.ntse £= , mEhend

(a-e.a+e)n(b-e.b+e)=2. Pasiaodshié kufir, ekziston numer natyror s, | wtillé qé 16 giithé anétasét a,, n > n,
sand ! rrethingn ¢ zgjedhur £ — 12 @, prané rrethingn ¢ zgedhur £ — o fka vetém shume anBtaré t6 fundshim prej vasgut,
Prandaj, & nuk &shi# kufi. Dometh2ng, nése vargu ka kufi, atéhert ai kufi #shté i vetmi,

Khilre virtetimin:
Lettjee lima, =a dhe (a—&,a+&), njerrething £ — ¢ pikisa Nitsc i gjithe anétarét e vargut gjenden né intervalin

(a—&,a + £}, asEhert vargu éshié i kufizuar.

Mese, tani, ka antiar 18 vargul jashta atij intervali, at#hert nume | tyre 2shié | fundsh#m. Nj&ri prej atyre anBtarive Sshié pika
mE ¢ larguar prej pikés o, Nése largésin e tyre prej pikis a e shenoimé me o dhe ¢r=d + 1, atther? intervali (@ —at,a + @)
da 1°i permban 2 gjithe anéaré e vargut, kurse kjo do 18 thoté se vargu Sshté | kufizoar.

Pér shembull,vargu me angiarin ¢ prgjithshem a, = —— ka vlers kufitare 1, g& do 1€ thott sc Eshié konvergjent,

n+l



|
Ti gjithe anétarét e kétij vargu i takoing intervalit [E-l]. peanda) &shii i knfizuar (fig. 1)

. 2 o RE BNC L BN
3 3 i S ET B
y fig. | I
Gyykimi | anaspelE nuk vien, d.m.th, ko varge i kofizuara g nuk jané konvergjente. Késhtu, pér shemball
wly Rl B o
2 3 4 5 n+1

Mghtd | kufizoar pasi i giithe anésrés e b i takojné intervalit {-L |} Ky varg ka dy pika 18 grumbullimit, pra nuk sshié
konvergjent (g 2).

*

Fs

ol -
LTI Y]
l ] g

= [

K#4E veti nuk do ta vErietojme, por do ta ilustrojmé ng shembull konkret,

Per shembull, ansarsyr e vargut 1; L4 L4k L4145 fitahen duke vazhdoar memytén @ njehsinnt 18 ménpés
katrore i mumrit 2 dhe aw gradualisht mmadhohen, por ngelin me i@ vegil prej njd namrd, pée shembull, pér shemboll 1,5
Ky varg ka viert kufitare. Ai éshté aumri +2,

Shepyrio vargu me anétarin e pérgjithshém a SEE ki kerveryjent.,
n

Shikie spildhfen:
ﬂ_=n—_l=1—l. d,., =I—:—. Pasi l—l-:]— I piir pdo ne M, pérfundojmé s vargu monotonisht
" n e+l ] A+l

trited. Prej ﬂE]—l-:[ pergdo ne M vijon se varg #shit | kafizuar, prandsj dipas teorem®s paraprake ky varg Bdhid
"
konmvergjent.

Wérieto se vargu me anitarin ¢ pirgjithshém a, =1+ l Eahidt konverzjent.
mn

Viérteto s¢ vargu me andtarin e pbrgjithshém @, = x Eshié konvergient dhe vlera kufitare e tij #shié zero..
il
Shifre véreerimin:

Duhet 8 viErietojmé s lim l=|:|.
=in
1
=—
]

-,

n

Nise e farmojme ndryshimin | @, —a!, fitojmé




Ky mir;-'shi-m dio 1 jetd § vog®l prej gfastdo nemri 1 vopll pozitiv £, n2e EshiE

l 1
= F dmith. R>—,
" £

Prindda), pér gdo n > n,, ku A, Eshté numér natyror mé | madh ose i barabarté me l vlen

£
(1 ol ==~k
== <E, dm.th. hm ==L
:ﬂ | ==
KBshiu pér shemball, nése £ =107, atéhert ptr pdo rr'.:-.rl,,=£:=li}[i, -l-wl’_ll =}--:1ﬂ': =g,
A "

I 1
M chy L Tl s AnBLaret . e, g eeee.-o PrEj vargut gienden né intervalin ( 0 .ﬁ } por nuedr i fundshdm,
d.mth, [0 anétarl e partt gjenden jashon atij imfervali,

Wise, tank, £ =107, asshers pir cdo o, n}ﬂ"=1=]l}'1. |l—u‘=—{m"=s.
£ n I

K jo b 18 thoté se vetlfm numer i fundshém i anétargve { TOMMO00 8 parét) jant jasha intervalit {—Iﬂ'-"_ll,'.l'-" } Kurse
pafund shumé, d.m.th. 18 gjith® nnétardt tier® jané n¥ ard interval,

. i wli ; r
Virieto se vargu me andtarin e pérgjithshém g, = (~1)" — &shié konvergjent dhe vier kufitare e tij éshié e
fr

barabartg me zero
. e, L ;.
Wirteto s vangu me anétarin ¢ pérgjithshéma, = el EahiE komvergient diie € ka vierdn kufitore 1.
n
Shihe vérietimdo:
fl 1
Pasi la, ~al= m—]‘=?. ky ndryshim shié mé | vogsl se numri | dheng pozitiv £ kuar
n

]—4: £, d.mth. n:wl—i- Prandaj. pér gdo A > A, kénaget
n+ E

< £, dmih. lim s =],
neem grd |

-

n+l

W VEre: nbse @ Eshi€ viera kufitare ¢ vargut (a, ), atéhert jashta intervalit (@ — £,a + £ ) mund 1€ keté vetém shime angtar
12 vargut, dhe 18 mé sk shumti n, (£), domth vetEm andtarét 8y, Oy, kurse kjo qartazi do 18 thotd se vargy
(e, ) patjetér duhet 18 jet@ i kufizuar dhe (& keté vetém nje pikeé & grumbullimit, Edhe anasjelitss: nése vargy (g, ) Eshid i
kufizuar dhe nése or Eshté pike e vetme e grumbullimit, attheré @ éshod viera kufitare ¢ 1.

Witre s
—ni¢se vargu (4, ) #zhié | kufizuar dhe ka vetém nj# piké i@ grumbadlimit, atéher# ai #shté konvergiens,
—nese vargy (a, ) #shté i kufizuar dhe ka & pakién dv pika 1€ grambullimit, aihert i Sshté divergienr;
—ntse vargu (a, ) Eshi jo i kufizusr, atéherd af 2shig divergient,




K.&shtu pér shermbull vargu anétari i pérgjithshém i té cili éshii:
a)a, =(=1)"m dmth vargu -1 2. =3 doon(=1) n,.. Eshié divergient, pasi 8shté { pakifizar

h:' ﬂ* =M‘ d_m_'m_'l.lmgu Dr %‘ =

%,..,. Bxhté divergjent, pasi ko dy pika té
grumbullimit - dhe 1,

3 _4
4" 5

L | B

Shike zgjidhjen:
Pasi vargiet (@, ) dhe (b, ) jane komvergjente, pér gfarédo numér poritiv 1 zgjedhur € ekistojng numea matyror 1, (£)
dhe m, (£}, 12 anillé g2

lg —alce pirodo n>m(e) ne N dhe |b —al<ce péredo n>n(€), ne M,
Nese n, (£)=max[n (£),n, {E}]. aBhers (8 gjithe andtars: ¢ vargut (c, ) indeksi it citit o > n, (£) gjendet né
intervalin (a—£.a+¢&), dmth lc, —al<£ péredo n>n, (£), me M, kurse kjo doté thoté se
lim ¢, =a.

=

¥ Kijo teoremé qubet fearemne pér varg - sendvig.

> c:mutut'ﬂnevmut[ : ]‘1"'“‘-“""““‘“"”"':1“"“"*"'”t (0) m[;}

1
jané vargie konvergiente me viesé kufitare 18 njgee 0, kurse (¢, Y [?]Blufvargm:

Nese (a,)=(0), (b,)= [

vmneﬂsizslpﬂmduneﬁ, utEherd sipas (eorem pér vary ruivl:wlthmL-ﬂ
noon Ll o

Detyra:

@ ViErteto se vargu me andtarin e perglithshém g, = I, a=273 .. Sshékonvergjent,

I-{-1)
@ Shayrte konvergencén ¢ vargut me andtarin ¢ pérgjithsh¥m: o) a_ _|: ]]"h” hjﬂ_=_n{+z_} 3
@' Viarteto se vargu me anétarin e pérgjithshém a, -I+%+%+%+...+% fshié konvergjent.

@ Lewjers o=, B e

N {lh::_nﬂt. Duke e rhatuar teoremén pér varg - sendvig virteto se
e +

lime, =2,



@ Cakto varg: a) rrses; b) zvogélues prej numrave rachonal, Kufini i1 cilic &shig 5,

(18} Cilét prej kityre vargjeve jané konvergiente, kurse cilét divergjente:

(e T o] (53]

H Ta shqyriojmé vargun me andtarin ¢ plcgfithehém: 2) 4, =8 bl a, =1-8"; e 4, ={—3}'.
Wire s
W a) Anétarét ¢ vargut 8, 16, 24, 32, 40,....800,..., 8000, .. pafundsisht rriten,
W Nise zgiedhim mumes sa do i madh A ={), githmon mund 1& caktohet anitar prej vargut of Sshtd s | madh prej til.
Kiétshtu, pér shembull M = 4000, atéheré pérn > n, = 506 fitojme se @, =K = 4000,
Domethéng, duke flluar prej a,,, = 4008 gdo anétar pasardhis i vargut &shié me | madh se M = 4000, phr vargun
e kille (a, )= (8n) themi se #shté divergjent dhe tenton nga + kur # ===,

W by Andtardt e vargut 0, —3, —8, =15, =24...,~9999,  — 90U, zvogtlohen nE pakufi

W Nise zgjedhim sa do g 18 je1 numér i vogel M < 0, giithmen# mund 18 gjendes anétari i vargut gf Sshid mé § vogél se
ai.Keshtu pershembull, nése M =—10000L atéherd pér n >, = 100 fiofmE se o =1-r'<-10000.
Domethéne, duke filluar prej a,,, = —10200 ¢do andtar pasardhés i vargut £shi@ me | vogél se numri i zgjedhur
M =—10000. Ky varg &shig, gjithashiu, divergjent dhe tenton nga =0 kur 1 <k,

B o) Andtar®t ¢ vargt —3, 9, —27, 81, —243....6561, —19683, 59049.. ose
-3, (-3), (37, (=3Y, (=3V....(=3)", (-3). (-3)".... pakufi rriten sipas vieré absolute.




B Mése ggjedhim sa do 1 718 numér i madh M =), gjithmoné mund & giendet anétari | varget gE éshié sipas vierds
absolute mé i madh se M, PEr shembull, nése M =600, sibherd pér nz ;=7 ﬁmjm!ml{—aj'h-ﬁmn.

Prandaj, dukce filluar prej @, = 6561 ¢do angtar pasardhis | vargut sipas vierd absolute &shié mé | madh se numri
M = ali,
Ky varg (stkurse dy parprakit) éshié divergient dhe sipas vlerds absolute tenton nga == kur 1 —poo,

10 Vargier andtar e @ ciléve 0@ pakufi rriten jang shembuj pir 18 ashiuguajturit madirdsi o médiajo 1 pakofishme.
Poashtu, ekzistajng vargje ku vierat kufitare jané 18 barabarta me 0, kurse ato i quajme meadfdsd i vagla of pakufishme
ose vargje - zero. TE atille jang, par shembull, vargjet:

[E]-l o 2 3 [iﬂ}._L 1L 1

" . SO S - H i PRI S Do
e N0 S S | .

[1 ]5 e T Pér ata kemi:

lim E=1:I: lim (-1) =0, lim 2" =0, dm.th pér¢donjérin prej kétyre vargjeve éshiglim a, =0,

r—f= g A= " = -

Wi muatematiki esporti nd@rmjet madhEsive 12 vogla @ pakufishme dhe madhésive & médhajn & pakufishme jang me interes
1€ vegunt dhe gshig dhingé me ki@ teorem.

Per shembullpér vargun , = kemi @, —» 0 kur n.—> o5, Nés ¢ formajmé vargun b, =ﬂl,ﬁmjm
n

st P =n—2c= kur f1—pea,




E- \D Shoyrio kenverghencin ¢ vargid {-’;‘" }4 & [’ varésisht prej numrit g
' Shihe spfilhjon:
Te mundshnic jang tre raste, dhe até; 1% Tgl=1; ilgl<l ¥ lgl=l,

15Prej lg =1 vijong =1 ose g <—1
apMNése q = |, atéheré prej shembujve konkret mund t8 pérfundohet se " —pon kur = oo, OF ta vErtetojme kEIE giykim
duhet 8 tregojmé s¢ pér charido numdy rend M =0 ekeision numdr natyror f1,, ashiu g#
nEm, =g =M.
E dijmié ¢ g" —1 ={q—l}{q' B S I I:I. Duke zvéndEsuar géonjérin peej n mbiedhésave te kilapac dyié me
mumrin 1, fitoimé g* -1 > (g - ”[!ﬂ: et =g =1-m prelku g" > (g=1)n+1, kurse
* rpim

edhe aq mé tepér g@" >{qg—1)n Prej kétu dhe prey implikacionit n>m, =2 (g—1)a={g—1)n, fitoimé sc

M
n=m o= g" >{g—1)n,, Miafton ¥ marrim (g—1)n, =M. M =0, péckatésishi n, h-ﬁ. pr fitojme
se p=m =g =M, dmih. limg® = 4co, plr g>1 Vargu {q"} gshte divergient per g > 1,
e

by Mitse iy < =1, aighend anitarét e vargut | ndémoing né ményrd altemative shemgat, kurse sipas vlerés shsolute temopns
ez +=a, d.m.th,

limg" =es, pér g <=1

vargu (") ashié divengjent pir g < —1.
glel. dmith =l<g<].

1
a) Laté joui () < g < 1. Nitse viéndojmé r=— fitojm&se r > 1, prasipas 1"a} r" — e kur # — ==, dm.th.
q

q" — 0 kur g — =a, DomethEné, vargu {-’Fb} EshiE Konvergjent pér D<g<1.

biMese dshiE —1 < g <0, andtarét e vargut né mEnyrE alternative | nddmojng shenjar Sipas 27 a) dhe worema
perfundojmit se

lim g" =0,

£ =t

d.m.th. vargu {qr"'} fshtE konverglent pér —1 < g <{). Domethiéng vargu {q'} £shte konvergjent per lg | = 1.
¥ 1gl=1, dm.th g=1 ose g=I.
a) Mése g=1[, mdher? g" =1 pér gdo ne N, domethéng vargu &shigt konstant dhe lim g" =1, d.m.th. vargy #shié

0 owm

konvergjent.
b) Médse g =~1, atfhert §" = [—1]" o pra wargu ka dy pika & grembullimit, -1 dhe 1.
DomethiEng, vargy dshid divergjent,




Cakto vierdn kufitare i vargut me anBtarin ¢ pérgjicthalém: a) [3[%T } bi {E. +f. . ]»

Pércille cgjidhjen:
. 1 1
aplim | 3 — | |=3lim —=3.0=ik
b= = T
I 2+l v ; 1
g ek R 1) afied)
b) lim 2" +1__ = lim 2= lim —~— = lim il S i, S 7 S0 .| S
A= 0 T 2“—--]-- [ 2-“ _I T 4"'._.1 R 4' 1 . 'I I_n
y = - ) mm[i-1

Welrieto oo vargu me andterli ¢ pErgrithshém a, =[]+l}’. e N gshii konvergent.
m

Shihe zgjidljen:
Bipas formiukEs & knomit kermi:
e e o b e ol

pas thjeshiimit me & dhe pjesBimit 12 shprehjeve v kllapat me 1, fitojmé

T (o o L o oy (R N (R

T gjithe mbledhgsat e anés sé djathse jani nusmra pozitiv. Duke zbatuar né barasing e fundit prej indeksit 7 18 indeksit 1+ |
di 18 vrgjme se ana e tij e djathit zmadhobet, pasi permban njé mbledhés mi shumé dhe pEr shkak 18 jobarasist:

1=

i 1 2 2 n=1 n=1
l==<]= [-—gl-——, . = —g]= T &
n eS| n n=1 i nel Y ke i

! L] '] wal
(1+-—] 1:{|+1—|] JAdmith, a <a, . qf dot thotE se vargy monotonisht rritet.

| -+
) I 2 =1
TE tregojme se vargu EBshié i kufizuar, Pasi | ——< I, l-=<1,..., | =—— 1 kemi
n [ n
]+l {I+I+—I—+ : *..:4 : .
n -2 1:2:3 123 -n




W 1 |
= s t— o i TILOI
123 21234 2 123ma 20 O

1+l <]+ 1+l+L:+-..+]—
fi 2.2 2

Shumén nit kllapa nE angn e djathi do ta njehsojmé si shumé & » anétardve & paré ¥ prograsionit gjeometrik

Chuke pasur parasysh se

i )

remmfetfor gy

L} L]
Fre]:dl'!ﬂh'rrniltﬁhinmnit[l+lJ Bshid & garté se [I+l] 2 2, pra pérfundojmé se 15[14.1] <7,
n ] n

O do 1 thot se vargu Bshid | kuflzuar, VErtetuam se vangu &shi monoton: dhe § kufizuar, d.m.th.vargu 8shie komvengjent.
Viera kufitare e i5j gjendet ndérmjet numrave 2 dhe 3, kurse shBnohet me shkronjén &, d.m_th.

> 7
?ﬂ []H';]. =g,

Numri & nukmund té shkruhet né formen £ p g€ M, prandsj sht numer iracional, d m.th.. mume dhjetor joperiodik.
q

i pafundshiém. Viera e tij éshiEndémmjet 2 dhe 3 ¢ =2, 7182818284, Al ka réndesi 18 vegant® nd matematiks, pasi
shifytézohet si bazé logaritmike, Logaritmet me baz€ e quben logaritme natyrore dhe shenohetme In. Shenja In
gshii shkurtesa e shkronjés fillestare s faldve logaritmus naturalis, gf do 12 thot logaritme natyrore,

Vijojné disa detyra me zhatimin ¢ vierés kufitare lim [|+1T =g
L] f

Cakio: a) im [1+%)M: b) lim {|+§]..

Shibe giidfyjen:

" L 1
g) lim [1+l] -[1+l] = lim [1+—II-Hm (1+~l-] me-lme;
Ai—his " f o " L sl




2n+3Y" 1 oF
6 > Cakio: a) lim [ J : b} Tim [I+ } .
: etm | Al (B n+d

Shithe ménprin:

ZevendEgmié 2n+ 1 = 2, ku edhe i — o kurn s oo,

Deryra:
@ Trego se vargu me anBtarin e pérgjithshém n][-l-} bil[—l,]: c} H]_ll: (4] [2'"}EEI'LIE'mr;-Rm-
i H -+

i

I:-E:I Cilli preg kétyre vargjeve me andtarin e plrgjithshéma) g =n; by a, ={-1 }"; a,=—n'; gra,= {_1}',]
tenlon nge 4=e osenga —=s, kurss cili oscilon?

_ anil L
@ Caks viedtn kuStios i vinpinbie: & 4, =0 b B =t
e 2
il -I|-l|l.! ol sl
b i ; lim 2"+ 3

(@) Cakto kufirin: &) lim ~———— ;
v 54T - 24T

(8} Cakto:
[

11
- T = e —
: £ ) B R T ) BT i
e [I+E+T'“+F} h}il‘nlll_??ﬁ*"'* I B o W o

@ Cakto vierén kufiture 18 vargul nése andtan i pérgjithsheém &shid;

aj[l+£]d; h}[H%]M: : cr[l+n:_5].,
os(1]": w3 o(33T




P

& Ja+bi<lal+ .
B nl=n{n-1){n-2)..3-2-1.
@ Cakwo: a)3!; b)5L

W g 2b' =(atb)(e’ Fab+1)

H S = -E-{ul +a, ]-%[Ia. +n ul]d]—fﬂtm:nmu-

réve tE pari (& progresionit angmetik,

’Ll:ﬂ;:ﬂdhhhngcl (a, i—[ e 1I:rrm: (8, :—[” 3 \ky i b, =2 dhe B b, =1,

L
d A —§ £ —* oo

a) lim(a, +4, ) dhe lima, +limb, b) fim (a, ~b, ) dhe tima, - fimb,
) lim{a, -, ) dhe lima, -limb o oy
e i r--ﬂ" el l;'-} I'I'I':"Ilb_ dhe Iiﬂ]ﬁl 4 .ﬂ‘ 20),
Shitve sgfidhjen:
In A= In' =2n=3
1] Hm +b I.un e oy e | = [ ————
A
2.3
Numéruesin dhe eméruesine pjesétojmé me n’, pra fitoime lim n ]"1 =73
n o I-I-; "
L 5

lim a, +I|m b, = 21+1= 3. Anét ¢ djathta té dy barazimeve t& fundit jané té barabarta, prej ku vijon barazia edhe @

=i

anéve té majta € tyre, dm.th, lim {ﬂ!,-l-b,}—fi_ﬂ_'l_ g, +lim &,.

bitim (a4, —& }=hm n’-—!—iawi=]; lim a,—lim & =2-1=1, domethéni: lim (a, —b }=lim a, —lim b,
Eoe— n S Ll . e (] b
3
n n-3 g n =4
¢y im | ——= |=lim =2 lim——:lim =2il=13, pullm {a,-b,)= !ll'l'lr:l IJ.m b.
A ﬂ'+l ] L - I+! Admmp ] B—== g
n
&% 1 li lim =8 li
2y ima, — ima,
Bt .LL;H:.. . e M o Aeep] £ a o
i e de e sl T3 1 %08 !Eb limb,

n L ]




Matyrisht parashirober pyetja; pérfundimet prej a), b), c) dhe ¢) a vicjn# n& pérgjithtsi?
Pérgyigien e k&saj pyetie € jep kjo leorems

Nése a_ =c, ¢ - konstante, pérgdo me N, WEE i:b.=cE b=l
WNése a, =b . perodo ne [§, atdherd
tim (a,b,)=lim ()= (tima, ) =a’

Mise a, =¢, ¢ - konstante, pérgdo ne [, atéheré
1 <

I - LR e 1
lim L=lim —=clim — .

= = T ﬂ. 5
b

- bﬂ A b. A b..

Veértetim: Prej konvergjencis s vargjeve (a Jdhe (b ) vijonseplr . numér pozitiv £, ekzistojn numra natyrord a,

dhe n_ t¥ atille g¥:
2 h._gl.{%hﬂl}nl: P‘—bl{%klﬂ h>oHy

Nese m, = maxin,,n,) atsheré |a, —a{-:i-— dhe ]b,,—hff:% kur n > n,.

Duhrer 1 virtetojmé se;
la, +B,)-(a+b)|=|(a, ~a)+ (b, ~b)|<|a, -n|+}i!r_-.h{-:%+%-e kur # > a,d.m.th.

(@, +b,)=(a+b)|<& kur n>an,

y GF duheshte (& vértetohet,




pérkatgaish, d.m.th. vargjet:
L4: 1.41; 1,414;.
25 2,03 L3 ..

> Leté jent (o) dhe(h ) vargie & fituara me , misiyra pér njehsimin  ménjis katrore™ pref numrave 2 dhe 43

Caktor o) lim {a,+b,);  bilim (a,-8,) olim (a,-8) & lm ﬁ—

Shiikre zpiidhien;
a) AnBtar®t ¢ vargut (@, +8, ) janE: 3.6, 3,64; 3650 . . .
Sipas teoremds paraprake, viera kufitare @ k) vargu Eshel numri J2 +45.
o) Andtaré te vargut (@, -b, ) jane: 3,08; 3,144% 3.161704; .., kurse kufuri § tf #shié numed 2.5 =10,

Njchso vierén kufitare 18 vargut 12 dhént me anitarin o tij i pérgjithshim:

2 o B3, In' —dn+1 } Inn
”“;' }5-..-.' T B a+2 -3
Shihe sgiidijen:

A - A=

3 fir [3+5)unm Jolim 2=3+0=3
H

) Koty nuk mundemi drejtpérdreit ta #hatojma teoremin pér kufirin e heresit, pasi vargjet (n+3) dhe (S—n) jant
divergjent. Prandaj do ta shfrytéeajmi kufirin e vargut - zero, d.m.th, edhe numéniesin edhe emémesin do 1'i pjesétogme

1 :
Hm =1 lim i:ﬂ. lim lJr-_"l-IZI'=IZI; lim £=5- lim —=5-(=An !'E (=1)==1.

LET weim | e | -=

F
¢ ) Kt edhe numériesin edhe eméruesin i pjesiiojmd me #°, pir shkage (& nj#jta sikurse nén b), dm.th.

4
lim [q__+i]
e non

3 4+l
Int—dn+l . T a gt 3
lim =lim = ==, h
n—am ¥ o -
St Lfn=2 5+§_i: Ii:m[5+ﬁ-‘—i] b
fnn e non
£ 3n-(n+3)-n-{n+2) . 30’ +9n-n'-2n 2n'+7 ”1(2‘ 2
¢} lim = B N T = lim =+ Lm0 S Ly Al =Z=2
==n+2 na-3 == (n+2)-(n-3)} amm gt 4 2p=dn=6 =R -6 '-"-n;{l_!_lf_i] 1
non




Niehso vierén kufitare @ vargut anétar | pérgjithshém | o cilit Exhed:

Tm—4 T4ndn ™ # (n=1){n+2)
= R 1 Pt S, U L ki S " . A, sl
b % n+5 J 2+intan n=1 n+3 7 nt 45

b (k1)1 P, Jai
E)“'“-'HHM._}' b a _2+446+ In: t}ﬂ"=ﬂ: SO =, oA

(n+2) ° . n(10m+1) 3n+2
Shyyrio mévyrien ¢ (& sgildhuris:
nt{n+1) at(ntl)nl _ 14(n+l) n+? 1
T R G L D) = (el en

by 2, 4, 6, , ... 20 jang m anéare e pard ¥ progresionit artmetik, shuma e @ cilit §, =%{2+ 2n)=n{n+1). pra

1+-!- lim Hr-l
n{n+1) — L nj_1,
w10 41) ne= 1:}+1 |.m[m+l) 10

i

R s =
S T T

: ~.|'n+l+».l'_ ] = -
! E[w lr] lrm{-.l': J_;Jn+l+»."_ 1Jf"“"‘+.a"J'i+1+~'.lr_!'I'-u'!“-j‘* M'“'

Detyra:

'::B' Duke § shfrn#zuar teoremat plr vargjet konvergjente, njehsofi kéto viera kofitare.

.|:| Ilthﬂ: =58}, ntse lim g, = 2, Iu:nb =1 b) E.".": Ba, -0 ), nise ,.JL’F'.""=:T‘"MJ’ =1;

= - : meam & :

g} lim =1 , &g lima, =1

ELE T b

Mjehso wierat kufitare t¢ vargjeve & dhitnd me andtarin ¢ pérgiithshitm:

an+bh 3n' —dn+1 L Y
R b b e ey
@ (m+2) (m+1) h] I+3+5+., .+ 2n-1
a '
{me2)=(n+1)! (2n+1)(2n=1)




Mjchsoji kfto viera kufitare:

@ vim 2305, by tim (V5 20 -
“mw"n +3n—l+n, el 2n-6 ‘
i +2n = Jnl+ 20+t -3
I ey e e
Oom(PiZa)  wm{tpmem

@ o lim (\Jlinj+4ﬂ+1-1'|5ut-2n—]]; b} lim (Yne2-Yn-2)

L th jet® dhéné progresioni | pafundshiém gieometrik @, ag, ag’, . . .ag"™"

E formiojmé vargun: 5, =@, &, =a+4aq, . . .5, =d+ags. . +aq T 4. ..
& supozojmé se vargu (5, ) #shté konvergjent, d.mth, le 18 jetd E &, =%, ku 5 #shté numér i fundshém (i cakiuar),

Domethéng, nése lim 5, = ¢ atéheré s=a+ag+.. . +ag” " +

Dot shayrtojme disa raste varésisht prej hesésit g.

1"lg|=1ldmth. g=1 o082 g=-1.

@) Per g =1 fitojent 1, =a -, pa lim 5, ===
bj Per g =—1 e fitojmé vargun a,0, 8, 0., (@ 2 0), icilikady pikat€ grumbullimit a dhe 0, prandaj éshiz divergient.

Domething pr |g| =1, shuma §'e progresionit 12 pafundshém gjeometrik nuk ekziston.




2* gl <1. Pasi shuma ¢ # andtaréve 1 par t8 progresionit gjeometrik &shié
9 _], dmth § =g S| ! .
g—=1 g-=1 g-1

! a , d.m.th. vargu {.5‘,'] Eshté konvergjent,

5§ =a

‘-’Er-:jt&m.s:ﬂlﬂtﬂs:q'—bﬂ,pnlim 5. =a +a =
A= g=1 1= 1=-g
pnamunﬂl:&shkmjml.‘S=u+ﬂq+.--+ﬂq”+,--=ti. |q§{l-
|
1 1 1
T# caktohet shumia @ progresionit -2-..5-5. ..F.
Shihe giidhjen:
1
Pasl a=—, g=—<1, prgresioni e ka shumén dhe al &shté 'i-% Ei,q- "EL'+ = 1] =1 (fig. 1)
[,
. 2
T I 3 3
0 %Ayﬁﬁ
% =
LT F ) 1 1
TE § F z

fig. 1
¥ Nescdshié |q|> I, arghert §° — oo kur n—+oe, praedhe g * — =, dm.th vargu (s, ) divergjon.
Domethénd pér g | > 1 shuma ¢ progresionit & pafundshém gieomeink nuk ekziston, a1 Eshi@ .1 pafundshém™,

Mjehao shamitn:
b g 3-1g-u"5+!g {I"i-—lg ﬁ+

) g 2+lg V2 #lg Y24,

. 1
ﬁ i

Kitn amlg 2, kurse hersi g = -Jf—--z-

= e
g2

T"_._

2

e

shuma 5 do t8 jeté: ¥=

IE—=ET-2132=|ga=|.
2

A
2

Cakto vlertn e shprehjes 15:5,/5,/5. .. .




Shile zpiidieien:

RN o 10 P 2 3073 N N NP 3 L Lo L g
Caukto vierén ¢ shprehjes: a) 3,}1%: b 'I|I31||2m.

Numrin 0,5555. .. paragite si shumé i anftaréve 1& progresionit & pafundshém gjeomietrik, kurse pastaj njehse ats

shiumé,
Shike gitdijen:
0.5555. .. i.piq.i....i.{."":l_;_l'.a.l_}L_r
100 1000 DO 20020 20 2000
I | 1 1 1 1 T R,
Brohe ss——— =i,
2[ AT 2, 1 2 F!'HE
1 10
% Mumrin 0,3(2) paragite si thyes# t& zakonshme.
Silribe zpfiabfer:
0 3[1]:—+i q.iq. 3 +i{'[+]_+i_|.
L 1000 10 H]I}{ 10
3,2 1 3. 210 *5!
10 100, _1 10 100 9 90

]ﬂ

Te rekendSshi barabrinés me bringé o Eshté brendashkruar rreih. NE até rredh Sshie brendashkrzar rekencdEsh 1 r
barabrinjés, né a1 rekéndEsh péredin meth efp, Njehso shumén e svprinave 1 atvee mathéve.

Shike spiidhjen:

Rrezja ¢ rrcthit t¥ paré éshi€ r =E,__“£ TrekéndEshi | dyvé Esheé | ngjash@m me 8 parin (koeficienti | ngjashmérisé &shs
1 | 1
'!-mr;=—|—w'_ L= r;=f—{n1: Shumia e syprinave 1 gjith mathéve Eshré
2 2 el 2 24

o Taf3T -ﬁ\"_ a'x avd | a'm
S=8+8+8+. . ku §,=mr'=x —_5,=m =x- =— S =ml=g| — | =——:
ST "|Lﬁ.12 TR Rl T i BT B 7™

2 3 ‘] ]
a“x a'x a‘x Fiip 1
+ + #. dmih §=—".=_gz?

§ =
12 4% 192 (1




@ Mjehao shamén:
3]"—%'}&—%4—.., b:l’."+%+%+...
EJIJ-+\I"E+I+-‘:|}E--. ¢}4+T+§-1—E§~+§+E+
d]|+mg~+m5’§+... g 3-lg 3 +lg 4 —1g 4T +..
@ Werieto barasing:
a) 3+1+%+...=;+%+%+... b) 24 L6+1,28+... =15-§+%—'§+.“

@ Mjehso vierén e shprehjes:
8 Y774 b) 3y 533,

@ Mumrin 1,535353... paragite si shumé 18 antarfve 18 progresionit # pafundshém gjeometrik, kurse pastaj njehso

ate shiumé,

@ Shndérroje né thyest ¢ zakonshme numrin: 2y 3254y byd, T 36

(8) Shuma ¢ anttaréve i progresionit t¢ pafundshém gieometrik dshié %, kurse antétari § dyié sshig 2. Cakio
andtarin ¢ tretd, A

(T Zgjidhe barazimin:
a) log, .:.'I-Icrg: x+log, x+..=1 (x<9) B2 W45 =1

{B)) Te vija methore me meze r #shié brendashkruar trekendésh barabrinjés, g trekéndesh &shid brendashknuar vijs
rrethors, né vijkn methore trekéndésh barabrinjés ci...

MNjehso:
) shismEn e perimetrave 1€ gjitht: 1) vilave rrethore; iy rekEmdishave:
b} shumEn e syprinave 8 githé: [ mathéve; il} trekéndEshave.

@ Te trekéindéshi barabrinjs me brinjé o &sht beendashkruar rekénd@sh barabrinis kulmet et cilit jan® mese:
brinjEve & trekéndishit t parg, te i dyvti nd menyré 8¢ ngjashme Ehie brendashkruar 1 treti &),
Wiehsar:
a} shumen e larBsive t& gjithe trekéndéshave;
b} shumEn e perimetrave 18 githé irekéndEshave;
¢) shumin e syprinave 12 gjithd rekéndéshave,

aw




NE kEsE eemé do 18 miisosh pér:

Funksionin me argumentreal ... ... 52

__.-"'.
r
\-;‘}

Girafiku i fundksionit.
Lerol ¢ funksionie
Furksicui cift dhetek.......... . 58

Periodicateti i fumbsionit.

Skicimi i grafikéve 1 disa funksioneve me
ndihmén e grafikéve ¥ funksioneve
T TR TR 11 coomssssmes s s a1 st g s 81
Viera kufitare e fumdgionit.........oooocv.oent - BB
¥lera kufitare e majtE dhe ¢ dfathté.

Zgjerimi i konceptlt viert kufiare ... 89
Orperacionel me vierat kulitare @

81 T 25
Driga kufi karakeberistik_ ... imims o o8
VijueshmEria e fnksomi. ... imimimne 101
Asimipiotat ¢ grafikut i funksioniL............. 104




e shkollimin e glertanishim mEsove pér; funksionin linear v = kr +n, funksionin katror
y=ax' +br+c (a=0), funksionin eksponencial y=a* (a0 dhe @ # 1) funksioni logaritmik
y=log r (g>Dazl dhe x>0). [ mésove funksionet trigonometrike ¥ =sinx, y=cosx, ¥y =g, y=cigr Pér
pdo funksion | mésove vetité dhe e vizatove grafikun e tij. Koncepti funksion 2shté njér prej koncepleve mé 1€ rénd@si#m né
matematikE, prandaj nE kSté piesé do & flasim né pérggithési pir funksionin dhe do 1@ mEsojmE diss vel & funksioneve,

Letéjeie A={a.b.c.d}, B={1.2.3.4,5} dbe f dhe g le 1& jend kdto rregullun 18 shog@rimit:
Jra=Lb=2 =3 433 Era=l, =2 ¢33, b33,
Me cilin shogrim 2shel pBreakiuar pasqyrimi?
Shihe rpjidhjen:

Shogérimin ¢ dhénd do fa paraqesim me kito diagramae:

Me [ éshii prcakiuar pasqyrimi prej A4 nt 8, kurse me g nuk &shté pércaktuar pasqyrim, Pse?
Bashkesia A quher domen, kurse bashkésia B quhet kodomen i pasqurimit f Bashkésia V, = f (A} e cilai pérmban
18 gjitht elementet y& B, ashtugé y= f(x) pérydo xe D quhet fusha e vierave 1@ pasqyrimit f




W Bashkssia D quhet bashRisia ¢ pérkufizinis, domen ose fusha e pérkufizimit 18 funksionit £ Né vend D, mé utje
shpeshheré do té shkrugmé D, D ...

¥ Bashkésia ¢ té gjitha pasqyrave f{x) 1€ elementeve xe [ gubet bashkesia ¢ vierave i funksionit f dhe shénohet me
¥ se vetgmme ¥ (V, = R).

ME tul]l:, ki fiikel plr JSunksion™, adse nuk Exkid théné ndryshe, do o nén kuptoher | Jurksion real pref nié ndryshore

regle
Per shemball, me pasqyrimin:
W fixrx+], 26 B, Eshi@ péickuficuar funksion real prej njé argumenti real pér té cilin shkraajmé

flx)=x+1 ose y=s+1 pér mé D=N dhe V, =R;
M f:xmx, xe A shit pérkufizuar funksioni fix/=x' pératé 0, e N dhe V, = =R ufo}.

“unksion f #shié ploigsishi | pércaknuar nése dinen: bashkesia  péckufizimit ), dhe rregulla £ sipas 3¢ ciles
pércaktoben vierat e funksionit.

M prakuik, nése funksioni i dhéné &shié percakituar sme ndom® shprehje analitike per i thettvuar domend do i llogarisim s
domeni perbihet prej giith numrove real® pér @& cilét aio shprefie amolitike ka kuptim

Domen i fenksionit:

) f{:}'=-uF dshie [0,+eo) b fixi=+1—x Eshié (-=,1];
€} ﬂ_.r]-ﬂ; BghtE {-o0 0) L {0,+0o); ¢) fix)=2x" +x eshié (—a+e);

: fix)=lgix+2) éshié (-2 +400),
E& Cakto bashkesing & pérkuifizimit 18 funksionit:

a) fx)=3c" —4x" + 2 b} ,r{:}=f=+_;,
-:j_f-tﬁ'}:'u's.!'—fl el ff:}:lg{.l"z—.r}.
Slrgyrte zoiidifen:

JA kakuptim vetdm nse A2 (; %uwﬂmpﬂ'ﬂii}. Ig A — vetdm pér A =0,

a) O, :[=oa, #); B2 -9wD dmih xedre=-30; e eNOA-33) L340 ) e RA-33L

. =41 =)
cl Ix—x* 20, x{3=x) =0 dm.th, -{ : e { i pra D, :[03]

Fmxzl F=x=10
) & =0, xl 11 =0 dm.th R X254 ra D, (4=
¢l " —x>0,x(x am.ih. :_I}nﬂﬁt 'l:-l-:':ilp i ; , .

Vereve se bashkitsia e pérkufizimit t# funksioneve t8 pérmendura nén a) dhe ¢) Eshi bashkesi e palundshme e cila mund
t& shkruhed si interval ose segment {imerval | mbyllur) ose union prej intervaleve.




b Cakto bashkésing e pérkufizimit i funksionit:

D ()=r -2 WS A f(=p— o ()=lelx-)

PEreaktimi 1 hashkgsove 18 vlerave té disa funksioneve nuk 8shté githmong ¢ behtg, Pér shembull,
bashkisia e vierave o funksionit:

a) fxd=qin 3 sshit [-1L10 b) fixi=2x+] éshi [—oo 400
I pér x =10

¢) flry=x'=2x=3 Eshté [~d4ak o} Fig)={0 pir x=0 &g |-101].
- plr 'z <0

Te pérkufizimi 1 koncephit funkston né B githé shembujte peadorém shkronjén x si 28vEndesim pér ¢farédo numer
prej domenit 18 funksionit pErkatds, Pér a8 themi se &shig ndnyshore ¢ pavarnr ose argumeni,

Per funksionin e dhing 7 shpeshheré shirunjmé f(x). g8 Ssh e njgngme (1 x = f{x), pore shirvidzojme
shénimin ¥ = f {x), ku pés shénimin ¢ ndryshores 17 varar g perdor shkronja v.

Métutje,ndryshoret 18 pavarural ose 18 varurat i shéinojmé edhe meshkronja fera: ¢, &, w2 7 ey,
Pitr shembull, me:

| =
flx)= Ir=1r+1, glx)=x+ o hix)= LTI. jane shénuar funksione 2 ndryshme peej
X+
argumentil 1€ njEjiE ndlraz, tani, me:
v =2r—| P =2-1 ' =2u-1 Lo
oo BT TR S i =8 T 0T sshot shinuar funks @ ent
JTix) o i 1) P ) =y shitnuar ioni i nj&jté me argum
té ndryshém,

Te tema paraprake mEsove se me pasqyrimin [ prej M né B &sheé pérkufizuar vangu prej numeave reald
{a, ), damah,

JFo M=+ N ose frnpsa,ne N
0 Pérshembull,me: f:ns2n, ne M gshié perkufizuar funksioni [ (# )= 2n, d.m.th ¢do numri natyror | éshié
shogéruar numér gifl pirkass: 1 = 2, Z2—4, 36, 4 =8 o

A

B Mefina,, u_=—] éghit gshid dhigng funksioni [ prej M n# B ko bashk&san e vierave Eshid vargu
n+
2 6.5 10
F 31 i" 5| ﬁ‘lll

Mése funksioni 7 &shté dhéné me formul@ ose me fald (pershireese), atéberd themi ze funksioni éshis dheénd
aralitikishi, ose se funksioni 8shié dhgné né forme eksplicite.




Pér shembull funksionet f{x)=x*+3, f(x)=4x, g i_.n:]=l. ¥ =-,-Iﬁ dhe 1 gjithe funksionet ters qf | dham
x X
deri mé tani jang dhénd me formuls, d m th jang dhéng né ményré eksplicite,
Né dhtntjen e nj funksioni né ményed pErshkruese ose me formulé nuk ka ndryshim # madh . PEr shembull,

#(x) o tshté e njdjte sikurse |, g (x) Eshed vlers reciproke & numrit 3™,
X

Diisa funksione mund tf jepen me dy ose mE shumd shprehje, pérshembull:

. <a j x pir x>0
o %
al .IFH]={JIFETJ}U; bl gix)= O pér x=0
G |—x—2 pér x<0.
Shpeshherd hasim edhe funksione & kEilln
a} Funksioni 520.% i pirkufizuarme
1 ptr x>0
sig x=+ 0 pér =10
=1 pér <
quhet sigram pref x ose shenja pref x.
b Funksioni f | pérkufizuar me
I per xe R
{r)=
/2 {u pér xe R\N

quhet funksioni § Dirikleur,
o) funksioni [x] i péricufizvar me:
- [ x] Eshaé numsi i ploté mé § madh g@ nuk Sshig ma § madh se £ quhet plesa ¢ plotd pref x.

Domethénd: x =1 {II]E.:. Pr shembull: |:3 %:| =3, [-25]=-3, [0,75]=0.

¢1 Dizsa funksione t# cilat jani dhiné me njE shprehje analitike mund ta shkruajmé me dy ose me shumé shprebje, dkurse
pér shembull:

£ pér x=0

flxi=|x=1 0 pér x=0; j{.ﬂr:’—ﬁH:«[
—-x pEr <1

«* =6y pér x>0
X +6x pér x<0,

d) Esht# e mundshme dhe anasjelltas, funksiones ti cilet jang dhéna me mé shumé shprehje t& paragiten me njg shprehje
analitike, Pér shembull:

2-x pir x>0
=f2x—x'|; Az)=+ 2 pbr x-0 =2-|x|.

24+ x pr x =10
sh

1x—xf pir ra (0,2)
' =1x pér xE (=00 O[22 40 )

_H.:J={




B Mése domeni i njé funksioni @shoe bashiEsi e fundshme, aéhere funksiont mund 1 jepet tabelarishs. Pér shembull, nése
per f:x— f{x) domenieshie D=40,1, 2,3, 4} dhe
J"{'I]}=l. ,I"{I:I-=EL f{2}=1. f[3]=], _.f'l:4:l=3i.

atéher? fuiksonin mund 1 paragesim me abelE;

Paragitpen tabelare 18 funksioneve do tashfrvizomE shpeshheri edhe ni rastet kur dormeni éshté bashkis e pafiandahime,
ine atd g8 tabela do b péebéhet prej shumd vierave tf fundshme prej domenit ge (& fitobet parashigim pér vijimin ¢
funksicnit. Paragitja tzbelare ¢ funksioneve shpeshheré shitvtézohet edhe né shiencat eksperimentale: Axike, kimi, shkencat
teknike e1j.

Te mésimi g vijon do t8 flasim edhe plr o mEnyré 1 réndEsishme 18 paragitjes s& funksioneve:
paraditia greometrike me mdihmen e grafikul & o né reafshin koondinativ.

Funksbonet kand shatim edhe né shkencat tiera, por vegcanrisht nd shkencat natyrore, Gjaté 18 studivarit e dukurive o
ndryshme natyrore zakonisht arribet deri 1e disa ligishmén g8 paragesin varshmen nd&rmjet madhéisive 18 cokiuara. Pér

shermibull:
a) Rruga § gjaté ramjes s& lirg varet prej kohes ¢ dhe shprehet me funksionin ;{r‘;:% e
D=F", g—nxifimi i Tokés (g =981).
b} Rruga & gjatit nxitimit b lvizjes drejvizore shprehet me formulén s =V1 + %EFJ, ku

1 {1 =0)) et madhisi e ndryshueshme e pavarur, ¥, éshie shpejtitsia fillestare, kurse @ éshié nxitimi.
¢} Svpring & ¢ rrethit varet prej mezes 8 0 S0 =r'2),

¢} Forca J ¢ mymés elekinke né gorkun elekirik me tension konstant LY varet prej rezistencés § [J{E}:%)

Crjatdl 1 shprehuwrit t8 varshmdrisé funksionale né shembuji paraprak dubet pasur pamsysh né fushén e perafizimait & vel
funksionir, Madhtaité g jani prezent ol funksionet ¢ shénuara kang dimenzione t€ shprehurn né njési matése, megjithosé
né rastet e atilla dot'i marmm parasysh vetém numrat maiés 1€ styre dimenzioneve

Detyra:
(1) Eshte dhénd funksioni f (x)=2x" = x+ 3, Caktoji vierat: f(2), £{=1), £{0). F(a).

I+x pér re {i—= 1]
F 1 = ,
() Nese fix) { 2x pbr xe (D4m)

S LR TRT - - i E S P T Rt

eri

cakoi vierat: £ (~2). £ (~1), £(0). £(1). £ (2}




2', xe (-1,0)
@) Lot jete funksioni @{x)=12, xe[0.1)
x-1, x&[1,3]

Calaraji vierat: @(2), @(0), e{ é ] P[ ";-} @(3).

@ nese f(x)=2. cako: 1) &j__;".!i i f[ﬂT”}]*f[Ez—b}
fx)-f(¥)

x=1 )
(&) nese fx)= Ty boserien SRR

(8) Parsgite me shumé shprehje analitike funksionin:
) fx)=x"-2]x-1: bi f (x)=(sgnx)-{ —1).

(@) Cakio funksionin £ (x):

) f(x)=ax+b, nese f(=1)=1 F(2)=-5 ) f{x)=ar’ +br+3, nise f{=2)=-5. f(1)=4.

(@) Cakio funksioain f(x) ngse: a) _."[.'r-l- . ]:.::'1 +L_.: v flr+)=ax’ +brec.
Ny X

@ Cakio fushén e pErkufizimit & funksionit:

Ay x=1 |
8¥=egpoi WYRGTE Wysli-3n gy= ' —5x+6;

X +4
d) y=+1=sinz: Ej_}'nln{f—'lf}+u'5—ﬂ:'-

(i) Cakio bashkesing f(A) nese: a) f(x)=2", A=[-2-1]: ) f{x'_l:l—;-r:. A={0.1).

() Shicruaje varshmtriné funksionale 1 syprinés § dhe kéndit prant bazbs s& meadhe te trapezi barakrahas me hazén g = §
dhe b= 4. Cakto domenin dhe kodomsenin & funksionit,

@ Shprehe sypringn 512 drejtkénd@shit 18 brendashkruar ng rreth me rreze R, 51 funksion prej njtrés brinjé 62 tij e cila
¢ ka Ejatéaint x.




If‘&‘,_ E ke t& njohur se njé funksion mund té jeté dhéné onalitikisht, tabelarisht dhe grafikish.

Pér shembull, pér funksionin f 1 dhine me tabelé domeni Eshis I S i ' s
D, ={-2.-1,0,1, 3}, lurse grafiku i tij éshig '
Gy ={(=2.3) (=12, 1010, (1,-2), (34} }.

W Grafiku b fumksionit y =" &t G, ={{x. %)l xe 2}, kmm&ﬁtuumnhiunitr-%m

& ={[J¢.£_]l:e PN

Grafiku 7, #sheé bashkési e pafundshme giithmong kur £, &shté bashkisi e pafundshme, kurse ¢ fundshime kur 0, gbg
e fundshme. Mund & thuhet se .G, ka ag elemente, saka [, ", Pasi gdo ¢ift i radhitr {ﬂ.b} prej numrave real paraged piks
né rrafshin koordinotiv, domethénd grafiky i funksionit mund t paragitet gjeometrikisht, si bashkesi pikash.

Vizato grafikun ¢ Runksiondt linear y =%x+2.

Sigyrte giidhjen:
Per i vizatuar grafikun ¢ njE funksboni shpeshvwerd bgjme abelé prej vlerave, dm.th, pércakiopm disa pika prej grafikut, 1
paragesim né rrafshin koordinativ, pea me lidhjen e tyre fitojmi parafityrim 1 prafiri@ pér grafikun e funksionit, fig. 1.

¥=ikx y=n

i
F

2 -l B 0 0
fig. | fig.2 fig. 3

e plrgiithési, grafiku i flumksionit linear v =ke+n Eshié dreitéz g8 & pret boshtin ¥ né pikén (0,n) dhe koeficienti i
dregtimit 1 cilic 8shid & =tga, Nése m=1), ahers funksioni & v = by (fmksioni i proporcionit e drejté), fig. 2. Nise
& =0, atither# funksionl ¥ =n Babié konstant, fig, 3,




Grafiku i funksionit f(x) =" medomenin 0 =[-1,2) s

paragitur ng fig. 4,

1
b Wizaro grafikun ¢ funksionit J-'=;-

Shyyria sgjidhjen:

|
Funksioni ¥ = — qubt viera reciproke pre) x ose
X

funksioni | proporcionit t ghdrejol {koeficienti i 18 cilit Bshie

1). Domeni i tij B =R\ {0}, kurse ¥, = [~ 0)u{0, 2= ).

Drisa pika prej yrafikue t8 tij (fig. 5) jané dhéing né tabel.

(¥T]
Ak |l | —
b

b =]

-1 =] g 1 3
fig. 4
¥
2
| p—a
-y e,
4 =] ) — N
— B x
-1
-2
\". g5

Vizato grafikun ¢ funksionil a) y=s5gnix; b} ¥= [.r]— piesa ¢ plotd prej x.

Shgyre coiidijen:
o} Prej prkufizimit i funkséondt vijon
| perx=0
0 per x=0
—lper x<0, figb
¥a

sprzl

1 o

My &
@ Caktoji f1)dhe AV nse [ (x)=x~1,
& MEsistemin kifnddrejté koordinativ paragiti pikat
Ai=1,0), B(2,0) dhe C(3.0),
O Zgiidhe barazimin 21" = x =1 =1
5 Cakiaji sment e polinomit
P(r)=mx' +d4x-5.

b) Sipas perbufizimit, pjess e plotE prej o Eshit numri me i
mimdh gl nok Eshitd mi i madh ge x, fig. 7,

_F'I
A -
1 *
= " x
- —.
i} | 2 3
A |
12 7

Shigfeta iregon se pikat ¢ skajshme ouk § takojné grafikur @

fienksionit.

B>

Eshiez dhéné funksioni [ (x)=1 -4,

Shite gfidhjen:
W f(2)=2"=4=0 dne f(-2)=(-2} -d4=0,

Vitren se f(2)= f(-2)=0. Dometh&nt, pir x=12 dhe
x= =2 vlerae funksionit Ehid 0,

Caktodi A2) dhe f-2). Chkavéren?




Pér shembaull, né fig. 8 s paraqiver grafilk | disa funksioneve.

Per e {-L0,L2,4}. f(x)=0. dmth zero t& atif
funksioni jand elementet e bashkésise {—1,0,1.2.4}.

b Cakto zerot e funksionit:
o

a) }l:Tl: by y=x' = g) y=xe’; & }f'{-‘:"‘]l#[’-""ﬁi'

Shike zgjidhjen:
) X =l=0=>x =1 0se x, =-1I;

By’ =x=0 = x(-1)=0 = 5=0v x,=—1 v x,=k
¢ xe' =0 = x=0.pasi " 20;

f) ¥ —d=0vx+i=l= x=2vg=-2vy=-=4

b Cakoll pikat te 12 cilat funksioni | dhéng ka vier# zero:
o y=rt-3x+2 B y=st-S5+d o y=(F-1)(¥-4)" g y=lg(x-1)
E N fig. @ 8sht® paraginur geaflku | funksionit v = 1.

W Ve se grafiku | funksionit v =" shiZ simetrik ng
lidhje me boshtin .

m FM)=F(0)=1 f2)=1(-2)=4
Né pérgithesi, f (—x)= f (x).

b

¥




Funksioni f{x)=x"' —2x" sshes ift, pasi [ = [ #shté bashkEsi simetrike ni ldhje me fllimin e koordinatave dhe

peredo xe R kemi f(—x)=(—x) —2(-x) =2' -2z = f (x). Funksionesiftjang f (x)==2", f(x)=ixl.

Funksioni f (x)=x" me D =[-1, 2) nuk éshié gift, pasi dhe bashkésia e prkulizimit nuk Sshié simetrike ng lidhje me

fillimim & knordinataye,

W Nesepika A(x, f(x)) shirihet né grafikun e funksionit f ()= x°, atsheré edhe pika B(—z, f {—x)), giithasht,
shiribes né grafikun ¢ funksionit, d.m.th, pikat 4 dhe 8 jang simeirike nf lidhje me boshtin y.

Shaqyrio cildt funksione jang gift:

al f{_r]-:j-_t:—j; 7] f{ﬂ}=2£:_"i\. o, =EEJ. == e} flx)=

Shyyrtafe zgfidhjen:
a) D =R Eshié hashkisi simetrike dhe f (~x)=3(=x) =5=3z" - 5= f (1), pra funksioni Eshis gift
b) Funksioni nuk &sheé gift, pasi 0 = [(),00 ) nuk Sshié bashkési simetrike,
¢} [=H #shté bashicEsi simetrike,

O +xsinx+l
(e

_ F ] i ' o - . 1 .
H.‘Jf]"i o) +{ x]i:n{ x}+l=x :{ sln‘r]'+l=r +‘.ﬁmf+t_”ﬂ| ok i
PR g g o
Viérielo se funksioni &shig ¢l
- ESEX _311‘3“5-"-'. T
a) fx)==— by f(x)= S ¢) fx)=2 + 3

W fig. 10 Eshi® parwgitur grafiku i funksionit ¥ = sin.x.
[ e se grafiku | funksionit ¥ = sin x Eshed simstrik o lidhie me fillimin e keordinatave.

(v J'[-%JFL a I[E]ﬂ. pra

{5443

©' Funksioni /* me domenin D &shié funksion tek nése:
1. L» éshié bashkési simetrike né lidhje me fillimin ¢ koordinatave.

2 Pergdo xe D, f(~x)=~f (¥).

I Pikat McAx)) dhe M(-x0-x)) shirihen né grafikun e funksionit v =sinx dhe jand simetrike n@ lidhje me fillimin e
koordinatave, pasi M x simo) dhie M-x, siny) shirhen né drejtéein MY qE kalon nigper fillimin e koordinatave dhe jang

i s 86 bnrguars peej tij.
s




Mbaj mend!
Funksionet, grafikét ¢ & ciléve jané simetrik né lidhje me boshtin ¥ quhen funksione gifie.
Funksionet grafikit e 12 ciléve jang simetrik né lidhje me fillimin e koordinatave quhen funksione ek,

b Véreto se funksionet jang fek;

al ,f{_.r]=—£: by fx)=x—x ¢l f{x}=3x—sinx
Shgyrio sgitdifen:
a) [ = R 1 {0 } #shté bashkési simedrike, j{-—;‘j:—f_’—ﬂ:-(-i }:-Jr (x)

by D =R #shié bashkesi simetrike dhe f (—x}=(=2) = (=x)==x' +x==(' = x)==/(x)
e} =R, fl-x)=3[-x)=sin(-z1)=-3x+sinx=—{3x—sinx)}=—F(x).

I> Shgyro cili prej funksioneve Eshie cifi, kurse cili dshie ek, nBae:

a) y= 4.1‘1: |:IJ_1-'=|:.K—|]!: Q) ym rsinx: 3y "—J':+ll'.
1+x [ +cosx
Vifre mdnyrds ¢ 2o dife:

A=) x4
1+{-x) I+x lex

a) =K &shié bashkés: simetrike dhe f{-x)= =—f{x), funksioni &shué rek.

b} D=R Eshi bashkasi simetrike, f{-x)=(-x- |f ={r|:—|}[1+11}: = [-1'4-1}: # flx) nuk éshid gifi:
Fl=x)=(x+1) 2=f (x). nuk estie ift. Domethent, funksion nk Ehie as gift, as tek.

o) 0 =R \{(1+24)x, ke )} eshie bashkesi simetrike.

f(ex)= —x-sin{-x) —x-(-sinx) xsinx
14 cos{-x) | +cosx 14 cosx
§) Dz +2x20, dmith xye (—es,— 2|U (0,429 ) nuk Eshis bashkesi simetrike, domethéng funksioni nuk shté us
ift, as ek
| Nése domeni [ i funksionit f shté bashkési simetrike, attheré funksioni £ &shté edhe gift edhe ek nése dhe vetém
nese pérgdo r& D, f{x)=0 {m€ veti e ka vetém funksioni zero i pérkufizuar n [)
Degpra:
l:l;} Vizndo grafikoun & funksionit:

= f{x). funksioni &shé cift.

a) y=-2r+3 b) y=at =2x-3 c) 3.r=-2—, e B0}
X
Cakto zerot reale t funkssonit:
@nbf{x}=—§.t:+1; b}f{x}=%x—2.

Ta




@4#I[#]=—2+31—.rl; b}f[x]=:1—5:]+4:.

=172 16

@ a) f{"}'rl +3 b fix)= _T
@ &) fl:.t:l=iil':.l!—ll: b) f {x)=minx+1.
i) _f[_t}=3"1"'—3: b} f[r}=1_ng: l:x"'+1,::}— 3,
(T) Venew se fimksioni éshié gifi, nése:

a) f (x)= 2 fsina: = o f(x)=deoss,
VErteeo se funksioni Bshis tek, nése:

a) f{x)=2x -x" -2x"; by fFx)=x"+digx

Konstato cilzt prej kityre funksioneve jané gift, kurse cilée jané tek.
(@) ) f(x)=x"~1-3cos; b) ."'ff]'=f+2+silu: g) Flx)=5", nel.

EI,I"I.I"I-IEI .l:' -

a8 o) £(x)= e by f (x) 2"+I
@“f{-’f}—{”ﬂ l : h}.f{.r}=lg[:+1.lll+.r"].

Domeni | funksioneve tigonometrike ¥ =48in X dhe v =cosx éshid bashksia ®. Pika M (g, 1),
L

duke BEvizur népér vijin rrethore trigonometrike (pér shembull né kahen ¥
pozitive), do f gjendet 0 poxitEn e njdjiE pes njé rrotullimi o ploté, dm.th.
pér kiéndin prej 25 radiané. Prandaj, funksionet sinus dhe kosinus do 18

Kend vieré perkatse i njéjie perkéndin x + 2 sikurse pér kéndin r, Pér
gho xe R, dmith

sin{x+ 27 )=sinx; cos(x+ 27 )=cos x.
Pasi pér pdo xe B dhe pérodo ke Z vien:

sin{x+2kx)=sinx dhe cos(r+2kx)=cosx, fig. |
domethént se vierate sinx dhe cos x pérsériten periodikisht pes gdo ndérrimi tf argumentic x pér 27 (ose pér 267 ),
prandaj pér funksione: y = sinx dhe y=cosx themi se jani finksione periodike, lourse per menrin 24 se Sshid

perioda mé e vopdl,
Funksione periodike jang funksionet ¥ =1gx dhe v = Clg.x, kurse periodn mé e vogél éshid 7,

Micoszsmz)

L




Numri @ quhet periodi ¢ funksionit £ kurse numri mé i vogél prej tyre, nise ekziston, quhet perioda mé & vogél ose
themelore ¢ funksioniL

W Prej vet pérkufizimit vijon sakiésia edhe e kenyre givkimeve:
a) Mese funksiom [ me domen [3 #shté perindik me periodé @, stéhert numri k@, ke £ #shi@ periods & funksionit
Fodmrh, fi{x+kw)=f(x).

b Nese funksioni f () me domen D #she# periodik me periodé @ dhe nise o Sshtd numr real | ndryshueshim pre]

zercs, mEherd funksioni F (x)= f{ax) me domen D, ku *& D, & ave D mpammpeﬁudel-ﬂil.
a
Shil ménprde ¢ vértettmie:
Prl!iIE-D|=='.ﬂIEﬂ=?ﬂI+¢Eﬂ=ﬁﬂ[1+E ﬂ:[;+EJ(ﬂ,.m
i a a
F[J+E]=I[a[:+ﬂ]]=ﬂm + @)= f (ax)=F(x).
a a
Prej givkimit paraprak vijon se perioda mé e vogll e funksionit ¥ = 4in2x éshig %:ﬂ', kurse t& funksbanit
J.l=l:m%p:rindnmﬂfwxgllﬂﬂ!%=3£.
3
’ Cakto perind@n m 1@ vogel 1@ funksionit v =asin(bx+¢).
Shayrio sgfidhfen:
Leté jeté mpedndnekahl.ﬂ:h'szak‘uﬂ:;jm:usm{b[x+m}+c:|=ﬂ5in{b:+c'_ly-i_juu
sin{b[x+ @)+ ¢ )—sin (hx+e )=0.
Me transformimin né prodhim fitojme:
bx+a)+ fe—
o (x+a) ;+{M+c}xtnb(r+w]: {b.r+r:]=ﬂ.‘ dise ik Ecmz{b:+;]+&msinﬂ=ﬂ.
. b ir 2x
Prej k&tu vijon a'.mai- o) nése IE"?m':ﬂ, dm.th. @={ ose ?: £, dmih ﬂJ--E-. pra perioda themelors shig EI"*T-
:;;> Cakie perindén themelore 1€ funksionit: 2) y=atg{bx+c); h}}l=1ﬂg[3§—§}

ﬁ Cakto periodén themelore 1@ funksionit; a) ¥ =2 sin Jr; h;l_'.'n-;-msdr, ) ;|.|=|Ig§,

&> Cakto periodén mé v vogél 18 funksionit: 8) y=cos® s b) y =sinx cosx;

e} y=sln:+%sin2.r+%'sln3x.




y. - 1+ces2y 1 1
a) Y=o k= ﬂ; =E+-iunlx.hm=:r. h}y=ah;m=lz-2ﬁnrmxn-lisinl:h-¢m=x.

clLetfjetd ¥, =sinx, & =2%; ¥, =llsi:nlx, a =T w =-;:si|13.x. ﬂ__=?.

ir ix

Perioda mé ¢ vogel @ = SHVP (0, @, @,) . Pasi o =1ﬂ'=%r G, =F="", 4 ="x,

syvp| 6% 3z 2n)_6x
3 33 3

4

3 3

= = 27, domethéng, perioda themelore 8shig gr= 2.

Funksioni f (x)=x~[x]. D =& #shes periodik me periods 1, Verteto

Shgyrie verietimin:

Funksioni [.l'] Eshi® pless e ploté e ¥, d.m.th, numri i ploté m# i madh gt nuk #shté me § madh ze %, kurse funksioni

fix)= .1.'—[.:'] qubet pjesa thyesore prej x. Pasi [.::-r []: [.r}+ I, kemi:

Flx+1)=(x+1)-[x+1]=x41=([x]+1)=x41-[x]-1=x=[x]= F (x).
Periodicitess, sikurse funkssoni ¢ift dhe tek & funksionit t# dhéné, mundéson té studiuarit e j & kufizohet ng nj@

inénbashkisi ku ai Eshté pérkufizuar,

Nese funksioni f (1) 28 perlodik me periodd @, g 1'i studiojmé vetité e tj mjafton g '] studicjmé vetit vestm
1 mje seEmenti [-II. b] me gjaesi g P shembull, grafiku dhe vetit e funksionit ¥ =sinx, y=cosx i studiojmé né

segmentin [0, 2.'-!'}_
Mese xe [0,1), stthers [x]=0. prapir xe [0.1) grafiku
i funksionit f (x)= x—[x] puthitet me grafilume £ (x)=x.
Pasi funksioni f(x)}=x—[x] #shté periodik me perioda 1,
grafikun do ta fitopmé ashiu qf grafikun f{x)=y pér e [ﬂ,l},
dota transkatojas ndgds beslitin « majlas dhe diothitos pér 1. Az

b

B Né fig. 3 eshei paragitur grafiku | funksionit
Flz)=x+1 medomen D =R,
Véren se pér ¢farédo dy vlera t€ ndryshme x, dhe x; prej
domentt, vler®s mE o madhe t8 argumentit | pergiigjet
vlera mé e madhe @ funksionit, d.m.th, funksiond rritet ng

F

A
F¥

=3 =3 =1 0

flg 2

NE fig. 4 eshié paragitur grafikishs funksioni f (x)=x",
Véren se funksioni zrogdiohel ng intervalin (—e,0),
kurse rriter ok intervalin (0, +oe ).




Funksioni i eili ka ndom veti prej a) dert o ¢) gubes funksion monaton.
Funksionet 18 cilg1 vetbm rrilen ose vetdm zvogélohen quben funksione rigorozishe monotone.
W& fig. 5 #shte paragitur grafiko i funksionit g mitet, kurse né tig. & grafik i funksionil g8 avog&lohet.

:ﬂ/ T \
fl)

fig. 3 F
Métutpe 0 mé 58 shpashiti do 18 jeté interval, pra monotonin ¢ funksionit dota Ihq}ﬂnjn?rﬂ_imenll-

’ Shqyrto monotonin ¢ funksionit: a) f(x)==2r+% b} flx)=3r-2 o flx)=x
Shayriv cgjidhjen:
a) Domeni i funksionit [ = (—ee +o0). Letéjet x, ¥, & [ dheletdjeté x < x,. Kemi:

F ()= f(m)= (=25 +3)- (-2 +3)=-2(5 —x)
Prej x, <.x, vijon x = x, <0, pra
Fln)=fx)=-2(x-x)>0 dmth f(5)>f(x)
Domethéng, funksioni v ==2x+ 3 zvogtlohet né intervalin (—=,+ =),
¢) Funksioni f {x)=x" nt D =(—=,+=) nuk éshié monotan, pasi, pér shembull:
-2<-1 dhe f{-2)=d<l=f (-1} —1<3 dhe f(~1)=1<9= f(3). Por, n& gdoniérin prej intervaleve
(—ee.0) dhe (0,4s0) n# veganti, i BshtE monoton.
W Funksionet y=3x', y=x"+2, y=x"+] jankmitése, kurse funkslonet y=—x', y=-x'42 jané svogiluese

} Funksioni eksponencial y = 2" rritet monotonisht né ményré rigoroze. Vérteto,
@ Nese funksioni f{ 1) 8shté jomvogeiues, stghers pér disa viera té arpumentit 1, %, € D mund € jesg f(x, )= f{.r,}.




T2 shqyrtojmé segmentin [x,. x, | dhe gfarédo viere 1€ argumentit e [x,, x| Pasi
funksieni Sghié pevogilues dhe x < 1< x;, VijiEn 58
fln)25(x)=f(x) dmih f(x)=f(x)=f(x)
ge do 18 thoté se funksioni f () EshiE konstant né segmentin [x,, x. ], fig- 7. Né ményre analoge, deri te pérfundimi
i njtjté arrihet edhe nése funksioni &1 joeritss, fig. &.

v 4
ﬂ L X T ﬂ
fig 7 Z fig. &
I pEr y& (e, 1)
Funksioni  f{x} = 1 pér xe{l3) | Ekzistojn funksione g nuk jang monodone te asnjé in-
x+1 pEr xe [34=5) terval. PEr shembull, § atillé #shid funksioni | Dirthleud
gshiié monoton gt rritet né piesé, d.m.th.né intervalet Fiimd B XER
f—W.I]-lﬂu:[ﬂ.+W}. kurse ni intervalin [l.B}EII'I!E Vi 3€ K,
kanstun
Detyra:
Cakto periodén themetore t funksionit:
@a}y:s'm%x: b }r=|:r.gJ—;: ¢) y=2cosdx.
@ a) ¥ =|sinxj; b} ¥ = sinx + cos x; el _'.I=sinz%.
@ al y=5in§-x+MEEn b ;H=I'.“D!.3.I4‘E|IIE-
p 3 2
Provo cili prej funksioneve Sshté periodik:
@ a) fx)=xsinx; bl f (x)=sin2x +sinx
(5) a) f(x)=-24sinx b} f{x)=x+cosx

(6) Veneto se funksioni: a) f{:}:-i}ni dshié zvoblues:  b) Hr]=%x+3 Eshid rrités.

I:‘E:I Vireto se funksioni:
al ¥ = log, x Eshei rrités; b) y=log, x dshié evogilues; ¢ y=3 #shié zvogilues.

I
(8) Cili prej funksioneve éshig rritgs, kurse cili zvogéiues ng intervalin ¢ dhint:

a) y=x"+1, [0,); g [a]: 8 y= [0, 32

x+1 x©+1




= o

|
-

ME fig. | @shis paragitur geafikui funksionit ¥ = ° | me domen [ = &, kurse né fig 2 grafiku | funksionst ¥ = sin x me
domen 3 =K.

LE- |

TS
fig. |
M Véreve se bashkisia ¢ vierave t& funksionit y=1" =1 B Vireve sc bashkésia ¢ vierave t& finksionit v =sinx
gshie V, =[-1, 400}, gshte V, =[-11]. pasi ~1<sinx=1.
W Funksioni ka viert mé té vogél, d.m.th. i kufizuer prel @ Punksioni ka viert mé 1€ madhe, d.m th, &shté i kufizuar

poshtd. prej siptr, por ka edhe viert mé 1# vogtl, pra &shié i
W Funksioni &shté i kufizuar prej sipés. kufizuar prej poshte. Domethéné, funksioni ésheg i kufizoar,

W Nese xe[0,2], atthert V, =[<1, 3.

Me fjalg 18 tjera, f () #shié: i kufizuar prej poshté, i kufizuar prej sipr, i kufiziar, nEse m& vet @ ka bachkiisia e
vierave t& gaj I-';.
Numri M quhet kufie § sipéem, kurse m kufirt § posheem | funksionit £

Par gdo funksion g muk ¢ plotéson kushtin ¢ themi se &shid i pakufizoar ng 0,

W Prej pérkufizimit pér funkséonin e kufizuar vijon se grafiku i njé funksioni ¢ kufizuar f (1) giendet ndérmjet
drejtézave paralele y=—k dhe y=k, dmih -k < f(x)<k.

W Funksioni [ {x)=sinx (fig, 2 &sheé i kufizuar, pasi pérpdo xe B, |sin x| £ 1. Gjithashtu, funksioni ¥ = cos X &shig
Eshtd i kufizuor, dmah. [cosx{ €1 pérgdo xe [

W Funksioni f (x)=1" #shté i kufizuar né bashk@sing e numrave reali, pasi sa do gf té jett i madh aumri &, giithmon
mund t& gjendet numér real x, ashtugé | x1’ > k.



W MEse funksiond Eshié § kufizuar prej siple, atdherd ai ka shum® kufi of sipérm.
Pér shembull, funksioni j’[:]=—.t: +2 dshid | kufizuar prej siper, dmah., F{x)5 2. Kufir | lar@ §
funksionit £ (x)=-x" + 2 mmund té jeté gdo numér real g > 2.

Mbaj mendd!
iEuﬁri mé | vogel i siptem p i funksionit f (&) qubet supremum i funksionit dhe shénohet me Il:pti"fl'}] =p.
Kiufir i poshtém mé s madh m i funksionit /' (x) qubet infimmum | funksionit dhe shenohet me inf (/ (x))=m.

Supremurmi dhe infimumi m-m-ﬂm:wi'immmmtﬂwm

W Funksioni f (x)=1+ x", xe B sehid i kufizuar prej poshté. Numri 0, pir shembull, £shté nj# kufi i poshtém, kurse
nume | Eshié infimumi | funksioni, Af § akon bashkisise st vierave F,r- pasi f {0)=1.

Funksioni f{r}=2', xe R Eshté i kufizuar prej poshié, Numrd —1, pée shemball, &she@ nj¢ kufi | poshtém, kurse
infimuemi &shté numr 0. Al nuk 1 tkon bashkEasé s vierave V', 18 funksionir, pasi barezimi 2* = () nuk ka zgjidhje nd E,

"
3]

B Funksioni f {r]u . D= —se.0)0(0,52) nuk Eshié i kufizuar as prej poshié as prej sipee né L. Nese, tani,
|:J.-':||=— e shoymojme né ndonjé interval {@.b) prej D, pér shembull né intervalin (1,00 ), atheré ai ka kofi @
x

poshtém dhe poashiu inf (f (x])=0. i cili nuk | tskon bashksis# ¥, domethéng nuk ka viers me t& vogél

1-J|—

N imervalin (2, 5) funksioni ,F{.r}— gshié i kuffzuer dhe poashiu mf{f{x}}— —, kurse sup( {x))=
Funksioni nuk ka as vlers mé i madhe as vier# mé 2 vogél né intervalin (2,5).

1 1
N intervalin [2,5] funksions f{.::}=l ke vicait me té vogél . kurse viera mét e madhe .
X

Shepyrio funksianin f ()= a Eshtit | kufizuar.
Kheihre zojidiien:
x .r: #1-1 x' +1 L 1
- = e e 35 | = )
fx)= l+¢ 1+2 1+x 1+x |+ x"

Pérpdo xe B, f(x)20, kuse f({0)=0.

1

Pir gdo x& (~oe,0)U{0,0), funksioni f(x)=1- T <1, domethént 2shié | kuftzuar, dmth. 0% fx)<],
+ X

inflfx))=0, kurse sup{fx))=1 Infimumi i takon bashkésicd ¥, = [ﬂ.l}, nedirea, supremimmi nuk 1 takon bashkisesd V|
domth, kn vier® mi (8 vogel, por ouk ka m@ & madhe.




k|
-.}."—- b} f{;]nll‘:h‘_ ﬂ:R"_

e’

Shayrto ke furksioni a éshie i kufizuar: @) f(x)=
Shegyrto se funkdioni a dahd § kufizear: a) J'EIJ—-'I-I-I*E: L&Y _'||'==lt'!-3.

Shgprto minyrén:
1) y={¥~dx+4)-4+3=(e-2) 1. (x=2)} 20 pe o xe R, kurse pir x=2. f(2)=-1,
Dometheng, Funksioni &htd § kufizuar prej poshis, inf (f (x))==leV,, V, =[~1,=}.

Funksioni ka vlert m

B vogsl —1, pir x=12.

Numri (%, ) qubet maksimumi fokal i funksionit [, kurse 5, quhet pika & maksinumit lokal (fig. 3). Nése
Flx)< 1 (%) porgdo xe (x, - 8.5, +5),

steher  (x, ) quhet muksimumi lokal rigoroz.
Fh _'|.|I|II|
3 | .
X o 'I:.-_
. = - x +5
i -4 X, x4l oy i i L

Numrt f£{x,) quhet minimumi fokal i funksionit f, kurse x, qubet pika e minimumit lokal (fig. 4). Nése
Fx)= £ (x,) pir pdo x& (5, —d.5,+ ),

atéhert f (x, ) qubet mimimumi fokal rigoroz.




Cakto vierat ekstreme 8 funksionit _‘|"=|]"'.i."=|.
Péreille spfidhfen;
EJ_{ [-x* pér xe[-11]
-{1

yeh-rl=i
~x") pér x& (—eo—T}ui(l=a).

Funksiomi ka maksimum lokal {0} =1 pvr x=0), kurse minimum lokal pér
5 =—| dhe x, =1, dmith. f{~1}= f{1)=0, fig. 5. L

Mise ndonje maksimum lokal ose minimum @sht¢ viera mé ¢ madhe ose mé e vogél e funksionit / né domenin 12,
arfheré ajo vierd quber meaksimumi absoluf ose minimumi absolur.

Vire, furksioni v =|1 —x°| ka minimum absolut f (<1)= f (1)=10, kurse r=-1 dhe x=1 jané pika 1& makstmumit

absolut dhe pika t& minimumit absolut. Funksioni ka maksimum lokal, kurse ai éshee £ {(1) =1, kurse nuk ka meksimum

abaclur
b Cakio vieral ekstreme € funksionit: a) y={x—=2; b) y==25"+1,

Detyra:
Shqyrto -n:l prej funksioneve t& dhind Eshié § kufiauer prej poshte, cill prej sipr, kurse cili | kufizuar
@ a) y=2x' +3% bl y=3-x'; e p=x =2
() a) y=x" +5x—6; by y=—2x" —3r+2.
@) w y=|d+x+1; b y=1-|z-1|.
@llif=3"+l; b} ¥=3"+1.
@_} a) ¥ =SINYCOS X, b) y=—3cos2x,

(8 Porqdonjrin prej funksioneve te detyrat | - 5 cakto bashkésing e vierave V', . Cakto:
supremumin, infimumin, vierén mé t& madhe dhe mi ©F vogél 18 funkstonit, nése eloristojnd.

Cakeo ekstremete funksioneve {7—9):

@ ) p=x' —2x B y=—x"+3r-2 c) ¥=lxl.
a) y=sinx, xe(0.2x); b) y=cosx-I, xe[0,2r]
1 Ix-2
Yy= : b) y= :
@0y I+xt ;
sz 2x
{0) Eshté dhéne funksioni f ()= ——.
1+
1) Cakio D, e funksionit, b) Cakto Ve funksionit.
¢} Shgyrio funksionet e kufizuara ¢l Cakto ckstremet e funksionit,
d) Cakto intervalet ¢ monotonisé. &) Shapyrio sc funksiones a jang ¢ift, ek,
f) Shayrio ge funksioni a Eshté perodik,

o




A i}- Le t& jent dhéng polinoma B (x)=x* = x+1 dbe B, (x)= x+ 2, Cakto shumén, ndryshimin, prodhimin
' dhe herdsin ¢ polinomiéve 18 dhing.
Shihe zgjidhjen:
B P{c)+P z)=P—xtl+2+2=0"+3 F{x)-Plx)=x —2+1-(x+2)=2" -2 -1,

Bz} Pix)=(r —x+1)(042)=8 £ ¥ —x+2; Bx): B (x)=(x" =x+1):(x+2)=x~3 dhe mbetja 7.
VEreve: shima, ndryshimi dhe prodhimi i dy polinoméve nuk &shié gjithmong polinom, Herésin e dy polinomdve mundemi

ta shqyrtejme edhe si thyese, perkarésisht

B(x) £, {ﬂ:ﬁ, P (x)» 0, dmith si funksion racional thyesor.

P {x)
Le te jen# f dhe g dy funksione me domen £, dhe D, pérkat@sishl, Aweher, shuma f + g, ndryshini [ - g,
prodivimi g dhe herdsi i]mﬁﬁmks'rmwt&p-!rh;ﬂzumﬂh&ﬁnﬂmﬁ:
i:xl—}—f{l}

g elx)
Funisionet a), b) dhe c) jané 18 péroakiuara pitr @ gjitha vierat e x piér té cilét jant pércakeuar / dhe g, dm.th, pér

o) frgrarmaf(x)rglcy v f-gix=sflz)—glx) o fg:xfx)g(c)r o
xe O=0, n{ , kurse funksion { éshré percakruar pér i€ gjitha vierat e x pér  cilét jané pércakiuar funksionet
g
S dhe g ku g(x)#0, dmih domeni tshig D=0, nD, \fxs D, 1 g(x)=0}
& : x' -1
> Lettjeit f{x)=25+3, D, =R dhe g{x}=m. D, =R\{-2}. Caktoji:
() (F=)) () L(x) dhe domenet eryre

Shike zgfidhjen:

. D=RA\{-2}

£=1 32t4+7x=5
= + == o4
m(f+elxl=rix)+glx)=2x+3 ettt
¥ -1 2 4Tx+T

= , =R\ {=2E
i+2 x+32 { }-

['"%_3 W)= flx)—glx)=2x+3




-1 . 2y +3x" - 2x -7

U-g}l[:}:j{_r]-g{:]={2:+3}-f+2 X 2T p=R\{2)

f _flx) 243 (2x4+3)(x+2) 2+ Tx+6 _
[;]m_g{::l_ﬁ_ = 1 R T  D=RA{[-2u{-Li}}= Ry f-2,-1,1},

sl

pasi perx =1 dhe r=~1, g(x)=0
Lettjee [(x)=v=2, D, =[2.0) dhe g{x)=2" -9, D, =R Cakrojic ([ +2Wx)(f - ¢)(x).

(f-2 ]{x},[% ](:} dhe domened & tyre.

W Operacionet me dy funksione 18 parkufizuars me regullat peraprake mund 1 zgierohet pértre dhe mié shumé funksione
slpas rmegullave 1 njgja.
Lewjed f(x)=vx=2, D, =[Lee) dhe g{x)=+1-x, D ={-=1] Atdhers

Flxd+e(e)=dx-2 4 4l-x
Domeni éshié [, =0, N0, =@, dmih D, EshiE hashksi e shragt. NE kitd mst (f+ghx— f{x)+g(x)
nuk parnget funksion, pasi mik ¢ kinag pérkufizimin pér funksion. PEr funksionet™ e atilla 18 shkruara né formdin analitike

themi se jané té zhrazéia.

Wilren se pér funksionet e dhéna f dhe g, dhe  funksionet” (f —g )x), (F - g Wx) dhe i}:}jmttﬂ zhrazita,
g
b=,

H Le t& jeté f pasqyrim prej 4 né 8. kurse g pasqyrim prej Bt O, dmth, f: A= 8,
Me pasqyrimin f ¢do elementi xe A | &g shogéniar elementi | (x )& B.

Me pasqyrimin g elementit f{x ) prej bashkésisé & i &hié shoqéruar elementi | vetém prej bashkasis
, t& cilin ¢ shEnojme me @ [_.F {1}]

ME kErE mEmyrd Bshid pircakivar nj# pasgyrim prej A né O Ky pasgyrim
quhet pérbérje ose kompozicion prej [/ dhe g, 12 cilin e shénojmé me

g=rf
Prandaj:

ALe pEaCgse 1 fl0) o g(F0)dmth, (gof): A—C.

Yiren s pasqyrimi i pérbdre g o f #shi percakioar vetém nése bashksia e vierave 8 1 i takon domenit t€ g, d.m.th. nése
V. D,

Druke pasur parasysh se funksionet jan# lioje 18 pasqyrimeve 18 veganis prej DD K né K, pérbérja go f prej dy
funksioneve f dhe g éshté funksion pitr té cilén mund t& shprehet ky perkufizim




Fumksigni g o [ paraget reeguile, ki sé pari shatohet f, kurse posial g. Ndérsa, te funksioni [ o g s pari zhatohet @,
kurse pastay f. Ke kufdes, g o f nuk eshee § afiité sikurse edive prodivim g .
Jang dhéng funksionet f{x)=x"+1 dhe g(r)==3rs 2. Caktoji funksionet: a) g= f1 b} fog.
Siihe pergjiyjen:
a) (go FHx) =g (fia)==3(f(x))+2=3(x" +1)+2=-3x" -},
B) (feg)at=f{gx))=(g0) +1=(-32+2) +1=20:" — 12245
ViEren, pér pérbirjen ¢ funksioneve f dhe gauk vien vefia komutative, dmah. fog2 ge f.

Lettjete f(x)=vx=2, D, =[2e) dhe glx)=11-+, D, =R. Cakuwji funksionet ¢ pérbérn fag |
g o f dhe domenet e tyre.

Shyyrta sgiidfen:
{fﬁg}{.ﬂ -f{g{x}]nJE{J}—z ='J|I— l:—.!-:‘iig"-'.a:!. ﬂ;_' -[—1_3];

(g2 £ )0 =g (F)=11-(F(0F =11-(Va=2) =13-x, D, =[2.=),
M(ﬁf =x=2, pbr 16 [Le=).
Caknji funksionet ¢ pérbéra h=go f dhe @=feg nise f(x)=2x+1, re B\{-3} dhe
s(a)=—. xe®\(5}
Pércille gjidhjen:

1

hx)=a=r )= (rm) =4 M “3Go3) Do =RVE3E
elx)=(f=g)0=f(g0)= Iw—s 1=%-‘r b, =%\{-5}

% thuuuﬁ:ﬁ!,g{.gFﬁI dhe Mxp=x' |e 8 jend pirkufizuar pér odo ¥ . Vineto se vien vetla asociative

[;’;S}nﬁ =fo{gah).




N fig. | jané paragitur grafikét e funksioneve y = 2" dhe v = log, x.

Vine: 5 % [
&
O PEr funksionin  eksponencial ¥=log, e B PEr funksionin logaritmik
y=2" Eshté y=log, x tahti:.
D, =R, V,=R" i Do=%,V =k
w0 Graftku i furksionit y = 27 gshi L " Grafiku i funksionit y = log,
lakore ¢ cila kalon népd pikin Bt lakore e cila kalon nEpr
Mia,b). S piken M (h.a).

fig. |

0 GrafikB ¢ t8 dy funksioneve kang form@ 18 mEjiE dhe jané simetrike n@ lidhye me dreji&En v =1, d.m.th, simetrala 2
kundrantif 18 pord,

W Nisepika M (a.,b) i takon grafikut 18 funksionit v = 2" atéheré pika M, (b,a ) i takon grafikst t2 funksionit y = log, x.

' Funksionet y=2" dhe y=logx jané inverze njéra me tjetrén,

E; Pérvep operacioneve aritmetike dhe kompowicionin e funksionit, #shté me interes edhe aperaciond invers.

‘Neése s dhénd funksioni f me domen [, dhe bashisia ¢ vierave ¥, parashirohet pyetja a ekziston funksion g
me domen B, =V, dhe bashkisi ¢ vierave V, =0, ¢ asillié g ka vepeim té anasjelité, dm.th.

2(y)=xe f(x)=y ptrodo xe D dhe yeV,.
Funksioni g q& | kénug kékesat parapeske quhet funksian invere (inverzioni) | funksionit £

Funksionin inverz 12 f do ta shénojmeE me ', dm.th nise g dshig inverzion 1 / etthert funksloni inverz

g(x)=71"(x).
Pér funksionin ¢ dhéné 1 a ekaiston inverzion 2, pérggigien @ jep kjo leorem;

Kétd gvkim nuk do ta vErietojmé, korse nf prakiik? nuk g3heg ¢ domosdoshme & provohel a Eshis | kEnagur kueshef
kirkuar, por mjafion 18 provohet barazimi ¥ = f (1) aka zgjidhje 18 njgviershme sipes ¥, ku y& V, . Nése x éshté zgjidhje
e ath] barazimi, stherg f7' ()= g (¥ )= x eshi funksion lnverz | f




@l Cakto funksionin inverz i f ngse D, =V =} dhe nése:

1
a) y=3x-1; ir}_?=-1-,.1'+ﬁ o) y=a.
Shihe gfidhjen:
a) Prej ¥=23x~1 vijon 3x=y+1, dmﬂLJ:%_}-+%. Domethént, funksioni inverz f“:_;{;;]:-;.yq.%_

Fokonisht, me r shénohet ndryshorja e pavarur, kurse me ¥ = ndryshore ¢ varur, Prandaj. funksioni inverz g shkruber ng
formén

y=g(x).
. ped 301 1 1 T ] £
Prandsj, | {I}'=51 4'5 05e J-'=E-I+5 Eshté funksion inverz | funksienit y=3x—1.
B = (x)=-2x+4; ¢) v=f x)=x

@ Pérfunksionin y=g', a>0,a2] medomen D =R dhe V, =[{" inverz &sh# funksioni y = ' {x)=log, x me
domen 'D,r' =B dllv:'l-""_, =[E

Viren se 1@ gjitha funksionet nd detyrén B jamd monotone rigoroge, kurse funksionet e tyre inverze, gjithashi, monobsne

rigoroze, kurse kjo vien né pergjithési, sikurse pohohet nit kétd teonemé.

Funksioni g &shi monoton jorrites ose jorvogBlues nuk ka funksionih e vel inverz.
Nese [a,b] ésheé segment te i cili funksioni § ka vlers konstante, atéher® pér pdo
xe [mb]‘ ()= fla)=F(b)=c

Anasjalltas, vierds ¥ =c nuk | pErgiigiet njg, por bashkisis vierave x, ajo 8shi2 bashkésia e 1@ gjitha vierave pér té cilat

y=c,dmih xe [a,b] Prandaj, nuk éshie e mundshme @ pérkufizobet funksioni inverz,
M parg theksuam se grafikE e funksioneve =2 dhe y=logx jané simetrik o2 Lidhje me drejigzén ¥ =& (simetralja e
boaadranuin 1# paré dhe kuadrantit o tretd).
Mé fig. 2 jand paragitur grafikét e funksioneve reciprokishti nverze ¥ = 2x dhe » =%x. kurse ntt fig. 3 prafikéte

funksioneve y= ' dhe y=r. i
!
¥ 5?/‘ i
ab
A
=2 -




Funkszionet v = _f{_r:l me domen L7, dhe .r=_if'|-[_'|.I] me dotiet ﬂ_r o =¥ jang reciprokisht inverz, d.m.th

C fAE =x dhe FOFT D=y
Pirshembull, 2 dhe log, x jang finksione reciprokisht inverz, Pér ato vien: 29" = ¢ dhe bog, 2" = x,

Shayrio se funksioni y=x", D, =K, V, =R&" U{0} a ka funksion inverz.

Funksioni i dhiéng nuk ka funksion inverz pasi f{-2)=4=f(2), d.m.h. nuk ¢shté i kénaqur kushti
filx )= Flx, )= 1, =2, Megjithate, nse Tunksioni shgyriobet né veganti né zonat D, ={-wiﬂ] dhe
D, = [0+ 90 ), arehert funksioni y = x° zbérthehet o8 dy funksione: y =x" me D, dhe ¥, =X me D, (1€ cilal
quhen kufizime (& finksionit 7). Funksicni f, -0, =V, ka funksion inverz ¥ =—/x, kurse funksion| [, : 0, =V,

ka funksion inverz y = . Poe, funksionet e fituara nuk jané inverze né funksionin ¥ = x* me domen D, = R.

Nese gshte dhéng funksioni f (1) me domen D, dhe kodomen V,, agherd funksioni inverz ('(x) &shié me domen
D, =V, dhekodomen V| =D, Funksioni invers F7 i funksionit # mundgson shum me [shie 1# cakichet bashkésia
V, e funksionit f

Shayrie kufizimin e funksionit:  a) y= o —dx+ 5 b} _:nr=—.'l.'2 +

Shqyrin cgfidhjen:
Kufizimi i funksionit 7 &shi¥ pérenktuor preg vierave 18 bashbvaisg V| dom th. prej bashk#sisé s pérkufizimit of funksionit

Ve

B y= =445 & —dx+5-y=0,
Futiksioni x = f (v ) eshee pérkufizuar pér numrin real ¥ péri# cilin £ =57 —4ae = (). Pranda),
D=16-20+4y20, dmth y21, Domething, V, =[1,4 =), pra funksioni &shi i kufizuar prej poshts,

W b)Prej y=—x' +x vijon x' —x+y=0, D=1-4y20, dmih }r's.?:. pra ¥, =(—M,]Ij|. Dometh#nd, funksions
Esheé i kufizuar

@ Cakto bashkésing e vierave 1# funksionit:

£+1 2145 4|
it = . = m— D=RY%—=F
D=0 D RA{2} Ll v "w{ 3l
Pircille zgiidlen:
a) E caktojme funkzionininverz i funksionit 1€ dhnd, kemi:
Iy+1

y(x-2)=x+1, x=f"(y)= e

Bashkiisia & vierave 1 funksionit € dhéné éshe bashkissa e pErkufitzimit o funksionit inverz, dmai V, = D =RA{1}




Dretyreas:
(1) Caktoji f+ g dhe [ g dhedomenet e tyre ntse;

o) flx)=2r+5, glx)=3x" -1; h]f{i:}wﬁ1 glx)=x=1 :]f{;].;‘TJ:_ 3{1},,1;1_1_

J-x

@ I.,:tﬂj:téf{:].—-l—_'il-,: dhe gix)= - JCaktojiza) [+ pg: bl f- g dhe domenet e tyre.

(3) Nese f(x)=2x+L calao: @) f+f: B [ F-F.
Caktoji funksionet & prbBra e g dhe g o /7 nfse:
() @) f{x)=5x-4, xeR dhe g{s)=2-3x, xe&;

b ,I"{J.'-}=L. xe Bi{-2} dhe g{x)=2x+3 e R,

x4 2
(&) f{x)=1-x xR dhe g(z}= 2::1
®) f(x)=+/x, xe[0,2), g(x)=cosx, xeR.
@ HE"’I{.::}: I

*3; xe R3], vinetose faf=4x
e

. xe RA{-2}

2
(&) Nese f(x)= ::zl'“"””“f'[f (x))=x.
(8) Cakto funksioni invers 1€ funksionit:
21 _2x+3 =y ; i»
Nr=gph  BI= gn Ay ek o y=10mT 43,

[#0) Verteto sc fimksionet

al _-|,.=l: B :pil—-j jané inverse me vetveten.
x 1+x

s ME vijimin & gher tanishEm 18 mésimit 1€ matemnatikés hase funksione 12 ndryshme.

"Sﬁ Kéto funksions | quajmé furksione themelore elememiare:

I. = funksioni konstant (¢ #shié konstante);

2, Funksioni i fugisé x", re &:

1. Funksioni eksponencial a”, a >0, a=[;

4. Funksioni logarimmik log_ x, a >0, a# 1

5. Funksionet tngonometrike: siny, cosx, IEX, Cclgo

6. Funksionet inverze l funksioneve trigonometrike: Brcsinx, arccosy, anclgy, arccigor

Me ndihimén e kityre funksioneve do ta pirkullzojmé klasén e funksioineve elementare.




Pér shembull, pér funksionet f (1) =+x—1 +sin’ x Eshté shumé prej funksioneve 4/x—1 me domen D, =1, +e) dhe
sin” x me domen [, = (—ee, 4 o), pra funksioni f () &shi me domen £ =0, 0D, =[1,+ =)
Lijet e funksioneve clementare jang:
1. Funksionet Polinomiale {(ose e plota raclonale)

: i =
Shembwill: P{x)=2x"+3¢" ~x+5 R{x)== 2 g e,
4 2
1. Funksionet racionale thyesore
I —4 s P
Shemball: _r.r{x}=1—'t+], q:{:}:-"—zmne pergiithesi f{x)= {I}, ku P{x) dhe £{x) jang

41 T 44x+5 Q(x)
polinome dhe poashiu (Mx) Eshté polinom jozero,

Wereve se funksionet racionale jang fituar prej funksioneve elementare o lojit 1. dbe 2. pér re N, por duke | zhatuar
operacionet aritmetike dhe operacionin e kompazicionit

Funksioni f () qubet algjebrik nése &shig fitunr preg funksioneve elementare 1 lojit
I.dhe 2, pir r& 4 me zhatimin e operacioneve artmelike, operacionit B formimit dhe operacionit mderrja e rrénjss,

" .
dm.th. pr r =—; m, ne [, Nise méshid numer ¢ift, aighesd punohel me vler® aritmetike & ménjés.
A

Mbaj mend!

(7o funksion racional {polinomial ose thyesor) éshié funksion afgjebrik,
Anasjelitas nuk vlen, d.m.th. gdo funksion algjeheik nuk ¢shié racional.

Pershembull, ¥ =+1-x", y=/x+1 jant algjcbrik, por nuk jané racional
3. Funksionet algjebrike q& nuk jan racional quhen funkslene iracionale
!
Shembull: 24 x - 3+ 5 _r+~..|'i+f: le=|:17 }= X, re QA o

4. Funksionet clementare gf nuk jan® algichrike guhen fanksione transhendente.
Té& atilin jane; funksioni eksponencial, funkstoni logaritmik, funkstont ingonomenk ey
Mdara ¢ funksioneve elementare Eshid paragitur né k&E tabel &




{polincmiale) thyesare | :

% Ta shayriojmé funksionin f{x)=1", re ® icili quhet fumksioni i fugisé

W Miige treguesi r EshtE numér racional, at&hert funksioni | fugist S algiebrik, por kur ¢ Esht¥ numdr iracional,
atgherd funkswomi ¢ fegis Eshtd irakshenden, &
Funksionin e fugisg do o shagyrtojme né kéo raste;
1. Treguesi r ésheé numér natyror, d.moth, funksioni #sheé i lojit
fle)=x" ne N
Disa veti 18 funksionit jané;
1° Domeni éshig 0, =K. 2.V, =R ufo}.
3*, Funksioni &bt ¢ift, f(~x)=(-x)" =™ = f (x).
4%, Funksioni svogélohet né intervalin [—==,0), kurse rritet né
intervalin (=), fig 1.
2. Treguesi » #shié numr natvror ek, dm.th.
Flx}=x"", nen,
Wetitd e funksionit jang:
I'. Domeni &shte D, =K. 2"V, =K.
3" Funksioni Eshe ek, d.mi b
f )=y == == (),
4, Funksion Eshté rrtés fig, 2.

3. Treguési & SaHE tiumbr § plote negativ: g

a) _.Fl:.r'_l=.r""=fL. ne M. l:]lf[:}::"::'_“=ft-|- ne N,
Disa vedi 1 funksionii jané: [isa veti 1€ funksionit jends
1o, 0, = Rufo}= (—e,0)u (0,4 =). 18 D, =R \0}= (-, 0)u{0.+e).
2V, =(0,+), 2V = R0} =(~==.0)u(0.+ ).
3°, Fusksioni &g ¢ift d,m.th 3. Funksioni sshig tek, d.m.th,

=i }= I - L = —rl= 1 = ! ==

"'r{- I} {_I}ll ‘r!l ! l:'[ }' -'rl: J:}_ l:_x:'}q—l - e Jlr ':I]_




4", Rritet o intervalin (—==, 01}, kurse svogélohet 4". Funksioni zvogglohet pér gdo xe D, fig. 4
né intervalin (0,40}, fig. 3,

T

L5 e
B

4. Treguesi r Eshité numdr racional pogzitiv, dam.th. ¢ =ﬂI ku it dhe i jant numra reciprokisht 1# thjeshté, pra
- fl
Flxy=x =35,
B Nese néshité numér gift, atthest D, =[0,4 =), ¥, =[(L+=), £(x) rites.
B Mése n Bshi& numdr tek, atther D, =R, V, = B edhe funksioni rritet.
W fig. 5 jani paraginer grafkén ¢ funksioneve;

1 1 1
y=rt=r, y=t=Ur w y=ai =47

Deiyra:
Vizato grafikun efunksionit:
@ o) y=x", y=x"h) ,'r=.r;.
@ = y=5 b) y=0,2"; ) y=log,x ¢ y=log,, x.
@) a) y=2sinx: b}}l=cm%.

W N té njisjtin sistemn koordinativ jané paragitur grafiket ¢ funksioneve
flx)=x+1dhe g{x)=-x-1.
@ Ve, g (x)=—1f(x).

W Grafiket e funksioneve f(x) dhe g (x) jang simetrik né lidhje me
boshtin x.




¥
A “> Grafiku i ndonjt funksioni f(x) shi® paragitur né /ti{q

fig. 1. Skicoje grafikun & funksionit;
' (2.0 x

a) y==f(x); B r={f(x)i @ y— ) T20)

Khgyrto gpitdhien; Fig. 1

i) Ve se grafiku i funksionit ¥ =—f () &shté simetrik me fx) né lidhje me boshtin x, fig, 2.

}I B e
IT—»\#, y==1(x) ¥ f_f-""’ yul fxi
P * {2.5:0.5) " a
. . NN,
fina) \w/ﬁﬁ N (1,0
[L5—05] ¥=Fla) |'15
=7 y=f{x)
fig.2 fig. 3

b Grafikun ¢ fumksionit ¥ =|_||"{-1:H do ta vizatojmé ashiu g pjestn e grafikut g f (x), ku f{:}{ﬂdmn pasgyTojml

simetrikisht né lidhje rme boshtin ¥, kurse pjesén e grafikutku f{x) 20 &shi¥ grafik edhe i fonksionit f (x), fig 3.

Gtk unksionit 3= —ms. el g | M
fx) 2
funksioni reciprok f(x), Bshié paragitur né fig. 4.
{00, 5)
Vitreve se funksioni ¥ = I gshig peckufizuar {20 x
fz) (%) . {50}

per x=0, x=2 dhe x=3, dm.ih drejtézat x=0, =12

dhe =3 jané asimpiota vertikale, : b ¥ 0(x)
0 Mésze f[.t"]-=fl, atbheré  edhe ] =41, Pikat |

f(x) fig. 4
M (1,21) dbe N {~1,21) i takojné edhe grafikut & § (x) .
1
exiive grafikut & =
fi=)
1
(Gjate skicimit t# grafikut tf funksionit =) duhet pasur parasysh k#ts:
|
Logse f{x)z1, atherd (1< <1: 2.nese 0% F{x)=1, anthere 12 < 402
fx) fix)
i 1
3. n#se =12 f(x1)<0, agherd —oo < ——= = d_nise F{x)s—1, mehers 1€ ——< (),
i (=) F(x)




|> Eshii dhitné funksioni f{:}:%:-l, Skicoje grafikun e funkslonit

ah y=f{x)+2 b) ¥ =|f (x); o) ¥= m

a)

Vére se grafiku i funksionit f{x)+ 2 2sh@ fituar ashiu qi
ordinata e gdo pike 18 funksionit f {x) 2sheé zmadhuar pér
2, fig. 5

b) Grafiku i funksionit ¥ =|f ()| &shté vizaar ashtu & piesa prej geafikut f (%) ku /(%) <0 dshté pasqyruae
simetrikisht n lidhje me boshtin g, fig, 6, kurss phesa (jetér né vetvere.

¥
2

lhﬂl-.

= ==“
=13 .-‘-\-H“‘—;_\_\_‘_ |;|._'I-
-1 0 /
1

_‘,,..r-""f# ) fig. &

- .T—I

e} Graffku i funksionit V= #shitl paragitur né fig, 7.

f{ )
Vire se domieni iﬁm]-:sinr:i[}-;-ﬁ Bsht (e, 2} (2,00 ). Funksioni inverzi f (1) &g

x=g"(¥)= D, =R\{0}. pra bashkesia e vierave V, =R\ f0}.

Drojitzax=2 tshus asimpdotd vertikale, kurse drejifza v = 0, d.m.th. boshti x Sshis nhnptmﬁ horizontale.

| . 1
Py =2 =g

?I[J+rll

Pikat (0,~1}) dhe (4,1) shtriben né grafikun e funksionit
L N
2

fi(-2)

Vizato grafikun e funksionit: a) }'=|3: '3|: k) ¥ =[log, .




% Eshté dhing funksioni f{.‘r}=—;f — 2. Skicioje grafikun e funksionit:

o y=f(x)=2 by w=|f {x);

|
) B by

flx)
Péreille zgjidhjen:
B Grafikune furksionit f (x) do ta vizaojens sshiu g me sistemin koordinativ ndihmés x 0, ¥, 8ot paragesim grafikun
b b - dac
fimksionit ¥%, ku 8. (&, 8), g=-—, f=—,
‘ (@.8), a=—2, f=-2

=1, f=2 dmth & (1.-1)

Girafiku [ fituar #shit prafiku i funksionit

F {;}=%f S2x b sisteriin Kotedinativ 0.

1
_5.--:1‘ =1y

|'I p=fle)-2

| fig. &

a) Cirafiku | funksionit y = f ()} =2 éshté fituar ashtu gé ordinats e gdo pike @ funksionit f () eshit normale pér 2,
d.m.th. grafiku i funksionit f(x) &shi# . |éshuar™ poshté néper bostiin v, kurse pér 2 njési, fig. B,

fig. %

Disa veti 18 funksionit ¥ = | (x)| jane:

1.0 =R 2V, =[0+=)

3° Funksioni ruk Eshte as ¢ift as ek

&y =2pmx=l y . =0pirx=0dher=4
50 Nuk ka maksimum absolut, por ka minimum absolut,
&° Rritet pér 1 & (0, 2)U(4,+ =), 2vog&lohet pér
xe (=, 0)u(2,4). fig.9.

fig. Il
Diga veti & fumksionit y = ﬁj&n&:
19, £, = (—o=, 0)0(0,4)u(4,4 =),
1
2, 1-":, =[—==1—E]U[U|+ua},

3, Rritet per x e (—e=0,0JU{0, 2), kurse zvogélohet

pir xe (2.4)U(4+2).

4% ¢

=—% per o= 2, Muk ka maksimum absolut

a5 minimum absolt, fig. 10,



% Eshies dhéné funksioni f(x)=sinx, xe [0, 2] Vizato grafikun e funksionit:
gy=lfls  ® y=ﬁ_
Percille sgilditfen:

] ﬂP-Er.q—ﬂ,;-ndhe.FEI,ﬁxFﬂ-th=%. _f[%}ﬂ, i::lmpér1=3—:-, f[i';]=—l.

¥= }sm x| 6 T

o

fig, 11 -

Pjestn ¢ grafikut 18 f (x) ku f{x) <0 do ta pasgyrojm i

gimetrikishi ng hidhje me boshiin x, kurse piesn tjetdér ne

vetvete, fip, 11

B b)Veére: 1% Drejtézat x=0, v~ dhe =2 jand asinpiots |
vertikale.

3
"

b |8

ix

fig. 12
» D =(0x)ulr.2r). 3.V ={-s—1]u[l.+=)

4y

==l zn :Ija-'-_l‘{, Yoo =1 pEf.r:%, Nuk ka minimum dhe maksimum absolut

ir
&% Rritet m intervalin [%. .i'r]l.ii[.i'l'. %}kuﬁ: evogllohel né [ﬂ'. %}-{ ?.11 ]. fig. 12,

Detyra:
Vizato grafikun e furksionii:

@l}yn—f: b} y =27 B:l.'l-'“'—l-
X

-
a) vl 2i=3; by y=ll=x' I c) ¥y=lcosxl,

@ o ,1-'=x:' 6zl b) _rr-l||,x|-]|_ @ a) :,;l=|—;= _3_1-|; by ¥=

@ 2 y=2""-3% b) y=log, & <) y=
2

=3z

I 1
® o) yui3-2xt B Y=g o y=—

12x1 : i ok
@-}}"T; By=a+2i+22-3 B 0 y=—0i i T




Kujeohu! Eshee dhéne funksioni
o Numri o éshté kufiri § vangut @,.a,,d,,...d. ... nEe : | 5
pér pdo numér pozitiv £, ekziston numér ratyror 1, (n, JIIIjl'i-lr.f"‘:E

vared prej £ ), ashtu gf la, —al<e Argumenti ¥ le i affohetngs , népérmjet vargut prej vierve
pérgdo ne M dhe 0>, pérshkrugjme S | |
!E a,=a. L 7' 3" d.m.th.x, _F ne 4
@ Pér vargun {ﬂ,] gé & ka kufirin @ themi se qubet  Formo tbel€ gé i prmban vierat
konvergient, domoth. konverg)on nga o,
W Intervah l:.l"—l;,.q}‘f'ﬂ dshit! gendra e rrethings dhe
& Eshié mezin e asa) methine.

1
& 18 argumentit dhe vierat ¥, =f| = |n=L23...
n

umﬂm]_([-:; ]-ll.n-l.l.l-._

Vire, nga cili numér tenton vargu f (x, ), por nga afrobet ndryshimi | f (x,)-1.

Shayrto sgjidhjen:
o oy prd Bt b S B S R | O e (L !
24 3 4 10 100 1000
fl=) |os| 08|09 | 0% 0,950099 0.9999 099954
|£{x,)-11| 05 | 02 | o1 | 006 0009901 00001 0000001

Prej tabel¥s mund 1 verehet se vierar f (x, ) 12 funksionit afrohen deri te 1, kurse ndryshimi | £ (x, )11 afrohet deri te
zero kur argumenti ¥ tenton nga zero ndpérmjet vargut [l]..rl =L23._..

4':
Nise e marrim cilindo varg (x, ) g konvergjon ngad), d.m.th. lim x, =), mund & bindemi se vargu péricatés prej viera 2

funksicnit I{-t‘.]=t—+1: terton nga aumn 1, d.mth E £z, }=1, Prandaj themi se | #alts vieea kufitare e funksionit

né pakén X = a.




Shayrio se funksioni f {x )= 3x =1 a ka kufl né pikén o =1.

Shrike zgiidiien:
Domeni | funksionit éshié D, = R, pea f (1 )eshié pérkufiziar (pdo) rethina e pikes 1, 1e 0,

Letéjeté x — | népérmjet vargut: x, =2, x, =|-'-EE..I'.,=1--lr%-__::J =I+ﬁ ..... X, =]+]—,,.-,d_m_[h. afrohet nga |
n
ngi ¢ djathta, Yargu i vierave pérkatése @ funksionit &shig f (x, ):
flx)=32-1=5 f{;1}=3-{:+;] :=1+_- flx)=3 flxl)= E+ w [y, )= 242,
n

icil tenton nga 2 kur f — e, damathe kur £ %1,

Tani le t& jeté x = | ndpérmjet vargut: X =I—1—.' ' =l——l: T =Jm-l-: i A :l—i;___,Jh =] I seang d.midh,
; ; 2 - e 4 h RS
afrohen nga Inga e majia,
1 3
athee/ (5)=3: flm)=t f(5)=2-3i f(x)=2-3imn f(n)=2-- .
Eshté e garté, [ (x, }— 2 kur n —3 o, pér x i dhe x, =1__,
i i
Mese (x, Jeshig ¢farBdo varg & konvergjon nga 1, dmah lim x, =1, atshers: ¥
1 o
lim f( %, )=lim (3-(x.)-1)= 3limxg ~1=31-1=2, fig 1.
: | :
Prandaj: :
l =1im (3x-1)= 3-1-1=2, . A
|Jmlf[rt] l—nr.l:l{ - } ﬁ{r l Xz
fig. 1

7

-4
b Cakio vlerEn kufftare 1 funksionit [ (%)= S né pikén x=-2,

Sihike sgiidhjen:
I Funksioni &shié perkufizuar pér v+ 220, dmth. r#-2, pra Ly, =l:—=='1—2]U{—2.'=-]- Fiflse kBu mund 8
shayrtojmé ¢farédo varg (x, ) né rrethingn ¢ pikés = 2, edhe pse — 28 D, 1 funksionit £ (x),

Nése (x, ) dshté gfarddo varg ashtu g8 X, # -2.x € D, dhe Km x, ==2, atheré
[ B |

lim f(x, )= lim 5 4 i jM-hm 1 (7, -2)=-2-2=—4. lim ,r{,t;=-4

LR T n—se X +2 e .a.-,-|-2 F=p=
Viren s2 thvesén e thieshtuam me x, + 2, kurse thjeshtimi hté § mundshém pasi r, # =2, dmth r +220,
Prandaj:

4-i (x—20=+2) ks
P-T'I{I]-P-Ti X+2 E'ﬂ (x42) _'HE*{; Wk

(Edhe ket thjeshtimi #shid | mundshém, pas] 5 # =2, dmih x+2 0]



= Ta shgynojme ndryshimin |f (1, )=11 pref tabelas ng detyren 1. Mund & vErejme se ndryshimi 1 (x, )= 11 tenton

nga 0 kur ¥ tenton nga & = () nEpérmjet vargut L. Vire, ndryshimin f (£, )— 11 mund ta b&jmé ¢farédo 18 vogé,
n

o th, e 8 voge pred clivldo namn poeitiv £, v nése X zgjedhet mjahiE al¥r deri te @ =0, d.m.th, néise néryshimi

lx, —al bEhet mjafl  vogel

& Shqyrio se funksioni f {x)= 5, e &\ {0} a ka kufl & pikéna 5, =0,
x

Shile pergfigien: ya
X, pir x>0 i
! 0
}.B:.'.'I'I""l"“E:ﬂﬁm':I |‘ti= n'l FH.ET-I:‘J' ﬁ.:}={_tl:ﬁ-j:;ﬂ i X
¥\ —x, pér x<0 per 0 B
i tij dshté né fig. 3. e —— -

B Ky funksion nuk ka kufi né pikén x, =0, pasi nése
X, =50 orej 1 majuts, ateherd f (x, ) =—1, gor nise 1, —+ 0 nga e djathis népermiet vierave puzitive, atdheré f(x, ]=1.
Prandaj, nuk ekziston numer real 4, ashiu gé ndryshimi | f(2)= A |muand 12 behet ¢farido | vogel pér gdo x g &shig
afer te 0, d.m.th, pérgdo xe (0-8,048).

Konceptin kufi té funksaonit mund ta fusim edhe me két€ pérkufizim

= Tt dy ptrkufizimet pér viertén kufitare 1 funksionit jané ekuivalente, dm.the i pani vijon prej o dytic dhe anasjeihas. .
Virtetimin ¢ k&) mykimi nuk dota bime, ¥
Interpretin gjeometrik i pérkufizinit 2 shté paragitur ng fig. 1. A+E

W Mumiri A @shrd viera kufitare e funksionit f{x) kur x — a, nisse pér ¥
pirgdo £ > 0 ebeiston rething & (a— &,a + 8 ) 18, ashw g2 per gdo %

=

xe(a—4.a45) viera e funksionit f(x) gshi@ ng intervalin -

(A—2, A +£), pirveg ndoshia per pikén o, nése a auk | takon [, a-& a a+6
fig- 2

f

Detyra:
@ Cakio vierén kufitare 18 funkssonn n@ pikén o, me ndihmén e péckufizimit 1, nése;
a) flx)=2x-3, a=1 by Flx)=2x+1, a=-1.

(@) Viéneto se funksioni f{.:]-nm£1 D; =R\ {0}, nuk ka viers Jusfitare né pikia 0.



Cakto verén kufitare (3-6):

X+ 4] 2_q 24
aj lim : by lim ——, e =1 T
@ a=a] 1: == 1: @ E] E_l_t};l ,f—l - h}%—E :_1 .
! =1 -1 x+1 e
8} i ——— bl ki : 1l i by him —;
® o lim P 37 ozl ® o tim = Y% =

Ixl

F
A | Shgyrte funksionin f[x}:—;, xe BN\ {0} n misimin e kaluar, vénejtém se

L pr x>0
.”-T]=‘{_]. ptr x< 0 dmthnse x, — U nga e majia néplrmjet vargut % numrave negativ, atéhert [ (x, )=+ ~1,

por nése £, —+ 0 nga e djathia néprmjet vargut 12 numrave pozitiv, steherg (1 ) —+1, Domethéng, finksioni nuk ka
kufi kur x4 0.
Ky shembull na tregon se ka kuptim t& flasim pér kufirin € majitt dhe o8 djathe 65 funksionit (%) né pikin 1= a.

B Pér numrin 4, themni se gshié kufiri | majté i funksionit f(x) né pikén X =4, nise pérgdo vare (x, ), ashm g
X €D, x, <a dhe lim x, =a, vargu [ (5 ).f(5 ). £ (5, )., prej vierave 1@ funksionit f (x) gshea
komvergjent dhe ¢ ka kufirin 4 .

N kité rast shkruiajmé:

lim f(x)=A.

W NEmenyre 8 ngjushme pérkufizohet edhe kufiri | djathtd i funksionit f (1), vetém qé né st esst x, > a, dhe
shiurtimishi shkruajma:
lim f(x)=A,
Tk

E‘Zn Cakto kufirin e furksionit f(x)=3+42-1 népikén x=2
Shayrte zgjidhfen:
W Funksioni gshi# perkufioer perd — x 2 (), dmah. x£2. D, = (-, 2], prax mund t¢ tenton nga 2 vetém prej
anis sf majié, d.m.th. mund 1 kérkojemé vetgm kufi 12 majté.
x le 1@ tenton nga 2 nEpénmjet vargut
1 1

1 1
(= )z =2-1, x,uz--i. xj=2—§, K=2- _r,=2--;.

kurse varge pérkatés f{x ) sshie:

f(x)=3+41-T=4 f(x)=3+ lIz-(:-éJ:u % Flx)=34 ’z-[z-ﬂ:m %




Pasi JI—H'.I kur n—#se, vijonse [{x, )= 3 kur n—=,
n

Le té jeté (x, ) gfarédo varg, ashtu g€ %, € D, dhe lim x, =2. Asghers
lim _ff;x,.j-3+-“|r2— limzr =3+ Ji-2m3

Kurse atd mund 12 shkresjme:
lim £ ()= lim (3+42-x)=3.

Zakonisht, giaté percaktimit 2 kufrit 18 majee dbe 6 djathes, dmuth kur ¥ — g ose ¥ — @ & mamim sEvendSsimin
r=a+h ose x=a=h(h>0), ashiuge h =0 bur x— 4" o T,
Duke e zhatar kit zEvendBsim te detyra paraprake Kemi:
, - —. e oty
fim f(x)= lim (3++2-x)=lim {3+,..1 (2-h))=3.
b Cakio viertn kifitare t# funksionit _,I"{,l:}:j—-..l',x—S nEpikén r=73.
Pircille cgiidhjen:
Funksioni &shté pbckufizuar pér x =32}, dmih £23, pra 'D.’ =[3.+n=-:|.
Pasi x mund t tenton nga 3 vetém prej ant's s¢ djathté, pra mund & kErkojei kufi t djathts

tim f(x)=lim (5-vx-3)=lim (5-Vx=3)=lim (5-\3+h-3)=5.

rd
~4x+13
Cakto vieren kufitare té funksionit f(x)=2—"""" pgpikén r=1,

x—1
Shibe sgjidhjen:
Funksioni &shi# pérkufizuar prx =1 w {, dmth. x 21, pra D =~ 1 Ju(l,+ e},

Meésc [, ) Eshig ctarddo varg, ashiu gé £, # 1.5 € D, dhe lim x, =L aherd

B
:_ 4 1 =
lim JF{#H:’:.I._.._ > 'tﬂ+3=i'”“ [Jﬂ [‘:":J;" }

=1lim (x, -3)=1lim %, -3=1-3=-2.
neam L] "q - i = A
Viren se thjeshtimi i thyesés me 1, =1 8shi® | mundshém, pasi 1, =1, dmih &, —1= 1
Grjack t8 zgjidhurit ¢ detyrés veprojmé né kEtE mEnyTe,
o =dx+3 . (x=1{x-3) _

1 = —————— = ——————— . = —3=-
Irlili-lllI I{IJ l:Iill-lllI ¥—1 I:ILI: b | I:IE!.II {'I -J I-
{Thieshtuamme x =1, pasi x 21, dmth x=1#0.)
Gjatit pércaktimit t kufirit 1 majt® dhe 18 djathtd i€ funksionit né pikén ©=1, 1& D, kemi:

x=1Mx=-3
i b

realmi

=z|-i|5t-1.l. (x—3)= EII.H (1- h—3)=-2, perkatesisht

lim f(x}= lim w= lim {"‘3}=J_i__“"u (1+h-3)=-2.

o pealehk IT=1 a=uiniy

vere: lim £ (x)=lim £ (x)=lim f{x).

Ao




Mbaj mend!
Neétse funksioni y = f (x) éshié pérkufizuar te ndonjé mething e pikés ¥ =g (pérves ndoshta mundet né a) edhe né
pikén x=a ka vieré kufitare, atéhert ai ka vier# kufitare 12 majié dhe 18 djathts dhe poashtu
i flx)=fim /(e)= tm £z}
Anasjelltas, nése funksion _1'=_|F|{.1] né pikén x=a ka vieré kufitare 18 maji dhe 18 djnthig nése
lim f{x)= lim f(x), atehere fimksioni f () ne aié pike ks vieré kufitare dhe poashiu
vien barasin
lim flx)=lim flx}=lim f(x).

. . _ x+1 pér x> =1
4 Cakte wlerdn kufftare 8 maité dhe o8 djathiz 18 funksionit f 1) =
X pEf x<=1

n& pikén xr=-—1.

B Wi ligigrimin ¢ mitutjeshém do 1€ shqyrtojme disa pérgjithEsime 18 konceptit viera kufitare e funksiondt,
1. Kiifiri i pafundshém
Le 1 jett dhénd funksioni f () me domen D, Nese pér gdo varg (z, ), sshtu g x e D, x, #a dhe lim x, =a,
vargu pérkatés f(x ) fF{x ), Flx ) Fix, ). prej vierave 1 funksionit f(x) pakufi rritet fz‘:;_gé.]nhﬂj,
pérkatésisht lim [ (x )=+e= {llﬂ fix)= -n-u}- ardhest themi se funksioni f{2) tenton nga 42 (perkatisisht

=0 ], kur ¥ fenfon nga @, dhe né k&# rast shkruajmé:
Jim () =+e= (perkatésisht lim f(x) =—se), fig. 1.

i
» 4 a-d a_atd
i 0 ‘
*—f[i]f,- \r=Flx) . /
A y o
/"jiI H‘m \‘“ l..-“j
vl
l bl ¥=flx) lI'|I [ 3= f(z)
0 a-d 9 a+d fe.1 |

Le 15 jecé dhéni funksioni f (1} me domen D, . Nése per gdo varg (x, ), ashwigé r e D, x, #a dhe lim x, =a,
[~
vargu pérkatis (x ), f{x ). f(x, ). preivierave i funksionit f(x) pakufi rritet sipas viets absolute,
perkimsisht lim f (%, )=2, ahert fimksioni () tenton nga s kur x tenton nga a, d.m.th, funksioni f(x) ka
KuefT 1 pafundsiim, ng kesé rast shkruajme;
fim =

LIS




1
Trego se funksioni [ {x )=— kakufi t& pafundshém kur x — (.,
| X
Sheihe zgltdhfen:
1 1 1
oy =

B Domeni i funksionit 8shee O =R 4 {0}. Le té jeck x — 0 néptrmjet vargut x, = 1x, = 353 :

d.m.th. x afrohen nga 0 nga e djathta. ArEherE vargu pérkatés i vierave ¥ funksionit Sshid

1
=y

|

F(R)=1=1 (6)=T=2F (5)=3uusf (5,)

2

Eshi& e garté, vargu f{.r_}—h 4= kur m—s o=, pra i_lﬂmf —=4ss
2 A
1 1 1 :
B Nése y — 0 néplemjet vargm 5 =-1, 1 = = i x, “";l--.---. d.m,th. x afrohet nga 0 nga ¢ majta,

atéherd vargu pérkaiss | vierave 1t funksionit f{x) éshi®

L f{xljz—."!,..., ff:-:ﬂ]w-n,.... pea l—}—m kur r =0, dmih
X

flo)===-1 7 (n)=—=

7.

Furkoni - pakuf it i vets stsolte 18 piken =0, domth
: | :
e
x4l

Cakio kufirin e funksionit f[.r]=—l né pikén x =1,
X -

Pércitle giidhjen:
¥ Funksioni &shi# péricufizuar pér x =1 = 00, :l.m.lh.]:l!r.t;tLphlﬂ;={—m.1}U{|.+w}. Pér nto shkage do 7 cakiogmi

kufirin ¢ majté dhe t& djathte kur x — 1.
. oo bl ]
;,I_T flx)= ul-l.?-‘.-. _,_-_]-!.l-m l—n't—l_]"ﬂ iy DR
x+1 1+h+)l . 2d+h4
i = i lim = lim ——=+ee,
g A T T el 3

Domethéng, funksioni mik ka vieré kufitare kur © =& 1, por ka kufi t8 majt8 8 pakufishEen dhe kufi & djathig @
palcufizhiéim {ato nuk jant t& barabart®). Funksioni pakufi rritet sipas vierss absolure né piken x =1, dmih
lim f (x)=ee.
dA=a




1. Kufiri né pikén ¢ pafundshme
Domeni D, i funksionit £ {x) le 1 jes# hashkisi ¢ pafundshme dhe b & jeté (x ) varg, ashiu g#

x, €0, dhe ‘l_i_nl &, =e= (ose limx, =—w= ose (mx, =), Nese plr qdo varg (x, } gt ¢ ka vetin® paraprake,
vargu perkats f [z ) f (0 b (x ) S (2, ). Bshité komvergjent dhe e ka kufirin 4, d m.th

i £ (x,)= A,

M=
themi se /(1) tenton nga A kur ¥ tenton nga sa (gse .=, ose + o) dmah funksioni f{x) ka vieré hufitare né

pikén ¢ pafundsime dhe shirsajmé
lim fz)=A (ose lim f{x)=A o lim f{z)=4,].

X = w I = =
_ 2x-3 At
VE : =3 by i — =
rietn 2 a) ]r'_'.'_' T 1. S g
Shike giidhfen:
V=
W a) Vargu pérkatés prej vierave 18 funksionit f(x)= il
x

It | Bl

13 . per varzun (x, ).x, € 12, dhe
+

2x, -3

lim x, = me aniarin ¢ pérgjithshém f (x, )= L

. R M- T R v e e
bu fin)efa =il — =k e, I g lm

22=3 i —
I+ — x+] A 1+|.
X a

3. Kufiri | pafundshém né pikén ¢ pafundshme
Domeni £3, § funksionit () le# jetd hashiesi e pakufizuar dhe e i jeté (x, ) varg. ashiugé X, € D, dhe limx, ===,
Nise per gdo varg [, ) g& i ka kBlo vetl vargu perkatés
Flx) Fla)een F{x ). pakufi ritet sipas viergs absolute, themi se finksioni f () tenton nga oo kur 2 tenten
nga #6pse —s=, ose +o2)  domoh funksioni [ (%) ka kafl 0 pafundshin né pikin ¢ pafundshme dhe shiruajmi:

lim _a"{r]=u-==.

NE menyré analoge, pérkufizohet: Jﬂ f{x)=—on, L_l,“l fla)=—=, H“. S{x)= e,

B Letd jetl x — oo nEpérmjet vargut X, Xy, Xy, X, ... 2shtu g8 X, € D) dhe Elf_['l_ X =00, Virgu i vierave
prkntEze 18 funkzionit ff.:’_} ] I{I"}=I|3|I{II]=I;;rf{.1':|]=.f}:1....f{.'IIH:I=.'IIH=.._.. R ———
Sz, )= kur n— e, dmah,

lim flx )= ose limx* =+

I




X =2x=]
b VEneo se fim T mo,
T il x_|.|

Fire mpiidhjen:
x’-2x. -1
Le té jeté (x, ) varg, ashiu gt X, € L}, dhe ilm X, =00, Atéhere I{r,}=%. kurse
—— 1:‘
s T "2=r l
im f{x)=lim =0 fim —— % = lim (x, —2)=ts, pasi lim — =0,
e Feam 4 R l = Mg xn
1+—
Iﬂ
Prandaj,
i
r—21——
fim f{x}= lm X =2 la lim L = fon
P, 1= .I"'l-l E—Hm i
T+ —
x
Detyra:

Njehso vierén kufitare 1 majte dhe 18 djathté & funksionit £ {x ) né pikin a, nise:

. 2x 3x
L) 4 Fix)= ca==Lb flzj=—, a=1.
@w flx)=— 50 e
- i+ i =1
) a) Flxl=——m, a=-I b fix)= L a=1,
@ 9 1= F0=45
-, : ; i , 3
@) Cakto kufirin: a) lim —— b} lim ——,
a4 =2 s g3
Niehsoji kufijie:
x+3 . x+3
i - by lim ——.
@ .] i.EE I"E.I J i _r-z
— 2 -2z+1 . =1 : x—1
(8} a) im ————; bl ——— 11 ]
Wi 41 g -~ e i r+4
1 —d 1
@) o fim =2, b o lim =2
== l5.-.|,.| r—h- _[+1 Eb i I'I'!

() Cakto vierén kufitare t& funksionit £ (x) né piken a, nése:

2x=3

o f(x)=—2s am 0 f(x)==2, a=0,
3x 1-x

e flx)= = , a=12 gl fix)= s a=l.

x {.r-l])




@}. OPERACIONET ME VLERAT KUF

Keijvehine!

Mese (a, ) dhe (b, ) jang vargje konvergiente, ku lim @, =a. lim b, =b, aieher? konvesgient jang edhe vargiet

a_+b,a —b, dhe g -5, pornése b 20 dhe bz0, aEherd vargu % #shié konvergient dhe poashtu;

a

&) lim (a,+h }-Ilma +limb, =a+ b b} lim (@, -5 )=lim a,—limb, =a—;
- Hirem e e,
s (b Y= lim b b tim | 2 lima, .
el im (&, - =limy &2 - limb, =a-b blim | = (=i —,
it L ek T ey B ¢ .:!.- bﬂ |1I'I1|!i' b

Le ¥ jené f dhe gdy funksicne me domsen ﬂ',r dhe -I':]',, pérkatisishi. Atthers, shuma  + g, ndryshimd [ - g,

prodhing [ - g dhe herési L jane funksione tf pErkufizsara n KEE menyre:
3

a) f+eremfle)relx) by f=gixmf{z)-g(z);

a L, )
PRRFTE)
Funksianet o), b) dhe <} jané 1& pércakiuar pér t& gjitha vierat e x pér t€ cilat jané pércakiuar  dhe g, d.m.th,pér

) fogrxrafx) gla);

xe D=0 nD_, kurse funksion L EshilE pEreakiar pEe 1@ githa vierat e x pér té cilat jan# péreaktuar funksionst
X

fdhe g ku g(x)# 0, dmth domeni dshig D=0, nD, fre D, g(x)=0},

PErcaktimi | vlerds kufitare 12 funksionit sipas pErkufizimit shpeshherd &shi# pund ¢ ndérlikuor. Me ndihmén e vetive
paraprake vargiet konvergjente mund 1@ wémeiohen edhe verit® pérkatése plr kofinmn ¢ funksioneve dhe me ndihmin & tyee
i lehiEsohet gietpa e kufirit 18 disa funksicneve.

Teorema. Funksicnet f (x) dhe g (x) letd jene perkufizuar ng rrethingn e ndonj# pike a, ku né pikén o nuk Sshie
e theénur 18 jené té pérkufizuar Néss ekzistojnt kufijté lim f ()= A dhe lim g (x)= B, atéheré

1) Em;rc=::

2) ime f(x)=c- lim fz)=c A

3 bim (f (x)£ g(x))= lim f(x)+ lim g(x)=A+B5:

4) tim f(x} g(x)=lim f(x) lim g{x)=A B. Neseedhe B #0), aehert

f£(x)_limF(x) 4
DR ) T img(n) B




Vértevimi | 3), Nese (x, ) esheé gfardo varg | clli konvergion nga a, :I.mlh.f'grﬂ I, =a, ku
x,eD, nD  x #a, oeherd 1m1 flx )=A dhe 1]_1.:1 #{x, )= B, pra prej vetise 18 vargieve konvergjente kemi

lim [ £ ()£ g (x)]=tim [ f(x,)g(x,)]=lm f(x, )& lim g(s,})=A+8.
Pjesii tiera te teoremsts veéreto]l vet

 Duhet t# dish!

Viea ki e polinomit P(x) i ik = a e e basburt mevleren  polinomit né s pike, -
tim F, (x)=F(a).

b M zbatimin e teoremits calitofi viernt kafitane:

: y : 3 . 2x +3x-4
a) lim (2% —3c+4): by hm| 2r-3-— ci Irm (3x+2)-2% ) hm ;
a1 f } r—il [ ¥ _E } - | :. '} ¢ r—+l |l_2 H3

Shitve giidhjen:
% a) lim (26" ~3x+d)=lim 26" ~lim 3o +lim 4 =2 lime' -3 lim o+ im4=2.1 =3 144 =3
NE baz® 18 giykimit pér vierén kufitare t8 polinomit drejtpérdre] tmund f shkroajmé:
lim (24" ~3x+4)=2-1' =3 144=3,

¥ p—i iE
@m"“ﬁ”“”'m 3”1 : b) lim 223, ]'l"lm—f R M, Ll )

LR T B M
Shitre sgfidhfen:
: ; _ . P(x)_Pla)
Mese f(x) #shté funksion racional thyesor dhe nése a€ D, atghers bim f(x)=lim = f{a).
=i - Q{I} Q{' j
B )l f—31+I.1 -3-:+1“1; b) Km x+3 -34+3 = ﬂ_
= x+3 1+2 3 3 ' -g {-3} -9 0

Pas zévéndésimit t& kryer fituam shprehje pa kuptim '%". Pranda) duhvet 18 kryeymé transformim t8 shprehjes té cilés do 12

mandssijnd pdrcaldimin e kufirit
i 2 gy EFY gy Lo
=1 gt =9 =y (x=3)x4+3) e z-3 &
K.8u do t8 b&jme thieshtim me x + 3, kurse ajo lejohet pasi v 2 —1ose x+ 320,
e =dred 3434 0.
:}ijﬂq 2.1.'—115 = E_B_ﬁEEﬂuEshpmhjcﬁpﬁmpdim Epﬂﬂiﬂhﬁ)h'ﬂhﬁﬁhﬁﬂﬁ.ﬁﬁﬁﬂﬂ]mﬂ

ax’ + b +e=als-5 Hz-x ) dmih T -dxr+3={x=-3){x-2), ku x,=3 ose x~1jané rrénjé & barazimit

%" —4x+3 =00, Prej kétu kemi:

K —4x+3 e (x=3)x- j]

reid 1_[..& :r\-|l! 'I{'! 3] J:—|'I- 1




IV . s o et 1 e
&) Pasi lllﬂ‘kﬁ— Eshit shprehje pa kupzim E v 0B kE0E rast krvejmd racionalizimin e nursEruesit dhe kemi;
i x

T () () ()
M a2 Jer2el) ™ a(deezeB)

x+2=-2 . |

; I
= hm' ————re = i = jeshtimi me x, past T 0,
tim _:{m-u- } frm q'r.?l:'+2+1"5 le'ri (thjeshtimi me x, past x 1

1

1 1

Cokio kufijté:  a) lim {.!t“ —2x  + -1 }: by lim ﬂ
3 =zl 4 x—1

Pércille zgitdhien:

r ) 1 g 2} 1
® a) lim f.:.' -2x +.r—|:]-—|.|.mr 1-— —=— |[==, pasi I|m— lim —-;: -
| == I o £y ] _rl

1 1

) - 3 I+—,+— x 1+ s+

.a.'+.:|.'+l b . - ; I X

b} lim = lim = lim = -0,

Cakiopi viernt kufitare: o) lim w: b lim _‘E'r .
X 2x e mip 2y

Shife spiidiien:
; EZiI'I:;E-I-EDi— fo sinx
ay tim SOEFOUSE__ 4 4 VT oy Y g —S0E g L1
PR a. % x v fin2r s~ Zginxcosx v Zeos'x 2
B Nese f({z)= wix) dhe lim e {x )=1lim ,E.E{.x]=i}. atéhers Iimf{:}--w Eshté shprehje pa kuptim "E'-
Blx) " e T == i B () 0

Mise, tani, 1|.m rIl[I:I--m dhe J_|m ﬂ{;]:m Al herd |II'I'|: { ]

()

dshed :hprr_hja = vlers e 5€ cilés, gjithashi,

muk mund té cakiohet. N¢ rastet e kitilla kevejmé disa wransformime & caktoara o funksionit £ (x), 8 cilat do 16

misneEsafné coktimin ¢ kufirit

Ekzistoing edhe shprehje 18 tiera 18 pa caktuare, si pér shembull: oo —es, 22" 07, (", 17 etj, TE prmendim se ki me
simbobet (), 1, ==, +2o ruk shénohen numra, por me ndihmin ¢ tyre shprehim procese t nevejshme pérkatgse, Per

shembull, duke shiouar 17 (né pikén a) pér funksionin A= {7 kemi se lim fiz}=1, kurse Hm gix) e Shprehja

17 Eshté ¢ pacaktuar, pra nf varshmeri prej funksioneve f dhe g kufini I.J_T A %} mund t# cheiston ose & mos ekeiston




Caktoji kéte viers kufitare:

(@) ) lim [.r*-ﬁx-':}; b} lim (x* 26"+ 2~1).

@ atin 22 2”1 b) lim (V42" =3 -2x+6)

@ imio Dim o tim 5%,
@ﬂﬂl@; b} lim x-:l—f

Supn  REED

® -}EE{JPE_J}: o Eﬂ[l:rz_;::}

Dol :fli i la—h:h

Ketu dio t'] caktojm vierat kufitare té disa furiksioneve t& cilat i zhatojmé giaté niehsimit t& vierave kufitare té funksioneve
Tjera.

it | ) sin 2x

A | > caloviertnkafare lim ===

peciorie i | =0 ToORN

Shikve sgfidhjen:

. mnZx 25in reos x
me—gﬂ_ === —Ill'r‘g 3 .Uh'mun——ﬂh;nhj e:rm:uhu.al

O ta caktojmé vierén kufitare, pa virietim do ta pervetsojm ke teareme:




Shike vérsetinin:
Funksioni f (1)

Bl pErkufizar plr ¢do x prej rrethings i pikes y=10),

pérves per pikén x = (). NE vizatim &shié paragitur vifa methore me rreze ¢ ¥
dhe Sshté shénuar sektor rether me knd géndror ADE. T'1 krahasoime
syprinat ¢ trekEndéshave AR dhe OAC dhe syprinén e sekront rmethor

CMEB. Vergimé:

BT )

L) ar A

perkatEsishi %sinx:%f%mx. danih,

SH1X < X < [E £,

Pasi pergdo te (ﬂ.% } sin.x =0, kemi:

1 sin x 1 1 .
e + perkatesisht | >—— = cosx ( pasiprej — < — vijon a > b ), dmith. D.'.IE_I."I:-—u-uamI-l:I_
NI CO8T T a b &

1=

I gimf— i
Kio jobarasi Eshit € sakié edbe pér e [‘E"’} ot TVCE) BT s s o st ph oo
=1 r

L SiN.x . sinx
XE|-—, O Prandaj, li im —— < lim 1, dm.th 1< im —= <. Sipas teoremis
|: }\{ } i, lim cos < 1,'_T-. =< lm, m L ipas teoremis paraproke

Eo#t# formulé mund ta pérgjithésojms

b Cakiofi vlerat kufitare:

h"‘“*-‘:t P um.L:'—.jiu.

=l T -0 %if kx &

) lim E; by lim 533 ¢} lim sfn ex ¢} lim —nm_.r - 1’:.
a0 - X r=0 gin 3z 18 gif Kk

Shilee gfidijen:
o fy T gy SO, HOE . Do

e I L p=ail x FE] COs T

fim 20EE i sy SRRE X o f g WY W E
"-“ain}.r x=ll sindx ¢ I Tosin3x 3 a8 Ay  0gindx 2

SImr _m R

ME pérgjithsi IJ_I'I: e =-ﬂ-. mln =l

q}HmH"I_axlhm[s?‘I- -1[ ]-Jim[l-}—_x—}"ﬂ--
a0 ginr ) jINY  sINX L sin X




i Pa véretim do 1" pérmendim kuffjié

18 cilst do t'i shfrytéznjmé pér njehsimin e kufijve 1@ ofit 17

Cakto vier# kufitare:

gimf1+L]: wim(1+2]: gum{1-2]" ¢ tim (1-20p.
P | x i EE _I J—im N i B

Khile zgiidivien:

zfies] (2] (3] -tnres) aervi] e
@o) lim|l+=| =lm|l+~| |1+ |=lm [l+= | hm|l+~ | = F=g
P x T-#m x X il R 1 L x

. . 1
L E[ :T Bt _f Fe _f T _E =t X
2 2 2 2

W ) fil0-2eF =i (4200 =t (200 =t [('.+t—1*-=1‘."ﬁ ]* - ['-‘f: (1 (20 ] -

Detyra:
Caktoii vlerat kufitare {1 - 8):
o AER " —mh =cosx . l—cosx
@a}ﬂmu' 1 lim ; @aﬁﬂ——-—f : by fim ———.
. xsin2x 1-cosdx . codx—cosdc . 1—cosdx
® - eyl P i Wl === 85

l]"’. ! sY. AN

@ﬂyﬂ[m? : b]hﬂi[1+;+5]l. @R}E[IT:I. HE[‘I 3;]‘ ;
. X i x+3 i

@ “!L"][“.tﬂr]l' h}h:n[x [Jﬂl @) a lim (1+ 2]+ by lim 41-3x.



¥ ¥/
A | p
C-l
| f— B
=) =3 c'u rof X
a 1 2 3
I___ -i 1
& i A = C:II
fig | S

Vireve se grafiko i funksionit nd fig. 1 mund t# vizatohet ,,pa e ngritur lapsin” prej A deri n £, Q& t& vizatohes grafiku i
fumksionit o8 lig, 7 lapss panetér dubet 18, ngritet™ g & arribe prej pikiis C, deri te pika C dhe prej pikés C, deri te pikn
C,. Dometheng, funksionl ¥ =-;af sishti i vijueshibm né imervalin (@, & ), ndérsa ani, finksioni v = [x ] sht i pavijueshém
né pikat C, dhe £, .

Funksioni y-%f mé gdo pikE ra B ka vierd té cakmuar, E njgjta vien edhe par funksionin y = [x]. Pér funksionin

y =[] kemi

nise (1S x <1, weheri [x]=0 dhe lim [x]=0, por nese 1<.£ <2, atehers [x]=1, pra lim [x]=1.
a1 ="

Damethéng, funksioni v =[] muk kakufi ng piken ¢ =1,
Koncepti pér vijueshméring e funksionit 7 (&) ng pikn e dhiiné o éshi ngusht e lidhus me vlern kufitare i funksioinit né
pikén e dhiéné @,

@ Le f& jetd dhéng funksioni f{:]:x—:f], xe B\ {1}, Shoyrto f{r) a&shié i vijueshém né pikén:
ala=3 Bla=1.

Zgjtdhfe:
a) Pasi 3= D, dhe l'm;.f{x}-f{}}- 3, vijon se funksioni &shté i vijueshémng pikén v =13,




hiPasi 1€ D, vijense f(x) nuk eshig i vijueshém n pikén (dmth. [ {x)eshied pavijueshém ne | dhe | gshie pike

e pitvijbmin 1 funksionit f({x))

Nese funksioni f(x), xe (a.b) eshie | vijueshm né gdo piké prej intervalit (2,5}, aEherd themi se i Eshts {
vijueshém né intervalin (a,b).

Nése furksioni f { x) nuk kénag njérin prej kushteve 1), 2) ose 3}, atéheré funksioni nuk 2shié | vijueshEm né pikén o
dhe themi se ui Sshté § pavifueshém nd plkn g, kurse pika o quhet pika e pavijimi,

I
Funksioni | I{x]l=; dchté § vijueshbm né cdo piké o= 0, pasi

, I
lim l=—.pﬂrua=1}

Lol ]

D Shayrio vijueshmérind ¢ funksionit :

2 -3 1
a)fx)= :+2 né pikén xr=1; B fixi=1 ¢ PEH.'::'I]. e i
X pér x50
¢} f(x)=[x] ot pikinm x=2. §1 F{x)=e"" népikén x=1.
Shike ggjidhjen:

a) D, =R\{-2}, le D, dhe E'F..‘ Flx)==1=fF(1), domeihént fimksioni &shi€ i vijusshém né pikén 1.
b} Pasi Tim f(x)=0, lim flx)=4ce dhe F(0)=0, vijonse
funksioni #shtd i pavijueshém né pikén x =10, fig. 3
) Funksiomi F &g i pevijueshém nd pikén x= 2, pasi
Jim fx)= lim [x]=1, kurse lim [x]=2, domethéné fumksioni nuk ka
wlerd kufitare né pikén x =2,
)0, =k Ilu[l]-. pra pasi fg [, vijon se funksiont f (%) #shté | pavijseshim
né pikén =1,

|> Shqyrio vijueshméring ¢ funksionit: a) f{x)= % per x=(}

! =4
brm=1" PR gl Pere2
1 pér x={} 2 pér x=2.

Shihe zgjidhjen:
pavijimit, pasi kushti im f (x)= f (@), nuk 2sheé plotésuar fig 4.
Wijueshméria e funksioneve &shit njd koncept i tEndésishém, pra vértetimi i vijueshméris s§ fimksionit vijon




Férterim. Prej vijueshmérist sé funksioneve f(x) dhe g{x) népikéng kemi
lim f(5)= fia) dhe lm e(x}=g(a),

kurse prej vetisd plr vierd kufitare ¢ shumbs 32 funksioneve kemi
lim (f (x)+ g (x))=lim f(x)+limy(5)=f(a)+ g (a).
dmth. [+ g eshed funksion i vijuesh&m né pikén = a.
Giykimet tera vertetofi ver
Prej teoremés vijon:
© Gdo funksion | plot racional, (dmth. gdo polinom) P(x)=a,x" +a,_ " +_+a,x+a, sshié | vijueshém né cdo
piké a€ R, pasi eshie pérkufizuar ne 4, ekziston kufl né a dhe lim P(x)=P(a).

o hﬁjmirmhmlth}ﬂmf{.l'}=,=—{'ﬂ. ku P (x) dhe Q(x) jané polinom Eshtl i vijueshem n pdo piké x=a né

0(x)
té cilen Qfa)=0.
Cakto né cilat pika funksioni 2shi | pavijueshém
oy PIRYE 2 _|x" =1 pEr x20 -
LBAC e L A = e ”ﬂ_{ -2 par x=g ' P ITHE
Pérgjigfe:

b) X' —d=(;né x=2 dhe x=-2 f(x) éshté i pavijueshém.

M cilin interval funksioni &shié | vijueshem

1 x+3 Ex=1
= 4 b = : =
0y £=1 Ly ' +4 ¥  +2x-3
© Tit vijueshme jan# funksionet
y=a', a>0piredo xe H; y=log x,a>0,a= péredo re[k*;
y=sinx, péredo re ®; y=cosx, péredose R
Detyra:

@ Shayrie vijueshmEring e funksioneve
a) y=2o+l, népikin z=% b r=£i e pikén r=0,

I, =0
(2} Vitrteto se funksioni f (x)=sgnx=1{0, r=0 Eshetipavijueshim nt pikén x=0,
=1, x<0




(3) Verelo se funksioni f ()= sgnx &shié i vijueshEm né piken =1,
x Osx<]

@ Verteto se funksioni f (t)=42, x=1 ishtlf | pavijueshi#m né pikén x=1.
d—x x>l

% per x 2 0

A pir x=0.

Cili numér duhet i€ jetf 4, pra [ x) 18 jeté i vijueshém né pikén x =017

(&) Shqyrto vijueshmering e funksionit f(X) ={

I
_;_ pﬁ.l.'{u' -

{6 Shoyro vijueshmring & funksionit lel={
X péer rz

X ex=2
2{"-1)’
pérgdo x 2 1. A mundet ky funksson té jet¥ i pircakiuzar pir x=1, ashiu qé t# jetd § vijueshém ng pikén x=17

(@) Eshee dhing fusksioni f (x)= 0, =R\ {1} Vereto se funksioni &shté | vijueshém

@ ViErteto se funksioni ¥ =sinx shté 1 vifueshEm né pikén r =ae R

.-_ m. .'.i..i-l .r
B Méfig.1 Eshik paragitur grafiku | funksionit B NE fgig. 2 Eshil paragitur grafiku | funksionit
y=2% y=log, x ¥

¥
> "(l’ 1  ———

I
::‘ 0 Tz

o 1
fig. | fip.2
@ Boshtix, d.m.th. drejiéza v = 0 eshid asimptodé W Bosht v, domath drejtéza o= (§ &shié asimptoil
horizontale e grafikut 18 funksionit. vertikale ¢ grafikut 8 funksionit.
|| :EI_Il 2" =10, kurse JHl:rl_ 27 =oe, = Hﬂ log, = —ce,

B Cilat drejtéza jané asimpiota vertikale t funksiomit v =fg x7




1
flx)

@ Eshité dhéne funksioni f{.r}=%.:— I. Skicoje grafikun e funksionit ¥ =
Sheprivfe sgjidhjen:
Cirafike | funksionit SshiE paragiturni fig, 3 (shibe detyrén 2 ¢ te mEsimi 7
prej kisa teme),
Vereve se pikat e drejiézave x=11 dhe ¥ =0 afrohen deni te degst
pirkatése it grafikut pér derisa ato largohen nga fillimi | keordinatave,
Direjrézat e kitilla quhen asimplota.

Le 1 jene dhéng drejtéza p, grafiku i funksionit f(x) dhe pika e
ndryshueshme M (x, f (x)). fig. 4.

Pér até themi se:
|. asimpsota vertikale Eshié paralele me boshtin y; fig.4
2. asimptota horizontale Bihtd paralele me boshtin
3, aximptota ¢ pferrté nitse nuk eshig paralele me asnjérin prej boshieve koordinative,

Simboli x = oo domethEnd dubet 18 shapertohet kufin kur X < 4= ghe kur £ — —e2,
o=

2=

a) Cakto asimptotat horizoatale dhe vertikale i grafikut pér funksionin « dhéné,

b) Skicoje grafikun ¢ funksionit,

Shike ményrén:

Eshi dhéné funksioni f (x}=

- _ . i =3 iy
C+2x=3 s 2 3 2 37
X x

W lim f (x}= lim L, dm.th, drejiéza y=1




sshid asimptetE horizontale,
W Pikat e pavijimit jang zgjidhjet ¢ barazimit x* + 2x—3 =10, praatojané x=1 dhe x=13.
[0 ta shayriojmé sjelipen ¢ funksionit né methinén e pikave | dhe —3, kurse pér ati shikak & cakiojme kufirn e majié dbe t8
djathig né pikat 1dhe -3
F=2r . (1=hY=20=h) . —1+¥

III'I'I X | = "—-"——"_I.! =lim ———= i
.Ir[l’l ;_.|.-._;,.- +2x—3 *_I"I'bl {I_h]!+2|:'! .f!] 3 p._.rl;:_q_ﬁ+h, B dis

e 1+k) =2{1+k =
lim f{x)= lim X lim (L+8) ~2(1+k) =hm _l.i
=Tl ik ot A3 A []+,ii] +2{14+4)-3 0 dh+h

-2 15 +8h r—12r 15-8h
Hm )= lim ——— mlim e Ilm rj= lim —————=lim = e,
T= 0, e i et {5 R o - T

Domethéng, drejtézat s =-3 dhe x=1 jan¥ asimptota vertikale,
MiEse | cakiojmé piképrerjer ¢ grafikut me boshiet ¢ koordinatave, do 18 mundemi mé lehsé o vizatojmd grafikun e
flunkmionit.

F‘Et.t'=ﬂ._f[ﬂ}=ﬂ. pra grafiku kalon népér fillimin e ||I »T
koordinatave {0,00). / ‘
Pér f{x)=0 kemi —s=0,dmth r=0 ase _FH__.J-" |
=2, domethéng prafiku & pret boshtipex-né pikat e | 117 y=1
(0,0 dhe A{2.0). Grafiku éshté paragitur né fig. 5. = —
i
Pér drejiiein X =a 18 jeré H-Eintp1tﬂ!‘ﬂ1_'hﬂl:c ‘g o Ir'/
funkssonit £ {x ), mijafton té jetd e puhu&luﬂ' e vetbm njdr :I.It | | o
prej Kufjve 1 cdanshe (i majt ose | djghii) né até ke H |’
Ng.5
Pér shembull, 12 detyra 2 b) nga mEsimi 1 kalwar kemi;
x=0 ndse }_LIE [ {x)==, kurse }{ﬂl f(x)=0.
b Caktoji asimptotat horizontale dhe vertikale @ funksionit ¥ = 2:: :3 » kurse pasta) skicoje grafikun e

furkspomit.
Te kufiji® me 1& cil &t i cakiojmE asimptotat ¥ jang paralele me boshtet koordinative pirmban edhe kufij t8 1ojis

hm fx)=s

Tk

Nése pr funksionin ¢ dhénd f (1) chziston kufi lim f {x)=+oq, aihers Eshie ¢ mundshme, por jo, 1€ ekziston

drejtéz e Hojit ¥ = kx +n e cila sheé asimptotd e grafikut ef funksionit ¥ = f {x).

Sn




Lo 1€ jené dhéng drejtéza v= kr+ n dhe grafiku i funksionit  (x), fig. 6,

Mesepika N (x, v(x)) e prej drejtzss, kurse pika M {x,f{.r}} " ; L
ki
prej grafikut 18 f{x), atéheré drejiéza ¥ = ke + 0 dshié asimpioré e F f"’!
plerrié e lakores £, nése largBsia ; ; et
= i
d=MN = f(x)- y(x) 11"";.-“' | x
tenton ngn zero kur £ tenson né pakufi, pérkat@sisht ndse ckziston 1& & " T
fig &

pakitén rjErt pred kufijve:
limf /£ (6) = (kx + ) =0 oseliml £ (x) = (ke +n) = 0.

Mese & =00, aigher® drejigza y = n Eshitd asimprot horsomiale,

Nise drejidza y =4kt +n Eshilt asimptoté e pjemie, at€lerd k dhe o do ' cakiojasl 0 KEE menyré:

S& pan barasind ¢ pjesEtoymd me X, 120 dhe fitojmé

J it I

I=FTe=

M pra lim [@—E—E]=ﬂ.d.m.m & = lim fix]. pasi lim —=0.

Prej barasist lim (f (x)~(ke+n))=0  vien m=lim (f (x)—k).

Mse ehzistojné kulijie paraprak kur 1= +o0, aitherd kemi @simprong if plererd 12 diaffiig, por nese ekzisiofng ato kufl
kur x ——=e, giEhert kemi astmiprond of pjerrd i mafé. Né meényed 1@ ngjashme péckufiznhet asimptota horizontale ¢

djmtfed dhe e majed, pErkatdsisht asimptota vertikale & sipdrmee dhe ¢ posheinee.

@ Caktoji asimpiotat e lakores f (x)= —zf-; . xe Ry{-2}
X+ <
Shie zgfidhjen:

&) Asimpiota horizontale;
3 |

y=lim f(x}=lim e ==, lim f(z}= Im‘l—%--—--a:' qE do 1 thet® se funksioni nuk ka asmpro

1= p4 32 =y 42

horzontale.
b} Asimpiotn vertiknle;

20 -2+h) 2
S RAat i Rrvrreial Sl Reve
domethéng drejtéza x =—1 &shig asimpiota vertikale.
chAsimptots e plerme y = ko+n

2
k = lim ” :'=im Hhapw 2 ua
poiim ate X patm I FIX

gy FE2=A) e
A=l -—2 .ﬁ+1




= rr—llm (f (x)-kx)=lim

E—Ffm

2 ¥ _
28 o gy DDA S B
x+2 P x+2 pem T4 2

Drejtéza vy = 2x = 4 #shi# asimptotd ¢ lakores 58 dhéni.
Qé ta cakiojmé pozitén e ndérsjelité 1@ lakores dhe asimpiotés s2 plern® , do ta shqvriojme ndryvshimin ndérmjed ordinatave

8
42

1& pikave pérkatese prej grafikéve, dm.th.. f{x)— j—%—{!x—d}—
B f(x)})-y=0, nﬁni:-[:g dm.th. nése x> —2,
x+2
Domethéng, pér x =—2, f(x)= y, pra grafiko i funksionit [ (o) éshié mbi asimpeotén ¥ =21 -4,
B [(x)-y<0 nise —>—<0, dmih x<-2,
x+2

Domethéng, pér x <=2, f(x)< y, pra grafiku i funksionit £ {x) &sh® nén asimptotén ¥ = 2x -4,
Grafiku 8shté paragituens fig. 7.

Degpra:
Caktio asimpiotat & lakores:
x 41
=— b y= :
O oy=—7s; G
@a} —1+I+i' b y= !
R =T
x x
. : h. = ——
@ ar=3> )= 2l )

& 2 yzﬁ: b) y=x-e".

.
%
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y
@ Dt et I i
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Inermalen e i o 134
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A Funksioni § be t# jet# pércakiuar ng imervalin (a,b)
dhse Je 18 jet# 1, xe (a,b).
W Nese argumenti x te fumksioni y=0.5x+1 fiton viers /o7 perkatise 18 flnksfonlt b ¥ dhe X, jau Jx] dbe

4. atiherd viers ¢ furiksionit Sshts 3. Rk
% Ndryshimi x-.x, quhet Friffa e argumentit dhe

O P sa do @ rritet funksioni nése argumenti T rrites prej 4 shénohet me At, dmih. Ax=x-x,.
mé 57 M MNdeyshimi 1 vilerave pErkntése 1€ funksionit

Zgfidhje: F{x)= f{x, ) qubet rrigia ¢ funksionir dhe shinohes
(0.5-641)=(0.5-4+1)=1 me Af, dm.th
& =f(x)-f(x).
Nase funksioni sshté dheng me barzimin ¥ = f(x),
sibherd Ay= f{x)=f(x).

i @ !H__"i
o

4 o {:]j Af

Kujtohu!

A

# | f=x) v
ax, A x b
Prej r—x, =Ar vijonw se r=x, +Arx, prafritja e

= funksionit mund @ shkrubet n# k@ foemiE
t u dahiE | vijuedhEm

W Funksioni y = f (2 )#sheé i vijueshem v pikén £ =g,
nise dhe vetdm nise lim f{x)=r(a).

x
-

sl 32 | AF=flx+880)-f(x)

& Provo se funksionl f{x) =

@ Caktoji rritjet Ar dhe Af 18 f (x )= x" népikén x, =2, nése: a) =19 b) x=21,

Zgfidhfe:
B o) Ar=r-x,=19-2=-01; A =fx +ar)—flx)=F(2-01)-F(2)=19"-2" =-0,39.
Wb Ar=x-x,=21-2=01 Af = F(2,1)-F(2)=21 -2 =0,41,

b Eshif dhiné funksioni fl:x:l=f—5.:+ﬁ. Cakto rmitjen AF 2 funksionil fn8ss:
a) =3 Ax=l. b) x,=—1, Ax=05.
Lyfidhje:
W) A =f(xn+ax)-F (g )=f3+1)=-F(3)=F(4)-F(3)=(4-54+6)-(3 -5 3+6)=2-0=2

P

| g



Dreri te rezalitat | mERE do 18 arjmé edbe ndryshe, 5 pan e caktojmé rmitjen A 7 pér gfarldo viera s argumentic T dhe Ax,
kurse pastaj i zBvEnd¥sojme vierat & tyre.

u qr=f{.t+m}-—f{x}={x+ﬂ:}1-5{1+ﬂ.¢"j+ﬁ-[:-5:+6}:[h-5]ﬂ.t+[ﬂ.r}’,
W Per=x, =3 dhe Av=l kemi: Af =(2-3-5)-1+1' =2,
Cokto rritjen e funksionit }-=% nise: a) x, =—3, Ar=1; bj x, =3, Ar=-0.5.
; X
Shile sgfidhjen:

o o=flzrdn)-fl)-2i22 X &

(x+Ax)+1 x+1 (x41)x+Ar41)

) PEr =1 dhede=], Ay = I =l.

(—=3+IK-3+1+11 2
> Cakio rritjen & funksionit:

a) fxf=r-2r nise =x,=2dhe Ax=1; b .I"L'-'JF‘i' nkse 1, ==2 dhe Az =05

Funksioni f ()= x" +1 ¢shté pirkufizuar per ¢farédo names real,

a) Cakto rritjien AF 48 funksianit /i gfarédo piké 1.

b Cakio herésin e mitjes s& fumksionit dbe mitjes s& argumentit, d.m.ih %

¢} Cakto vierén kufitare 18 i-""f- kur Ax = 0 dmth  lim i
m A =0 A
Cakuo vlergn kufare nése 5 =3,
Zigfinbje: g A AR,
WA Af = fx+ax)-f(x) A¥ Ax
M:[{I'ﬁ"ﬂ."]—" +1]"I:I=+|} = l'.'] ELHH %:hm {_21.:+M]'=2I.
Af =+ 2xAx+ A +1-x" -1 5
Af = 2zAr+(Ar) = Ax(2x+ Ax); Per £=3, kemi lim —==2¢=23=6.

Véreve se th i. né pikén =73 ka vler®.Pér numrin 6.Themi se funksioni ka derivat ol pikén f(x)=x" 41 n2

pikén r =3,

voAx




Pasi x, mund t& jeté cilado pike peej I, stiherd pér derivat té funksionit f (x) né ¢farédo piké x€ D, kemi:

Nése funksioni f (x) eshi® dhéng me barzimin y = f (%), x€ D, atéhert derivatin e shinojmé edhe me 3",
b Cakto derivatin e funksionit:

a) y=x' -3z né pikat; %, =2 x, =15 x5 =35

b) y=(x+2), né ctarédo piké re R.

Lgfidhje:
W a)E caktojmé Ay, dm.th.

Ay = flx+Ax)- f l':}=[{-Hﬁ:}’—?nfnﬂ:}]—{x’—h}: Ax({2x-3+Ax).
ﬂnm{h-hm}

M #

W Eeakiojmé lim %.d.tn.lh. ¥'= lim (Ye+3+ Ax)=2x-3.

=2r=54 Ax.

A
lﬁma&—‘:.d. th,

Per x =%, ¥ (5 )=2x,-3. Por &, = =2, +'(-2)=2.(-2)-3=-7.
Perx, =15 ¥(L5)=2-1.5-3=0¢1

E Cakto derivatin ¢ funksionit: a) y=>xu RN (1 y-—‘l-. xe RA\{1}
& F S

Fere ményren:
_ 1_ Ax Ay (s+ax)x 1
B a) Ay=f(x+Ar)- 'f"'I}r_..fi-ﬁ.'l 2 (x+Ax) x’ " E{- Ar T fx+Ax)x
®m y=lim 22 i = I I:T Dmth. I

fe— Ax e {x+ﬂx].:

Pér fimksionin f (x)=x, (22 0) népikén x =0 I:mil

H[ﬂ} Jo+ A -0 |
=0 =1, T
B Funksioni ;[j]-ﬂmhmup-uu x-ﬂ,aﬂhmﬁﬂip&rﬁuﬁmﬁﬂaﬂpﬁpﬁmﬁﬁm

o 5O
el Ar




Veéreedm. Dubet & véEnetojmé se lim [ {x)= f(x, ). T&supozajmé se ['(x, ) ekziston. Atghers
£z

tim [ )= 1 )] =tim LEIZLOO). (g iy LCaPAD=TC0) o gty )00,

Prej ;I'_."f, [f{.:}—f[.l::, ]]= ]Lrﬂ Fx)=r(x )=0, viion I'El: F(x)=7{x). q& dot thote se

funksioni f () &shté i vijueshémng piken x,

Giykimi i anasjellté nuk éshié e theng 1# jesé i sakté, d.m.th. nese funksioni f{x), v& [}, Eshié i vijueshim né piken
% € Dy, atEher ni nuk £shi¥ e thitnd 1 jetE diferencinbil ng pikénx,. Kett do 1a tregofme te funksiom [ {x)}=lxl, |
cili #&sha@ i vijueshén né pikén ye K, porn# pikén x, =10 nuk #shté diferenciabil.

Funksioni f{x)=}x|, xre R éshté i vijueshém né pikén x, =0, pasi

lim [,r (x)=1( ::.,}] =lim |xj={, dmth lim f (x)= £ (0}, kurse kjo do t& thoté se funksioni &shes diferenciabil

prodoxe B

Dio 1 tregaimé se funksiond f{x)=] x| n& pikén x, =0 nuk ka derva

Fl0+ &c)-7(0) i 1801 _{1, Ax=1)
Ax e =1, &x <A

(0)= lim

A ;
Domethini, lim ﬁ nuk ekzistond.m.h. (0] nuk ckziston,

Ményra se si arrihet deri te derivati f'(x) i funksionit f £} qubet diferencim i atij funksioni,
Pjesa e matematikés qif | studion derivatet ¢ funksioneve dhe zbatimin e tyre quber sjehsing diferencial.

© Mgjashem sikurse konceptet viera kufitase ¢ maji dhe e djathté, pé riunksionin f {x ) mund 1 pérkufizohes
derivat | magié dhe i dzarhié,
Funksioni f{x) le 1 jeté pérkufizuar pér x = £ Nese ekzigton lim

il

= fo (%, ) edhe pse Esh i

J{x+Ax)= 7 (x)
Ax

fundshim, atzhers as ¢ quajmé derivar | dfachs | funksionit f {x)ng pikén x,, porc shénojmé me £, ), NE minyrd

analope, nése ekziston  lim f{.r+ﬂ.l:':l—,l"{.:}
A Ax

pikén x, dhe ¢ shénojme me f(x, ). Derivati i majté dhe i djathté i funksionit f (x) me emrin e pérbashkét e quajme

derivat t¢ njFanshém.
W Vere, funksioni (%)= x| n& pikén £ =0 ka derivat 12 majié dhe 1 djatht, por t4 ndryshém,d.m.th

S{0)e £(0), prandaj funksioni f{x)= x| nuk ka derivat ng pikén x =0.

= f7{x, ), atthers até e quajmé derdvar | mafief i funksionit f({x) né




Mbaj mend!
Nese f'(x, )= f(x) dhe f(x) gshue i vijueshem né pikén x,, aiéheré funksioni ka derivat né até piké dhe
£ )= f{x)= fi{x)
Pér funksionin f (x) themi se &shié diferemciabil ne pikén %, € D, . nése ckziston derrvati f'(x, ).
Nese (%, ) nuk elziston, funksioni [ () nuk éshi diferenciabil né pikén x,,

o Tunksion diferenciabl] shie gjithmone | vijueshdim, por ka edhe funksione ## vijueshme g nuk jand diferenciabile.

Funksioni f (x) #shi# diferenciabil n& intervalin (.5 ), nése &shté diferenciabil né ¢do pike 18 aiij imervali,

x, Usx=l

, crEpikinx =1,
=1 x>1 | e

b Shayrto diferenciabilitetin e funksionit _.I"{.:r}r.{

Zgjidife:

Per 0 x<1 dhe k=1 kemi: £°(1)= lim O 2T iy L2

Fér 1=1 dhex=1 kemi

fl+ax)-fii)
Ax

g, " 1
w= lim w= Lim {E+M}=2,
Ar A=l Ar A1)

f'(1)=lim = lim

Pasi " (1)% f(1). funksioni nuk Esht# diterencinbil ng pikén », =1, Viéren e funkswoni f{x) ka ndérprerje né
pikén x, =1,

Bashksia e 1€ gjitha vierave (& argumentit 1 prej fushls s plrkuficimit & funksionit £ nd ¥ cilin ai dshié
diferenciabil qubet fiesha e diferenciabilitetic D 1 funksionit £ Poashtu gjithmoné DY, &shié nénbashkési ¢ £

=x, X<l

Pﬂfslmﬂhuli.pﬂrf{xFL! o Pr =R vepiktnz =0 ke [/(0)=-1 a f(0)=0.

Domethéné (0] nuk ekziston, pra éshié o =R\|0] 2 0, =K, dmtn D, £0,.

Mbaj mend!

Mise funksioni f (1) Bshiz diferenciabil ng gdo pike x; prej intervaiit (a.b), sehere denivan f(x) eshee funksion
i ptirkufimuar nE até interval,

Tita




Detyra:
@ Brirjét & drejikéndEshit jond |5 mdhe 20 m, Cakio mritpen e penmetrt dhe mitien 2 syprings s& drejtkéndEshif:

i} brimpa md evogsl 18 zmadhohet pie 001 1o, b) b mé & madbe 8 zmadhohet pér 0,2 m.

(T Rrezia e rrethit &shié ¢ barabarté me 2. Cakio gabimin gjaté njehsimit 1€ syprinés s& 1ij nése gjatésia < rrezes

Eshis:
a) Ar; by 0, 2o e . 1em.
(3) Cakao rritjen e funksionit f {x) né piken x,, nsse:
i) fl.’-r]=—i_ X, =-1, &x=0.2; bl f(x)=2x" -3, 5, =3, Ax=-02

o) f(x)=3r+l, x, =5 Ar=001: ) f{:}%f‘. =2 Ax=0
@ Cakro rritjet Ax dhe Ay né pikén x=0, nése:

a) fx)=4x-2', 5,=2.5 2=26 b fx)=+2x-1, x,=1.22 x=1, 345

e) f(x)=cos’x, "n=%: hani & f(x)=15x x =%= r—-g.
(&) Cakto derivatine funksionit:

a) y=x+2 nEplkE x =3 b} y=x" =3, né pikén r, =2

I..I.

c) y=x, né pikén x, =1, g y=2 I.nlpiﬂ!ﬂ =1
(&) Cakto derivatin e majts dhe 18 djathvi 1@ funksionit

g) y=lx+1l, népikénx=-1I; b) y=lr=1I, n&pikén x=1;

]

ch y=x7, nd pikin x=10.

() Shayrto diferenciabilitetin efusiksianit
- x =122l
a) f(x)=x, xeR"; h}_r[xll:{f g né pikén x, =1;

X, —oo x|

. NE pikén x, =1.

l=x, x=1

:}ffﬁfl:{




' Cilét jané funksionet elementare?
0 lim [Hl]l-m

n il i ] e *

B la+b) = "4 Y ; v _
ki [“}1 [1}' [ﬂ]ﬁ @ im 2 eina

P
6 . a+f  e-f
I sing—sin f§=2cos - - 81N 7 " = ingﬂ—hi3=hﬁ%1 A=0, B =10,
3 mm—muﬁt—iahﬁ;ﬂ-ﬁnﬂ;ﬂ. U nlogA=logA”, A=0,

Percaktimi | derlvatit sipas pirkufizimit prej ndonjé funksioni shpeshhesé Egiv@ puné e gjat dhe e ndérlikunr. Kétu do 1
cakinjmi sipas perkufizimit derivatet ¢ disa funkosoneve, 8 cilat dubet i dijme si  tabelén ¢ shumzimit™. ME tu je do i kemi
parasysh kKEE:

I Mise funksion: Eshié dhéng me ndonjé shprehje analitike, pa u theksuar domeni, do té llogarisim se dom: i pérb&het

prej o6 giith nuemrave realE pér 1€ cilin ajo shprehje analitike ka kuptim.
1. Perivati i konstamtes

flreda)-fl=)_ . c-c
Ax ace Ax

U Letjoid f{x)=c, ce R Awgherg f{x+Ax)=c, pra f'{:]-aihi 0, d.m.th,
= =4k
2. Pevivati i fanksionit [(x)=1x", ne M

Rrija &F = f (x4 Ar) f(x), te Af =(x+Ax) =27
“igse (x+ Ar) cabérs  mEsipas formulds s& binomit, kemi

(x4 ) =x° +[;' }r-'.u +[;],|"-' (ar) +,..+[: ](m]“

(esin) =2 +n:"'ﬂ.:+ﬂ:fz-—1]1"* (Ax) +..+(Ax)

Af=(x+AxV -x"=nx""Ax+ ﬂi'i—'ﬂx"“*{a;f +.+{Aax)

a:{ nat 4 “—'["I__”f“m oAy ]

Ar

-1
f'(x)= lim | ny™ +%f*m+ oAy }unx*'. dm.th,

(::_'. :I =X




Diuke e zbatuar teoremén paraprake cakio derivatin e funkstonit:

a) fx)=x by f (x)=x"; e) f{z)=x
Zgjidhje:
o f(x)=x=12"=l.x"=L B f(e)=2-2"" m2x; o) f(x)=2-x"" =51

Funksieni f{x)=x", ne M quhet funksions i fuqisé, kurse formula [.r"] =nx"" vien pér gdo numér real. K&#
givkim nuk do ta vEretnjme, kurse rhatimin ¢ saj do ta véshtrojmé né shembuj.

! !
b Calto derivatin ¢ funksionit: a) f (x)=+x: b y=U¥; ¢ y==i ® }u_—z,;_

Pércille zgjidhjen:
a} f fx}:[qG]J=[_._-l ] qﬂxi"=%j'; =$: 0 [.t]=[l|".F].=[;: ]:— ;-|=ﬁ;

3. Derivati i funksionit eksponencial f(x)=a", a>0, a=l.

Af = f(x+Ax)- f{x)=a"" -a =u'{u""—-l}

a*la*—1 = p
f{x)=lim — 2 o lim -{—:I—a lim L Pasi lim —~—1-1nu Kemi
Arsn Ak A Ax a1 AT A=t Ay

Filrat gty {a’}*mﬂj na. MEge 0 =&, atéheni {E‘ ]ﬂ —

4. Derivati i funksionit logarimik y=log x, a=0, a=l.
Ay = f(x+ Ax)=log, (x+Ax)-log, x=log, I+M.
Ax Ay
In-g*(l+—] '“E.{l""—]
AT Ax 1 Ax T Arx I X
i Aeve | 1 ., Ar Ax
“(x)= lim | =- el ol ST 1= [, Pasil J1+—= | =log,
¥(x) 3@0['105.[!+1]~ = jﬂ,lns.[+x]h astﬂ,hﬂ[ IT‘ log, &

e | s | el
vijonse 3'(x)=—log,e. dmth  (log,x) =—log, & Nese a=e,atthert (inz) =—.

117 %



5. Derivarl | funksionii trigomomeirik v=sin 1.

& = f(x+ .r,'hx]-f[I}-nin{.n-ﬂ:}-s'mx=Iml+?+x-sm‘r+ﬂ;_I=2m¢[x +5-‘21J sin%.
af Em[r+%]-sM% Eju.{':‘:
o - Ckurse f{x)=lim ms[:-:—T]- lim _Z_E
2
Ar

sin— 2
Pasi lim —ml=lhmtf'{,r}=r:mx. dmth, (snx) =cosx,

2
b Trego se (cosx) =—sinzx.

Deerivatel e disa funksioneve do t°) paragesim me tabeid

tx“ ]’ =q.x*! (log, x) =%lc~g, ¢

ke oy >
(o) =7 (1nx) =i.

» 1N .
{ﬁ,} =a’ina (sinx) =cosx

(?}i.- e (m&;r}’ ==ginx

Defyra:
@ Drzke e zharuar formuslén pérkatése cakio derivatin e funksionit:

a) y=x*; bl y=xyx: ) _'r=%.

(2) Cabto sipas pérkufizimit derivatin e ferksionit: a]j'=l: M v=4x; ch ¥y= : -
X 1_..'.1'
=1
=2 +3x-4; -
Y d) ¥ T

@ Caktoji pikat te t cilat funksionst ¥ = xr+ 2 dhe y =2x" — Ix+ 4 kanB derivaie t& haraharia,

@ Caktoji pikat te t& cilat derivati | funksionit ¥ = sin x &shi i barsbarE me 1,
@ Caktoji pikat e t& cilat derivati | funksionit ¥ = cos x 8shié 1 barabari¥ me (.

@ Caktoji pikat 12 18 cilar derivat | funksionit ¥ =sinx &sheé | barabarté me derivatin e funksionit ¥ = cos.x.




Gjer mi tani cakiuam derivate i€ disa funksioneve elemenare. ME prakiiks do 1 hasim kombinime 68 ndryshme prej
kétyre funksioneve 1€ fitunra me disa prej operacioneve artmetike. Caktmi 1 derivatit i funksioneve 18 atilla & ftuara sipas
plrkufizimit zakonisht &shté i gaté dhe 1 ndérhkuar, PEr caktirmin & dervatit 82 funksioneve ekestoing rregudia o cakiuars (&
cilat mund€soine ciktimin m 18 lehbe 18 derivarit.

1. Derivati prej prodhimit (& konsiantes dhe funksionit

g{x+Ar)-g(x)_

Vereim, Le12jei g (x)= ¢ £ (x), aithere g (x4 Ax=e- f (x-+ &), pra () = fim EX20

o i LGS Ly LRSS sy
e Ax e X

Cakto derivatin e funksionit:
g) f(x)==5x"; ) f()=3ar’; o) f(x)=3sinx ;;;_r[:}=§|n;.
Lgjidhje:
o) (x)=(-50) ==5(x') ==5-ar' =200 b £(x)=(3ar’ )| =3a(s) =3a.55" =15ax";

w © f'(x)=(3sinx) =3(sinx) =3cosx; - _f'{:}=[§1nx] ~2nx) =2 2=2,

% Cakto derivatin & funkssonit l}j‘=§-—.l": by y=2cosx; ©l :|.|=21..I';; gl y=4da.
L. Drerivanl § shumés s funksiorneve

Férretim, MNése Ax &shté mrifja e argumentit x, athers Av=a(s+Acku(x) dhe Av=vrrdel-wx] jand reitjer phirkatése 12
funksioneve x) dhe wWx), Letéjete [ (x)=u(x)+v(x). sehert
Af = f{1+h}-f{1] =g (x+ Ar)=ulx)+v{x+ Ax)=v(x),
dmth. Af =Au+Av, kurse

I ] r d-" i ﬁ i ; W
. o f(x)= lim %=H§h E"_E'-?n E? dmth. f(x)=u'(x)+v'(x).

DomethEng, ((xHwx)) = (xHv (x) dmth. (i) =u el

. P 1
Ax

ElE
ElE




% Cakio derivatin e funksionit: a) f (x)=2x" —3x; h]f{r}tix’-—lz-f; ¢} fix)=2r+cosx
Lgjidhje: F .
a) F(x)=(261) ~(3x) =2-2x-31=4x-% b I{:}—[—rf’] [E: ]=.t‘-.r
Kjo rregulié vion pér shum 1€ tre dhe mé shumé funksione diferenciabile né té njéjtin interval (a,b), dm.th,

{u+ v+w]l =u'+ v 4w,

Cakio derivatin  funksionit: a} f[.t}ulxi'-lndr"'—%.x‘; b j-Ex-—ﬂ.x’-l.r’;

c j=31n.t'+y";—i’;"F', ) fx)=3sinx+2cosx—x".
Zgjidhje:
© Gjate zgjidhjes s8 detyrave shfrytézaii formulat gé i ke mésuar gier mé tani pér derivatin e funksionit.

% a) f'(x)= 1’31’}*1-["*1’]’-[-3’*:1"] -3~2;+4-1:‘—§~ﬁf='ﬁ;+11f—4:’,-

) g i 4 Ay E. Y EEd i
=[3In -] =3.~ -z = ——1 =—
m o) y={ I]‘F[‘u'r;} {{"'_] x+2 = [: ] .x+2 - = I+I_1.|"; E
Cakto desfvatin e funksionit: a) f(x)=3r" —28inx+3-2"; 1) }'=2EN1+1;—IU‘E:-T-
3. Derivati i prodhimif t¢ funksioneve

Vertetim, Le g jett § (x)=u(x) v(x), meherd Af = f (x4 Ax)= f(x)=ulx+ &) v{x+ Ax)-u(x) v(x).
Mé tutje do t'i shfrytézoime simbolet  wix}=u, wlr+Ax) =u+Au, wxi=v dhe vix+Ar) =v+Av, ku
fm = =0

Pramdaj;:
=(u+Au)-(v+Av)-u v,
Af =g v+ A v4u-Av+Au-Av—u-v,
Af  Au Av  Au-Av
R
A -Av fu ¥l
fx)= hm— v4u- hmEHJ s H“.J:E v+ [ ]u‘imd.y]_

sy vV e Ose v u-r, dmih

(u- vf =uwdu-v,




Cakio derivatine funksionit: &) f (x)= (20" = 3)(x* - 32" 4 5};
b f{:}=1‘1 SInE ) y-{lﬂ -1:}-|n.r. =ik ) _'pn['i-ul-:in_ﬂ-mu.r,
Krahazofe zgiidifen iénde me cefidhjen ¢ dhéné:

a) Let@jeté: ulx)=2x" -3 dhe wixi=x'-31" +5.
Sipas formulés kemt

Flx)=a' (=) vix)+ulx)v'(x), dmih gl }"![1+lin1‘.}’-nm:+l:l+3inx:|-{um;-}'
Fla)=(20 -3) (¢ =38 +5)+ (28 =3)(x' -3 +5) ¥ =cosx-cosx+(l+sinx) (~sins)
Fo(x)= dx(x' -3 4 5) (26 - 3){45" ~6x) ¥=eotig-sinx=sinix
File)=dx —120 + 202+ 80" —12x" —12¢" +18x
f{x)=121" = 362" +38x

¥ =rpos 2x —gin 1.

Cakio derivatin ¢ Funksionit;
B y=xi(x'-1} B y=20dx, x>0 c]p=[f+n1}[f—ﬂi}: §} ¥ =x—Sinxcosr
! Teorema pér derivatin ¢ prodhimit t& funksioneve diferenciabile mund t@ pérgjith#sohet pér tre dhe m shumé, por
mumér t# fundshém 18 funksioneve diferenciabile, né intervalin e nj&jié (a,b).
Nese y=u - v-w tshid prodhim | funksioneve diferenciabile y = wix), v =vir) dhe w=wix), atEhers

y=(u-v)w, pra v =(uv) w{uv) (w) ose v =(u" v+u vy owe{uov) (w), dmih
Yeu' ovowr o owahnowow,
ME menyrd 1 ngjashme mund tf caktobet derivati | prodhimit prej kailr e mi shumé funkaione,

Cﬂim#ﬂmhcﬁm]ﬂrluil: W) y=x'.e"-sinxy, b) y=esinrcosr.
k-

may —{11] 8 sm.l:-lrf[e‘:lsm.t-r-:: et (sing) ;v =2aetsinx e sing+ o cos
¥'=xe'(2sinx+ rsinx+ xcosx).

4, Derivari § hersic i# funksioneve




Vertetim.. Le winﬂf{xkﬂ:—fﬁ sithere Af = [ (x+ &)~ f (x)= ”Efiﬂ‘ TE;

Sipas simboleve g2 i pendorém me par:
_u+du w_ (utdu)v—u(v+Bv)  Au-v-u Ay

& v+ A W v[1.r+m.':} H{-,'+.-}.u} !
E‘:,[E.“_u'.ﬂ}_'_
Ar | Ax Ar | vv+Av)

o A Ak AvY ] bt _
ff.l']—ili![nm&x— ET&M V- .'Etnruﬁ_f m:{u "'"“"'}:1-" Pﬂl.ﬂﬂ Av=0, dmth

]

1
p Cakto derivatin e funksionit a) _}-._Z'F_; b) _'P='t "']: di :r=.r’i+:+ll
1= ¥ ¥ —x+l
Shike zgiidhjen:

L

&) Duke e zhamar formulén [E] iyl L ku w=ly, kurse v=1-%° kemi:

¥ Ir"1

.={11j[1—11:l—21‘{l—11]’=1{I—x‘}—2x{—lr}_ I 42
{Iu:’}: “_#:]’ {l—frl

@ Cakto derivatin e funksionit: a) y=1g.x, :¢%+hr. ke @i b) v=cigx, x2kx, ke £

Lgjidhfe:
g &) Pasifg Xx= o kemi
COs X
, (sinx) cosx—sinx(cosx] cosxcosx—sinx(-sing) 1
y = ~ = - = e d.m.th.
CosT X COE" X L
x) =—0.
{m} :_':u.“':
¥ 1
w b) Verteto se (etgx) ==—f—.
sin’ x

Been formula mund 12 shEnohen n iabelgn e derviteve ng fund & mésimi 2.

o




sinx
il B
RNX—Ccosx

X&
gy =

|
@ Cakio derivatin e Manksionlls a) ym——: by ¥= =
COs X 5N x

Shayrio sgfidhjen:

) {:-e’]'sin.t—u'{ﬂin.t}'_('x'El+x'{€}}j"x—”:m“ e" (sin x+ rsin xr—xcos x)

Y ¢) ¥'= - : = —
IHIEIEI EII'IIJ.'. sum K

@ Njehso f*(x, ) nése:

1 In i |
a) f{;}=;+J—|r..i;,=l: bi f{x]:%_xn =k &) y-x—;,g,-:l; g} y=t¢ ﬂnn—ﬂ—l.xﬂ:ﬂ.

Defvra:
Duke 1 #batuar formaulat npehsoji derivatet @ funksioneve.

@'n'l y=0,5x" h]_}lzuf; ¢].},__._41,|';; ¢) ¥ =M+

@ B} ,!|'=2-l':—3-l'+5: b} ]I=_t-u|"i—-31’-d.'r
2 ox 1 1 -3
b S T i M L

@ a) y=sinx—2cosxy b y=x =" +hnr ¢ YSIEI-CEL
(8) a) y=(x"=3x)(1-2x)  b) p=(xc+2) (- 4e-1} <) y=2 " +1)(x-1).

@ #) y=sinxcosx, b} y=sinrigr ¢} F=Ecosyclgr

@ a) y=#Inx b y=x-e o y=xenx

o et 5 _ A +3x42 i3 - | ym 28X
ORE 21 T 0 % e Y 1vcosx
Inz—1 _Inx X
@ wy=—0i B¥=5i ay=sn
({0 Per funksionet f{;}=%-z-% cakto f (0) dhe [ (1), Venetose f(1)=f"(-1).
£




Letdjeté f{x)=3x,ce R dhe g(xl=rx’+1 re R Tilormojme funksionst f{g (x)) dbe g{f(x)). Kemi:
f[g{r}_}-3-g[x]=3{xt+l]=3.rl +3 dhe g[ffx}}:g-[ﬂx]-{ﬂ;r}l +1=9x" +1.
verese f{g(x))= g(f (x)).
Funksioni f (g {x)) quaer funksion i pérbérd ose kompogicion prei [(x) dhe g(x).
.-_ m _'i‘I.' I r
¥ Funksionin y =1+ mund ta shqriejme si funksion 18 perbese, pra ai mund 1€ shkrubet me ndihmn ¢ funksionit
wlx)=142", dmth y=Ju.
0 Funksioni w(x) shpeshheré quher funksion ndérmjetésues,
" Funksioni y={x 1) tshté fimksion i pérbéré. Funksioni ndérmjetésues gshé u(x)=x" <1, pra y=u’,
u(r)=x' -1, Funksioni ndérmjetésues u(x) nuk &shé giithmond njivlerésisht i pércakmar.

Jané dhéné funksionet:

8) y=yunx: B y=e""; o y=In'x & y=cosldz d}_?=ln[.:‘—.:+1}.
Cakto fimksionin t(x) dhe funksionin ¥ = £ (u ).

Shike pirghigien:
w0 u(x)=sing, y=u W g u(x)=3x y=cosu,
B o) u(x)=Inzx, y=u’ O odiufx)=r"—x+2 p=Inu

Cakto funksionin wlx) nsse:

a)y=e; B ysh(sinx) o y=(x+2)"+3% ¢ y=sin(3x-2),
Rregulla p&r cakthmin ¢ derivatit i funksionit t2 pérbéré eshi dhénd me kEté weoremé

Virtetim, Leté jett u (3, + Ax)—u(x, )=k Eshté mitia e funksionit u(x). Pref ke vijon
ulx, +Ax)=ulr )+ k=u +k
Pasi 1 (x) éshté diferenciabil ng pikén x,, al 8shig | vijueshém ng piken, pra rritia e tij n pikén x tenton nga 0 kur Ax < 0.




¥ (%)= lim i (el +ﬁ:ﬂ_"}1}—f{u{xn}]= - Fu, +ﬂ_”u"}-

NEse numgruesin dhe embruesin i shumézojmé me k,past & = u(x, + Ax)—u(x, ), kemi

FlagtR)=f () kool +0)=S(n) ol +ax)-uls)
Ax k T k- &

L] M
£l ) ()= 7l ) ' )
Giatt zhatimit praktik & teaceméts, funksionin ¢ shEnojmeme ¥ = f ()}, kurse derivati i funksionit né pikin
xe ﬂr Eshié

W ()= lim

¥ = fw)-w(x).
E* Cakio derivatin e funksionit; o) y={(2x—3); b y=vx'+3; o y={4c+3).

Fere mémyri:
W 2} Funksionl nd@rmjetésues w=2x—3, pra b =1 +3, y=vu _-,-":E:i:li:.u'[;};
y=i", kurse derivai i tij Eshie , : i
¥ =5u" u'(x); ! ¥ =2—'m-l:.t* +3] :
¥ =5(20-3) (20-3) 5 il x
¥ =5(2e-3)' -2=10{2x-3)". y =3{r!+3'h=h,+3-

I>v Cakio derivatin e funksionit:

al }r:e"l; Wy p=at"0 g) y=In"g x>0 g y:lul:xl-lr+3].
Krahasole wgildijen ténde me sgiidhjen e divdné:
al jnf";ul_.r]=—.r= pra y=¢", kame y =g° u'{.::|=r"'-l;—:’:| =_Tw ",

Aln x

gl y=hn'cuixi=ing, pra y=u’, kurse y =2y u(x)=2Inx-(ns) =

Caldo dertvatin e funksionit:

a) y=sin’x; b) y=cos2x <) y=1g' x—1gx

Shgprio wgjidhjen:

a} }-p;i_n:_;-m:gm_f, pra :I.I=|j;|_ kurse ¥ = Ju-u (xh= 250 - (sin .l:}'=15irl reosr=2xn 2z

bl -"'I={‘“-"5“:|. -w'(x) = —sin 2x-(2x) =-2sin 2x;

, T
9 y'=3g'%(18+) TR X e




ME fiand £ pedsimit o dyté nf tabel® § shénuam dervaied 18 diss funksioneve elementane. Kns do 1 japim tabel2 pie
derivatet ¢ funksioneve té pérbéra ku ¥ =u (x ) &g funksion ndErmjeiEsues:

| {"-j=“*w o (sinu) =cosu u’
(ﬁi E-i"-‘f:. [l'-‘-'ﬂﬂl]* =—ginuu’
_(g‘!fnn! ‘nau (1gu) =:.@LE;¢
() =e ' {iﬂsﬁf= H.;lu o
-’E].'“".i".%_ w (log, ) =T:n~h"~m$’ ¢

Cakto derivatin e funksiond:
-1

a) y=sinz’; b}}'=1ﬂ—-“-|- =}:-‘=~l";ms’1: l:],'|-'=hsiu-.l";.
.'.

Shihe gjidhjen:
B 2 y=cosx I:f} =3r' cosx’;

o 1 fa=1 '_x+1_{.:—l}}-{:+I}—{:—I]-{x+l] x+1 z4l-x+l 2
- x _'I[#+|]--l—1 (x+1§ Tal (x+1)
T+l

ol y'={wf;]ruf.r+ﬁicmz.:f-imix+ﬂ-2mx{mxﬁ’=%+ﬂ-2mx{—ﬂhl} ?Jr—'-rﬁlﬂl:

S it B g TR S g g

’ Cakto derivatin e funksionic

a) flx)={x+1)Nx' +1 b) f{x)me";
o) flx)=x'e™; §) fx)=siny1-x"




Cakto derivatin ¢ fimksionit y = y{x) t¢ pereakiuar me barasimin:

B O+ ¥ —1=0; by o'+ ¥ =3 —x=0
T 2

4:}-14—4--"-;-=I: ¢}y".:+qilr_1-l_=1.lr:_r.

Vareje ménprén:

Funksion v = y(x) éshE dhéng né formén implicite pra péreaktimin ¢ desivatit v' = y'(x) barazimin e dhéng dota
zgjidhim sipas 3, d.m.th. do ta shkrogjme né formén eksplicite, duke pasur llegari pér bashkitsing e pérkufizimit té
funksionit & fituar,

a) Prej barazimit 1 dhéng kemi:

yo=l-xdmth y=yl-t mer=—/1-1', xe[-11], pra

x

; 1 ¢ x x
¥= fl-2%) = f=——=, dmih. ¥'=% :
= S e e e

b) ¥ =x+3r =2 dmth y=Ux+3P -7, re R, pra

i [1+3:=-_r"]'  1+6r-34
Wrrid -7 Wrraid-2

¥

£l \,IG'.='H'II_I—\|"_4 d.mith, J'=[u";—-"';}:. 20, pma
r‘=2[£—ﬁ]-[—ﬁ;]u%‘£.

]> Cakta vierén ¢ derivatit 8 funksionit t# dhéné me barazimin né pikén x, nése:

o) x' +xy=3z+ y+2=0, z=-2; B e —x' + yx+2yml), x=0),
Shgyrioje sgflahjen:
Ix-2-1 . §mdg-x i
a'_'y:—.l J_I e _1.' 1-1 :j:
x+l (x+1) 2
-y e X +dx-xet —g' , 1
b) ym= . ¥= 3 v ¥y (0)=—,
i+2 (x+2) r{0) 4




Dreryra:

Cakto derivatin ¢ funksionit:
@ wy=(3ce5x-1]: wy=(5-3¢)": o y=(asbx); @ y=(a-b).
(@) w y=(2c=-3Y (x=3) b y=(1x-2) [x‘+31—d]'.
3 y=NF -2 b y={d+2a.
@a}y:i:+m; I:u]_1.-=.r’+1—ﬁ.

— Ix-1
(8) a) y=xd2x'+1; by y= a2
Jr +1

(6) Jant dbéng funksionet f(x)=3-2x g(x)=x" dhe p(x}=sinx
Formo funksion té pérbéré B x ), nise:
a) A(x)=f(g(=)) b h(x)=g(p)) @ alx)=g(f ()} o Ale)=p(/(x))

Cakto derivatin e funksionit ks )

{7 Jank dhing funksionet f{;]=%1 g(x)=cosxdhe p(x)=/x. Formoje funksionin e perberz h(x),

X
nese: ) h(x)=Fg())k v A(c)=F(p(x)): @ h(x)=ple(x)): o Mx)=p(f(x)). Cakto
fusshin ¢ pérkufizimit € fonksionit fi{x ). Cakso derivatin e funksionit h{x ).

{8) Cakio derivatin £ funksionit;

W oy=e=" b y=in (f -31]; ) ¥=Insinx

@ Cakto derivatin e funksionit;

a) y=sindx;, b) y=sin‘x o)y =1:m%.

Cakto derivatin ¢ funksionit:

a) ¥ =008 Jar; b y=cos2x-lg L

(1) Cakio derivatin e funksionit ¥ = y(x) 1€ pércaktuar me barazimin

a) i+ —x=1k b ¥ —x=ik
G+ y —dxs3=0 §) 2 —ay—x+ y=0

T




e e e e

Kyfigoxy!
5i cakeohet denivati | funksionn 8 dhéné mipas perkufizimi?

MEse y =25 —3x’ +4x— 5, atehert derivati i tif gshig ' =He -Gl

D Eshué dhéntt funksioni f (x)=x" + x. cakio derivatin e funksionit f'(x).
2gffadhfe;
Derivasi | funksionit f () ésheé f{x)=2x+1, kurse derivati i funksionit £ x) eshee

o £= . f:{"_'_m]__lr’{_r}: e 1{:+M}+!—{2I+|]= i ZI'!H'=_1
Ap-sb AT Ae—ll Ay Az} Ax b=} Ax

Derivati i funksionit f'(x,) né pikén %, [0, nese ekziston, quhet derivati § dvié ose derfvati 1
repdit i dyié dbe shénohetme f"(x) (lexohet £ sekundom). Mg k& kuptim [ {x) qubet derfvatr § paré ose
derrvall §orendit & paré Prandaj, derivati | readit 18 dyi€ 18 fonksionit [ (&) eshié derivati | funksionit /' x),

d.m.th. *
(£ (=) =£7(x).

Pér deryren e dhéng kemi: [.r’ + x] m2,
Me diferencimin e mé tutjeshem 1 funksionit f7(x) fitohet derivati i treté, d.m.th.

r )= kumse (FY= ™ (7 ) = 7 et). deri sa eshie ploresuar supozimi pér ekzistimin e dervati
pasardhis.

Mbaj mend’
Funksioni £ i cili ka o derivate qahet 7 heré funksion diferenciabil.
Pér funksionin f {x)=2x" kemi:
Fx)=4+  fTle)=12¢" [T(x)=8x  Mx)=24  FO(x)=0dhe ¢do derivat pasandhés,

Cakto decivatin e tret® (8 funksionlt f(x)=x-¢".
Zgridhie;
filx)=x"-e"+ 1-{9‘} = (14 x)e’; Fix)=M +.:]:-£‘ +{I+:}-(¢" }J ={2+x)e';

.

FT()=@+x) " +242) (") =@x)-e”




Cakto derivatin e katéni® & funksionit; @) y=sing bl ¥ =COsX,

Shike zgfidbfen:
al filx)=eosx. fT(x)=-sinx, [T(x)=-cosx. [M(x)}=sinx, [U{x)=cosx;
by f(x)==siny, f'(x)=—cosx, fo(x)=sinx. f(x)=cosx, FY(x)=-sinx,
Vazhdo me k2rkimin & derivatit 18 rendit me té lorig & funksioneve. Cka vigren?

Vére, 1E dy funksionet jané diferenciabil shumé her2 n@ R, prandaj pér kéto funksione vien barasia
=% neN.

[ R P

b Cakto derivatin ¢ dyté 1€ funksionit: a) y=xe ", b y=x"-Inx;, o y=+1 +1.
Zgfidhie:

" 1 5 i x
b ¥ = +1} =—====;
e 2~..'.r1+1{'r } Vi +1

. ’ X £+1-x
-={’J*-f1’*"*{"r‘z“]= f“”&’fu;:"xin o
(Ve +1) o S (e

b Vireto se funksioni y = sin.r+cosx ¢ kignag barazimin y" + ¥ + ¥+ p =1,

Detvral
Cakto derivatin e dyté t funksionit {1-5):

o] _hmm.

Th 1 7 4.9 4
'L!_J E:'J':SI'E—BJI!-F#.‘, b}_ﬁf:Ef—'—f o @ ;}_-!,,-n]+';

i 5
I+x x

3 =xnx; by v=x e, 4 = h) Y= ——— el
Om_v: x Yy=x¢ (4) v = 1] FET o) y=x-&"
@ a) X+ y =25 by y=xy—x' =1.
@ Cakto vierén o derivatit tf funksionit o pikén ¢ dhigné:

; X

al y=x' =3¢ —9r+ 10, r=-1 B p=——, x=4,

x=2
{f} Caksoji koeficient®t a, b dbe ¢t funksionit f (x)=ar’ +bx+c, nise f(-1)=7. [(3)=9
dhe £*(x)=4,
@ Vérteto se funksioni v =¢' - gin x e kEnag barazimin v -2y + 2y =0,

k43
@ Vertedo se funksioni y =¢"' +2¢™" ¢ kifnaq barazimin ¥~ —13y" =12y = 0.

)

[E} Wéreto se funksiom ¥ =

= kénag bamzimin (x=2) ¥ + 2y =0,




Tie supozojmé se funksioni f (x) éshoé péckufiznar né intervalin (a,b) dbe ka derivat né pikén x, € (a,8). Atéhert
ptrgdo Ax, ashivgé £+ Ax & (a.b) dhe Ax= 0 #shig perkufizuar ndryshimi

ﬁ‘;_u“} Fix)=e

ku £ Esheé funksion prej Az, dmith. £ =£{Ax). dhe poashiu fﬂ e(Ax)=0. Qs jerd £(Arx) | perkufizuar,
do 6 vindojme £{0)=10,
Prcj barasisé paraprake ¢ fitojmé barasing Af (x, )= f'(x, ) Ax+ £ Ax, | njohur s formela pér rrigje &
fundshme. Formula dshg e saki@ pér Ar =0, pavarésisht prej usaj se si eshté pérkufizar £,
Prandaj. mitjn ¢ funksionit [ {x) paraget shumé prej dy mbledhésave,
fix, ) Ax dhe £ Az
Mbledhési | pare ("(x, )Ax quber diferenciali § funksionit f{x) s piken A, dhe shénoher

me df (x, ) ose df.
Diferenciali i funksionit ¥ = x Eshié dy=[x]'m=l-.u=ﬂx, dm.th, dr=Ax.
Prandaj

df (%)= f'(x,)dx o= dy=f'(z)dx

Perkutizimi. Diferencial | funksionit f (x) oé piken x= D, esbie prodhim i dervatee 1 funksionit
F () ot ase pik: dbe: diferencalit t asgumentit, d.m.th

df = f'(z)dx ose dy= ITJ}#

Cakto diferencialin e funksionit
gl y=x' -3 +3x bl y=sinx ) y=xe'; g y=va +x.
Krahasaje repidijen dndd me rgiidhien ¢ dhéng

" p P, e e il "= x = -

& -}.I""f.x:} 3x' —6x+3, pr Yy e e
d}l:f (.J.'}.d.l.‘. d.m.th. B id%
d}l:{lr’—ﬁ.l'+3]:il'. = -.lur+.:!l

Vire, prej dy = f(x)dr vijon f"[.r}=%. pra % gshté edhe njé shenim per
funksionin [/ {x).




Prej barasisé Af (%, )= f'(x, )- Ax 4 £ Ax kemi Af (x, )=df (x, )+ £dx, dm.th. A (x, )=df (%, )=gdr,
poashtu, kit Ar —+ 0, atiher® gy — (), DomethiEns, pér mjafi i vogél Ay mund € thubet se
Af ()= df (%) =0, dmih. & (x)=df(x,)-
b Cakto dryshimin A —df © funksionit f (x)=x" né pikénx=2, nsedr=Ar=0.1,
Zpfidhye
a,F=f[x+ﬂ.r}—f{.t]={.r+d.r]1—r' ={ 2o+ Ar)Ax, df = f'{x)de=2xdx
Pir r=7 dhe de=0,L AFf =(2:2+01) 0,1 =041, Kurse
df =2-2-0,1=0,4, pra Af —df =0.41-0,4=10,01.
E Njehso diferencialin ¢ funksionit f{x)}=x"=2x~1 n¥ pikén 5=2 dhe cakio gabimin ndse Ay
révindésohetme dy: a) de=Ax=0,1: bl dyv=Ar=0,01.
Lgifdhim
a) Fix)=3x' =2, kuse df =(3x'-2)-ar df (2)=(3-2-2)-0.1=1.
Af = [ {x+Ax)-F{x)=(r+Ar) -2(r+ Ar)-1-(' - 2e-1)= (3" - 2)Ax+ (3x + Ar) (Ax)
Pasi f*(x)Ar=(3x" -2)As, prej &f = f(x) Av+&-Ax vijon
£-Ar=(3x+Ar) (Ar) , dmth £=(3x+Ax) Ax
Per x=2 dhe Ax=01, £=(3-24+0,1)0.1=0,61.
Ndryshimi i kérkuar s Af = df = £-Ax =0,61-0,1 =0,061. Domethénl nése Af e 2EvEndisojmé me
df do t bijme gabim pits 0,061,
MEse Ax dshi® shumé i vogel, gobami do 8 jeté shums i vogitl

Zejidhe detyrén nén b), me @ cilén do ta vintetosh pérfundimin paraprak.
Prej pérfundimin A (&, )=df (z,), dmth. (x5 +Ac)— f (5 )= F(x )de kemi

£ +82)= fx)+ ['(x )ds.
Kjo formubé mund@son zhatim praktik 1€ diferencialit pir njehsime & perafirta por njehsimi i vierss 1 funksionit f (x)
ne pikina, pasi diferenciali i njé funkstoni, sipas megullés, mé lehtl cakiohet prej mijes s& Tunksiomil.

[> Me shatimin & diferencinlit t funksionit, njehsimi | peeafere: 3) J10:  b) Y28,
Foraje ménprén
#) Funision: Ssht f{x)=+/2. Pasi e dijmé sakisisht sa #shte O kurse 9 &shié afeér 10, pér x, =9 dhe Ax =1,

sipas fomulize [ (x, = Ac)= f (% )+ F(x Jer kemi:

l | ! 1
Fila, +ar)=f(x, }*'E:Ef dr, dmah. f(9+1)=f [9}+_m-i. pra10=+0 ta g i=dtemia,

Pape




e

b) Funksioni &sheé f (x)=3x, x, =27, Av=dr=1, pm f(x +Ax)=f (x5 )+ (5 )de= (5 )+

d.m.mﬁ'ﬁ="urﬁ+ I ']=3+iz-=3i-
1 27° K| )

> Péraférsicht mpehso vierén o

a) Arjsatx, nise x =1 dhe Ax=0.1: bl 4/5; ¢ 416,64

> Cakto vierdn e pérafene (& 2) 1g46°; b cos59°,
Shgyrto ményrén;

8) fx)=1gx, x, =45, Ar=dr=]" =%; B fx)=cosx =6’ Ax=dr=-1" =—ﬁ:
Flo +ac)=fx )+ f(x)dr flx +Ax)= f(x )+ (-sinx, )ds
1 i
f(‘n*"*’f}:f{#u}*m:% alx f{'ﬁﬂg—lﬂ}=f[ﬁﬂ":l—nnm“-%
1 1l .T . _l ﬂ.__
tg (45" +1") 1545"+m5145n 9 :.m59°—1+ e 0,5151149.
T S ST I L
3T 180 150
G
=
Deatvra:

Cakues mitjen dhe diferencialin e funksionit ¥ = ,.I"{I}. mifRe:
@) a) y=F -2+, x, =1, Ax=0,L; by y=x' —2x" 4x=3, 5 ==2 Ar=01

¢} y=Oo0EE, & =£. e!n.::=i‘.
] 1R

(2 Cakto diferencialin ¢ funksionit ¥ = f (x), nése:

a) ?'%: b) y=%; ¢y y=ylex,

(@) Cakio diferencialin e funksionit y = f(x), nése
al _'..'=I--.Il+f', b J'lf-l:n.r, cl _1.'=5i1'|-:'.'l'.

'1|

@ Cukto gabimin absolut g¥ fitohet gjaté zEvEndEsimit 1€ rriljes s& funksionit me diferencialin.me

y=Jx, x, =4, Ae=0,01.

sl



@ Cakto diferencialin ¢ funksionit f (x) ng pikén x, kurse pér Ac={0,01 cakiogi vieral ¢
Fix, —Ax) dhe iz, +Ax), nése alfx)=3xx=1:b) flx}= i--‘u =1.

Njchso péraférsishi: a) 5.  b) Jﬁ

@ Mjehso peraféssishe: a) sin3l"; by In(.9.

(B) Sa shié gabimi te syprina & Katrorit brinja e (& eilit &shté & giaté (50£0,01)m?
() Brinja e katrorit éshté a = (20+0,01)m. Cakto gabimin 1= syprina etij

@ Sa-éshit gabimi | mundshén e svprina e methit me meze r ={Sﬂiﬂ.2}u'r|'i"

fﬁm.ﬁu.’

5 Koeficienti & | drejtimit of drejtézés v=kr+n né sistemin kenddrejt

¥
koordimativ k= tge¥, & 8shié kéndi q# dreftéza e formen me kahen
pozive 1B boshiic x.
W Drejtezat v =k x+n, dhe v=&£,5+ 58, jons: i) ¥

u) paralele nése k, = k,;
b) normale, ntise 14 &, &, = (.

I Tangjenta e vijés rrethore #shi drejtéz e cila ka vet#m nji piké t# pérbashkét me vijén rrethore.

¥ Koeficienti i drejfimit 1€ drejtézés g kalon népér pikat Aix,y ) dhe Bx_y,) éshie k=211
X =%

A Neptr pikén M gé shirihet né lakoren y = [ (x) kalojné
drejtezat £, £, dhe £, t& cilat me lakoren kané njé piké t pérbashkes (fig.
1). Drejézat £, £ dhe f,a jang tangjents 1€ lakores?

O Eshé dhéné parabolla v = ax®, NEpér pikat e parabollEs jang irhequr
drejizza & cilar jang paralele me boshiin e simetris® & parabollss,
Sa piks 8 pErbashk®ta ka gdonjéra prej atyre ire drejt¥zave me

parabollén?
Ao drejidza & jané tangjenta 2 parabollés?




o Dwejtéza e cila kalon népér pikén e palévizshme T dhe cilado piké 4, A,
A, ... quhet sekante ¢ lakores (£}, fig. 2.
Mise pika A leviz ngpsr lakonen (&), aiEherd sekanta e ndémon pozitén, pra
nitss gjate procesit kufitar kur pika A, i€ {1.2,3,...} puthitet me 7 sekants H
TA =5 ko pozitd & caknanr kufitare, artherd pr drejiizén e finr !
themi se Eshié famgjentd ¢ fakores (k).

Péirkufizimi. Tangjenta e lakores (&) né pikén Téshig pozita kufitare, =]
nése ekziston, sekanta T4, kur pika A niper lakoren (&) tenion nga = }
pika T ,f

fig. 2

NE sistemnin koordinativ X0y lakerja G (x, f{x)) le & jetd grafiku i fanksionit v = f (x) pér 8 cilén supozojmeé sc
eshié diferenciabil né pikén ¥, (fig, 3),

Pikat T,(%,.f (%)) dhe T (x.f(x)) ¢ t& shrihen né lakoren
{,r'{l, f{.r}}l. atiherit koeficienti § drejtimit & sekants 77 T eshs

— Oz Hex
i

Kurx— x, (T, =T, ). atéheré klgndi § i sekamds temton nga
kénch e, d.mth

[gﬂ:f_{a‘f:f{%]

lim #=a, pra lim tg f=1g e
|—||‘ I_|:P

flx)-fix)
=%y
I=x,+Ar, althend:

Pasi 1g f= . hurse prej x—x; = Ar vijon

= lim tgf=fim ”C'"*ﬁ“”"’“hf*t’a}-

Poashiu, drejtiza T,M ndaj & cilés tenton sekanta T 7, kur 7, — 7, shig tangjenté e lakores né pikén 7,

Mbaj mend!

Koeficients i drejtimit & t¢ tangjemiés sé lnkores y= f {x) n& pikén %, € D, eshue
k=F(x,), nese f(x,) ekaiston.

Nese [(x; ) nuk ekziston, dm.th. 1g & =200, si¥herd tangjenta ¢ lakores né piken Tl::r,,f (x,)) Eshi& paralele me

boshtin ¥, d.m.th. Eshi2 e formés x=x,.
135 %




Prandsj, interpeetimi gjeometrik i derivatit té funksionit f (%) qéndron né kisd: derivati | funksionit f(x) né piken x
&shuit | barabarté me koeficientin e drejtimit 1 tangjentés ng piken abshisa e o2 ciles #shté x, dmth. f'(x, )= 1ga=4i.

|>~ Cakio koeficientin ¢ drejtimit té tangjentés s lakores ni pikén ¥, nése:
8) fx)=x" -2z, x= b} fx)=a"+2x" -3, a=-];
x

¢ I{:}= l4x

Shogvrio. pérgliglen
a) f{x)=2x-2, k=f"(1)=21-2=(};

.I'{I +-E:1;-:;:11+ z ]' = {Il:::}z k= F0)=L.

M cilén pike # lakores ¥y =2 +2¢ —| koeficienti | drejtimit @ tangjentés eshié i barabane me 47

- 2=k §) f(x)=sinr, .r=—%-

e filx)=

Shrfe zgridhjen:
1 2
Y'=3c +4x Pasi k=4, vijon ¥'(x)=4, dmith 3x’ +dx, =4, pra X =3 dhe &, = =2

2 2y 2 Y 5 25
E%'E'R”_[E] +2'[§] 1':11”1[3‘17}

Per x, =2, ¥, =(-2) +2-(-2) —1=-1; A(-2,-1).
I}’r\/' ME cilén piké prej lakores ¥ =& tangjenta Eshie:
a) paralele me drejidzin y = 3x-4; b} paralelems boshtin x
¢} normale né drejtézén Jr=4v+5=07
Virare ményrén:
<) Derivati i funksionit ¥=x" éshté ¥ =3x’, kurse derivati i funksionit 3x+ 4y +5=0 éshig 3+4-y" =0,

dmth ¥y m- i. Koeficienti i drejtimit 1& tangjentés 18 lakores sé dhiéné né piken o dhéné x, éshig k, = 3x”.

kursekoeficienti i drejeimit 18 drejigzis Bshee &, --—%.

Prej kushtit 1+ k&, -k, =0 kemi 1—%-3::,,’ =), d.m.th. x, =1%_

2 2y 8 1 8
|..\.ll r - — =—. A _I_
kL (3:' a7+ PR (3- z'.r}

o et e - N A
MRy = ‘*[ 3’ 17}

a) Shirytézoje kushtin pér paralelizém @ dy drejiézave.
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B | Ta shayrajme kugtimin gieomeirik & dieferencialit pér funksionit £ {x),

U NEfig 3 virese x-x, =T,N = A #shié rritja ¢ angumentit, kurse rritja € funksionit #shi
Af = NT, = f (%, +&x)— £ (x,). Prei AT,VM vijon

1= :'r__ﬁ, d.mth, NM =T.N-1ge.

il
Pasi [ '(x)=rge. kurse TN = Av=dx vijon sc
NM = ﬁ.i.'r-tgr:tf1 dmih. NM = f'{,'ru]-dr= df (x, )
Interpretimi gjesmetrik i diferencialit 1 funksionit f(x) éshié ky: néswe abshisa e pikés 1akuese X 1 tangjentés ! me
lakoren y = f{x) et pér Ax, wigher? ordinata ¢ tangjenies do i et per vierén ¢ difrencinlit df (x, .

Numri Af (&, }—df (&, )=NT, — NM = MT, ¢ tregon gabimin i cili behet kur rriia Af i fanksionit kur té
zévéndesohet me diferencialin df 18 funksionit [ (x) ot pikén e D,

Detyra:
@ Cakio koelicientin e drejtinit 8 wngjen@s  likores y= 51" = 2r né pikén:
a) xmi) blxml: chxm=2; r;j_:-%_

(2) Cakio koeficientin e drejtimit t& tangjentés s& lakores ¥ =cosx ne piken:
in

m) xe=L 1.'-:I.r=%: el x=—,

3
@ Cabro koeficientin e drejtimit of mngjentés s€ lakores v=igx né pikén

3
@ MNE cilat pika koeficienti i drejtimit t tangjentés s& lakores y=x* Eshté i barabarié me 37

3r
a:;:E; b xm——:; o) rm——,
q 4

(5 Ne cilat pika 1@ lakores y = =3 + x— &’ tangjenta eshid:

a) paralele me boshiin x; b} paralele me simetralen e kwadrantit @& pari?
@' M cila pika tangjenta ¢ lakores © a) y=2" —3x+2 B ¥y =(31-2)(2x—1) me boshtin x
T

formon kind Er=;'."
(T) Mé cilat pika tangjenta « lakores y=Inx Eshz paralele me drajiizén:
a) y=x=1 b} y=2x-37
() Cakioji pikat te t& cilat tangjentat ¢ likores y = x" —x—1 dhe ¥ =3 —4x+1 jané paralele.
@ NE cili pika tangjenta « lakores y = x' =327 + 3x + 3 &hi# normale né drejigzén x+ 3y —4=07
@ Méin cilin kind priten lakores: a) _].|=.r! dihe jr!=-'|‘: b) y=sinx dhe ¥y =cosx?
{ Poashiw, me kéindin ndérmyier dy lakoreve L dhe L, gf priten ng pekén M, e ménuptofme éndin ndSrmnfer tangfentive

i fyre né pkiin M)




A Prej mé park dijme se barazimi i drejiszes ngpér pikin T (x5, ) dhe koeficientin e drejtimit 1 dhéngé & dshie

—J y-y=k(x-z) ¥
Pasi koeficienti 1 drejtimit & 1€ angjentés né pikén &, t# lnkores
sé funksionit diferenciabil ¥ = f () éshie £°(x,), dmuh. ¥, T y=Jix)

k=f"(x). barxeimi i tangjentés Sshis /‘/W

y=w=f(%)x-5) x
- ;
kuy, = (). { LY
Mbaj mend!

Y=Y = fE&J[I'-I.}: =1 t'fq}

ﬁ- Cakto barazimin ¢ tangjenies & parabollés y = dx” + 4r—3 né pikén T(-1,7).
JEjuaxye:
@ Per x=—1, y=4:(=1} +4:(-1)-3=-3, dmeh. T{-1,-3).
w oy =8r+d, k= f(=1)=8 (=1)+4= =4, prabararimiitangjentés sshg ¥ — 3, =k{x—x, ), dmih,
y+3=—d{x+1), pm t:4x+y+T=0.

Shkruaje barazimin e tangjentis s& elipséa 31" + 45" = 48 né pikén T{2. v > 0).
Shile zgfidhjon:

48-3x"

W Prej barazimit 3x° + 43" =48 vijon y° = . Pasi ¥ >0, domethine y=%w)‘#3—31’, firs

; =3x

Y raryEy

1
Pér o, = 2, ¥; =3, kurse t-}'{z}-i. pra harazimi | tangjentEs né pikén A(2,3) pr y=-y, sk(r=x)
diimth, 3—31—%{1—13 ong x4+ 2y-E=10.

Cakto bararirmin ¢ tangjentss s& vijEs mrethore ©* + v* #8r-9=0 né pikén T(0,-3).

[ Ke kufdes, SErkohet tangients i pikdn ordings e 5& oflde &hed vy <0 ).




Cakto baruzimin ¢ normales s# lakores v = [ (£) né pikén T[J.],.flz.ru]}.

Funksioni v= f{x) le 1 jeié diferenciabil ng pikén x, fig. 2,

MNormalja ¢ lakores ¥ = f{x) Eshié drejicza o g8 eshie
normile né tangientén § né pikén takuese.

Pasi & = ["(x, ), prej kushtit pér dreftéza normalet té dy

1 ;
2T} (%)= 0, pra

Baraciind | normales Eshii

drejobzave vijon & = -

1 ’
,!"—P-':—'T"""{-‘_‘u}- _.F '[.lh}#ﬂ.
Fix)
D Shkruaje barazimin ¢ tangient#s dhe barazimin e normales s8 lakores [ ()= 1" = 2 né pikén A{-Ly, ).
Shgwriore zgpidhgren:
W Derivati | paré | funksionit Bshté ¢ =3x" -2, Pér r=—] vipm ,}'=[—1:[‘—1'{r—1}=|'-, A{-1 1), kurse
F=1)=3-(=1) -2=1, pra

Harazimi | normales dshing: Borarimi i normeales #shis
1
t y=yo=f M- ) A Y=y e X2, ),
o I L] _iF {xn}

—1=1-{x+1}. douth,
¥ {# } it }rul!l—%'[]’"‘l}, d.m.th .

I=w+ 2=,
x+ y=I.

b Cakio hasazimin e tangjentés dhe harazimin e normales 58 funksionit ' - ' =3 né pikén 4(2,¥).

E Né fig. 3 jané paragitur tangjenta ¢ dhe normalia 1 e
lakores ¥ = f{x) né pikén
T(2p.3 ) 2 =1(x).

W GjaiEcia e sepmentit prej tangientes ndérmjet pikis takuese
dhe pikeprerjes =2 tangjentes me boshiin x quhet oaiésa
¢ langientés.

Ajo Eshitd piatésia = sepmentit A T, fig, 3,

Gistitsla e prosksionit ortogonal t# segmentit AT mbi
boshtin x quhet sublfangrenta, por shénohet me £,
dmih 5, = A_Tl




Gijattsia ¢ sepmentit prej normales ndErmjet pikés takuese dhe piképrenes me boshtin x — qubet gratdsia
normales, NE fiz. 3, ajo Esht¥ gintésin & sepmentit BT, kurse gatésin ¢ BT, quhet sibnorrhale dhe shénohel me
5, dmih. £ =H_T,-

Cakioji gjatésitd ¢ tangjentés dhe normales s& lakores ng fig. 3.
Pasi £ TAR = £ BTT, = @ (kénde me krah reciprokisht normal) kemi:

Prej AATT : ctgrx:%. dmth. 5 =.-'1._T'I=F|-|:'tgﬂf=_'r" Gl

Prej AT BT : lgﬂ!zf_'::n'., dmh s, =BT =TT, -1ga =y, -ga.

Yol

Duke dijtur se 1g@ = f(x, } kemi 3 = dhe &, =|}'e = '{-'?ﬁ]*

¥
F iz
Prej AATT : ;=H=«,I:.:+ﬁ"=,![r{ }]I'r{yq dmth. = f-{x“]‘il'l'{f,{-:u}r‘

Prej ATBT - =BT =ys} +TT =\(nf"(x)F +(n ). dmi m=ly 1+ (%))

2 .
Caktogi gjargsité f dhe o t€ tangjentés dhe normales pér lakoren ¥ =F. e piken T (L1).
x
Plreille zgiidhren:

1.{|+r‘} o= 3-31! =z 4:_'5_ s
[1+x:}' {1+ ) (1+7)

= f 2 T SN =B, tme il () 1424

Mbar mend!

Deriviti i paré BduE "=

Barazimi i tangientés € grafikut & funksionit y = f (x) i cili éshté diferenciabil né pikén x, Eshté

¥= ¥ = f (% Nx = x, ), kurse barazimi | normales eshte y — y, = f{ {: ).
mm:mmmm}ﬁ:—]{ﬁﬁﬁf () m:mmn-lyoh!lu{f{ru}

Ku f'(x, )} esheé funksioni i pare i funkssonit y=flx), kurse y =flx,}

ﬁ}ﬂl&ﬁ“ E'I-Uh.:ﬂﬂj!l.'lﬁ!ﬂ #ehnd 5 =‘f'-?;: \. kurse & subnormales Sshid 5. =|3r. ; f'{ﬂ.j-




Detyra:
(1) Shkrusje barazimin ¢ tangjentrés dhe barazimin e normales pér lakoren y=x' —x" 43 né pikén M (1),

@ Shkruaje barazimin ¢ tangjentrés dhe barazimin ¢ normales pér lakoren y = {x+1)43-x né pikeén:
by A{-1.0); < B(2,3). cakio gjatésing e tangjentes dhe normales pér fakoren,

@ Shkruaje bararimin e tangjentrés dhe barazimin e nopmales pér parabollén ¥ =4—x" nt pikiprerjet e tyre me
hshtin ¥,

@ Shkruzje barazimin & tangjentés dhe barazimin & normales pér vijin methore £* + v* +4x—9 =0 né piképreren
me plesén pozitive i@ boshtit v,

@ Shkruaje barazimin e tangjentrés dhe barazimin © normales pér lakoren y = I—;l-; né piképreset & tj me

X

|
hiperhollén = ——.
I+

6) Shkruaje barazimin & langjentrés dhe barazimin & normales per lakoren y=x" — 22", koeficienti i drejtimit

i cilit €shié 4,
@ Shkrunje barazimin e tangjentés pir parabolién ¥ =1 + 45+ 73 ecila EhE paralele me simetralen e kusdrantit

i dyté. Cakto gjatésind e fangjentés.
+ B e o
Shkruaje barnzimin e tangjentés pér lakoren }‘=E\14I' —28 e cila #shi normale né drejtézén
Ir+dy=3=0, Caklo gjatdsing e normaies.

(9) Jan# dhiné funksionet ¥=x' —2x" dhe y=2x" +3Ix—1, Cakmnji pikat te 1 cilat tangjentas ¢ grafikeve
tyre jani paralele dhe shkrunji barazimet e atyre tangjentave,

@ Estu@ dheng vija mrethore x° 4 v = r°. Viéneto se barazimi i tangjentgs pér vijén methore né pikén

T (. ¥, ) tsht 2, + ¥ 3, =1,

Kur themi se largisia prej piks A deri te vendi 8, treni e ka kaluar me shpejigsi prej 75km né ore. mendogmme
b shpejtising mesatare me 18 cilén 18viz trend, edhe pse gja Ievizjes ndryshon shpejisia.

Miise me 5 & shénojmé rmagén e kaloar 1 pikés materijale g
M néipir drejtézin p ifig. 1), atéhers pozita e pikis M ne M,

¢do moment prej kohss ¢ #shte pércaktuar me funksionin

im f{f} e cila né fizikd njiket si Mg pér Mvizgien ¢ trupave. Domethéng, né momentin £ pika giendst né
poziten AL kurse rruga e kaluar eshig s=f(t). NE momentin [ +Af, pika M do i gjendet n# pozitén A, pra muga ¢
kaluar #shi#-5, = f (1 + At), dm.th. né intervalin e kohée prej £ deri n¥ £ + Af pika Afe kakaluar rrugén As =5, =5 ose

fip 1

As=Ft+ar)- (1)

b



DomedhEng, rruga ¢ kaluar 8sheé mrign e funkstonit {7 ) q# i pérgjet mitjes Ar 12 kohés. Shpejtitsia e pikes (tropit )
éshe pErcakmar me formulEn

s JUr)TE) oy B0

Al Ar Al

« wupir gsheé madhigsi konstante. Kur [#vizia ¢ trapar Sshid drejivizone, sidhend shpejiésia ndryshon ngé gdo moment.

Nese mitja Ar o kohes #shte mjafi e vogel, siéhené nét momentin £ shpejisia mesatore ¢ mesme ¥ do 18 jet® mjnft afér
shpajtésics g virterd V12 wrugit, e cila qubet sfipejideis momentale. Sipas kisaj dhe ligjit 1 shpejiésisé 5= f (1),
shpejtésia momentale Vi momentin ¢ éshig viera kufitase e shpejigsisé mesatare V_, nése ekziston, kur Ar — 0, dm.th

V =lim V¥, = lim méﬁ:_iw..; £,

] A =i

Mbar mend!

Shpejtésia momentale & trupit & Wviz sipas ligiit 5= [ (7) &shié ¢ barabarte me vieren e derivatit t funksionit
£ (r) sipas ndryshores ¢ né momentin §, d.m.th
- vEk)
HoEwarfug T:;_ = f (1) wlilaserilnrasdinap s toniilipsdtee i il | | ooeiaddihasecatinorig il
et it g llliactimeioricos el craihicolfiliikas alliccesiif s decoce SalFice P il
P
D Cakio shpejiésing e trupit gjat ramjes =8 lirg o8 kobn;
a) r=2s br=455 ci=10s
Shgyrte rejidhicn:
[rihet se rruga iji:li& ratnjes sé Hré njehsoje me formulén =%gr’{g =9,81mjs"),
mi’:[%gﬁ]:%g-lr:g-r.
4 oayPeEr p=2s, V=9.81m/ s 25 = 19.62m/s, g€ do i thotd se né fund 12 sekond@s s dytd pas fillimit 1 ramjes
s& rrupit ¢ ka shpejgaing 19,62 ms;
byPéct =45z V =44 145m/s.

Cakto shpejiEsing e trupit gF [Eviz sipas ligitt 3 =57 né momentin kur:

a) =73z by r=10s

e



C Le b jete ¢ koha ne b8 cilén éshté peércakiuar shpejtésio momentale V =,|"'{F, } T1 sheprrigme Tunksiontn e
; AV f+ad)= 1
shpejtésist V' = (1, ) dhe herésin % nk rrethingn £, d.m.th. ]= L) ,5: S [}

W Prej fizikeés dijmé se herési -‘{% & jep nxitimin mesatar & trupit ot intervalin 6,0, + At ], kurse lim l—p Eshie

nxitimi momental @ né momeniin & d.m_ih.

u=v:=ﬂm .I'r‘{'rn +ﬂ;}_‘rr[i'"}=_f1fuj.

Shkronia @ E:brE shkmonia flesdare @ fiells lntre accelemiie | nuiing),

D Cakto nxitimin e pikés né momentin £, =85 o Evizjes drejivizore i dhend me ligjin § =" 5,

Pérefigie:
- a(:}={{r‘ 28] J =(3) =6t; a(8)=6-8=48m/s"
Cokto shpejiésing dfhe nxitimin e prkis né fund 18 sekondis 48 pesté 1= lviga drejivizore g pércakiuar me ligiin:

: 1l 1 15
je=23=+i: bis==r"——1+3dk c)F=—i +1i
v 10 3

w Lesé jett O = [ (1) ndonj# madhisi ¢ cila ndryshon gjatg kohs §, sipas ligit £ Shpeji@sia mesatare ¢ ndryshimit

AQ _ fli+at)-fl1)

madhisise {3 né intervalin |50+ AF ) Sxhig
Q [ror+ar] eshie — 7

o kurse shpejtésia e ndryshimit (& modhésias ()
. AR L
R, e L Y
mé momentin FéEshig I!Ilrg At Fi)
Temperatura T e nj trupl ndryshon varésisht prej kohes ¢ sipas ligjit 7= 1,5¢°. Cakto shpejtésing e nxemjes
58 trupit né fund 1 sekondEs 58 dyei

Krahasoje pérofigien téode me pérgiigien ¢ diéné:
Sipas as) g | theksuar paraprakisht kemi:

AT 1,50 +arY —1,5° LS{2+at) -1,5-2°
@ T(2)=lim =—= lim (i+ar) = tim 5L ) =
&l A Bl el I.iu- | Al

lim 1.5(4+ At =6, ose
]

T =f’|:2}=l:l.5-l=‘j =3¢ =3.2 =6, Domethéng, né fund @ sekondis sé dyté trupt nxeher me shpejisi prej 3
shkalié né sekond.

. | S . i
Sa Eshié energjin kinefike £ =Eml.- ¥ & trupit me masé 100 grame nd fund & sekondés @ pesté kur 18vizja e

trupit Bshig pércaktuar me ligjin s=1" —3r + 27




Dretyra:

@ Pika materijale bén Kvizje drejivizors sipas ligiit s =21 =3 + 4, ko koha esheé matur n@ sekonds, kurse muga
e M.
a) Cakto shpejtésing megatare @& 1Bvizpes né inlervalin kohor prej r=5 deri n8 1 =5+Af, nise

Are {L; 0,5 (.1 0,01}
b Cokeo shpejtésing né fund 62 sekondis st peste,
c) Nxirre formulén pér caktimin ¢ shpeptésissd ng ofaréde moment prej kohés,

(Z) Njé trup leviz sipas ligjit s =¢" - 24° 4 3 4 | Cakto, powitén dhe nxitimin e trupit

&) ot maamenun fllestar 1 =0

b né momentin { =28 prej fillimit 18 JEvigjes,

@ MNje pik# Hviz drejivizonshe dhe per f sekonda kelon mmuge prej & metro, Cakto shpejiésing dhe nxitimin dhe
nxitimin ¢ pikés né fund 18 r— sekonda, nése ni Wviz sipas ligjit

g) s=W -4  +1-5, =3 h:r=3:’—%.r=i; :J.r=3-s.-'mir.r=%=ﬂ,523.

'E' Trupd. iz drejivizorisht sipas lgit 5= —;—:’ =2 + 3, Cakio shpsjtésing dhe nxitimin  trupit. Né cilin mo-
ment trupi & ndryshon kahen e Bazjes?

@ Ligji per rmugen e l&vizje s¢ nj# trapi exhid § =%;’ —%r’ + 1, NE cilin moment shpeitésia ¢ trupit #shté V' =57

@ Trupi lévie drejtvizonsht sipas ligjit 5 = \Iri- Trepo s¢ nxitimi i pikés gshig proporcionale me kobin e
shpejiSsist
(T) Rejedhja Q e lEngut népér hupjen e njé ene éshié pircakiuar me ligjin (0 =120 +¢° —%r-‘.
a} Cakoo shpejtésing £ mjedhjes né fund @ sekondés s¢ dhjei.

b) Pas sa sekonda mjedhja do t2 mbaron dhe sa lEng per até kohé ka rmjedhs prej enes?

@ Temperatura Te trupit mdryshon sipas ligjit T =10,5:° — 20, Cakto shpejtiésiné ¢ nxemjes (frohjes) s& trapit né
fund 18 sckondés 8 pesté,

@:I Trupi me masé 10 kg léviz drejtvizorisht sipas ligiit £ =3 +r+ 4, Cakto energiing kinetike qé & ka trapi b
fund i seloomdbe s kapfre.

@ NijE trup |Eviz sipas Hgjit 5 = ae’ + ke’ Trego se nxitimi § tij numerikisht siE | barabané me rmugén e kaloar,

s




B Pér njtt funksion [ {x), 1€ D, themi se:

a) pritet, nse: @, <x = f(x )< fx ) b} svogélohet nése: 1 <1, = f(x )> f(x,).

W Le té jett din funksioni f(2)=2x—1 D, =R dhe le 18 jetf 5,4, & (—o0,50) dhe x <x.. Ather kemi:
Flx)= (5 )=(25-1)—{2x=1}=2(x -5, ). Prej % < x, vijon 5,—x, <0, pra
Flx)=r(x)=2(x-x)<0 dmth f(x )</ (x,). Domethané, funksioni mritet n intervalin (~o,00),

Le 1€ petéé funksioni ¥ = f{x), prafiku i d cilitéshis paragitur
n fig. 1 éshié diferenciabil né intervalin (a,b) dhe Je 1@ jese
x & [a.b).

Funksioni (%) mitet n# intervalin (@.c, ), kurse tangjenta e
lakeres né gdo pike ¥ prej intervalit (a.,c; ) me kahen pozitive

té& boshtit x— formon kénd t& ngushed @, pra tgar >0, dmth,
7(x)z0.
Funksioni f (x) #vogelober ngé intervalin (c,.¢, ), kurse o

tangjenta e lakores ng ¢do pike ¥ peej intervalit fig. |

(5,22 ). me kahen pozitive 18 boshtit T— formen kend t& gjeré e, pra tger <), dmth. f{x)<0,
@ Edhe né cilin interval mitet funksioni geafik i 1 cilit #shté ng fig. 17 Cakio derivatin e funksionit f (x),
Shqyrimi i monotonisd s funksionit me shatimin ¢ pérkufizimit pér monotonin nuk éhig githmons i thjeshté dhe
leh. Me rbatimin e derivatit 1# funksdonst shgyrtimi § monotonis? lehtésohet. Kt na mundéson kjo teonemé;

Vérterim. Funksioni ¥=f(x) le t& jete diferenciabil dhe
monpionishl reiter 58 ntervilin [ﬂ.b]. fig. 2 dhe Iz i jetd
xx+ Are (a,b). Kur argumenti x mritet né intervalin (a,b), atéhere y=fix)
Av=0, dhe rritja  pérkatése e funksionit  Eshté

! ﬂ___‘!.l= _F{.:—I-ﬂ:}—f{.r}} i
s .

Ay = f{x+Ax)= f{x)>0), pra Flx+ac)- fix)

Ax
ey 5
Prundaj, derivati i paré nuk mund t jeté negativ, d.m.th. —J[ | "
Ay o flxvax)-f(x) o ax x+Ax b
e i 11 S fig 2




| Funksioni f(x) le i jeté diferenciabil né intervalin (a.b) dhe le 18 zvogélohet monotonisht, fig. 3.

Kur ¥ mitet né intervalin (@,#), atéheré Ar >0, kurse \

Ay = f{x+Ax)- f(x)<0, praherési E:._‘- ¥
Ay Lo sl PO g, s desid ik 2 y=100
B | f{r*ﬁ-r}-fl‘ﬂa}
mund t# jede poginy, domethéng !
| fhll [”HM}
tim ¥ - flx+ .'lr} flx) - r(x)<0.
ar—si Ay m_-u
LA .r+.-l‘..r b

Peér monotoning e funksionit vien edhe Ko teoreme:
Tearema. Fusksioni f (x) le E&#ﬂﬁnﬂﬂcﬁ intervalin {a.b).

Nese f{x)>0 pér gdo xe (a.b), atsheré funksioni et o intervalin {m}.

Nese '(x)<0 pergdd xe(a.b), funksioni zvogeiohet né inervalin (2,5).

REE feoreme mik do ta virtetofme, por do t .sha.lltljmt né agisdhgen & detymve.

/I\/P Shgyrto monotoning e funksionit f{x)=2x+3.
Feiidhie:
Prej f{x)=2x+3 vijen f'{x)=2>0 pérgde re R, prafunksioni monotonisht rrset.

> Eshié dhiéng funksioni [ (x)=2x" —4x+ 3, Cakio intervalin né 1€ cilin funksioni:
a) monotonish rritet; b} monotonishi zvogélohet,
Shgyrrofe zgiidhjen!

Fley=4x-4,
a) Prej f'{x)> 0 vijon: 4x—-4 >0 ose x>, domethén® nt intervalin (1,00 ) funksiond rriter;
b £ (x)<0 pir 4x—4x<0 ose x<l, dmth né intervalin {—e=,1) funksioni zvogélohet.
Mese x=1, atéhers [ (x)=10.
Pika x, per té cilen f°(x)=0 quhet pik& sracionre. Prandaj, x=1 #shie piké stacionare per funksionin
fz)= 25t —dx+3
Cakto intervalin né t# cilin funksioni mitet, pérkaiéssht zvoplohet:
a) y=—x'; bl y=2¢ -3r'-36z+2 < f{:]=—.r" + b —9x+4,
Férere ményrdn
e) f1(x)==3x" +12x—9=—3(x" —dx+3)=—3(x-3)(x-1);

—3=0) x—3=0
F{x)=0nese {x—}}{x—l]iﬂﬁ{i_?;n i {;_I:n'

Domethéng, pér x€ (1,3), funksioni rriter.

vijon x& [l. 3}.

Fx)e0 ndse (x=3){x=1)>0.dmth pir xe&|—oe l)U(3, 5 )funksioni zvogtiohet

¢ 18




@ Cakie intervalet ng 6 cilin funksiond reiter, pirkasisht zvogilohet
sl fx)= -il- xe B\l b f{:}——-f el
X =
Shibe zofidhien:
se(i-)-2 x{x=2)

(-1 (x-1)
Flx)=0nse £{x—2)>10, pér xe (—==0)u(2e=) funksioni mrives né imervalin {—=,0), (2.4==),

Ke kujde, (x=1) >0 pérgdo xe By {1}

Ba f{x)=

Fix)<0 nese x(x-2)<0, per xe (0,2) funksioni zvogelchet né {0,2),

Vénteto sc funksionl githimend mitet
S fl)=F-t glay=l o F(E) =t u[—%.g}
Ehibe rgiialien:
% @) Derivati éshté f'(x)=31" pér 12 0eksiston dhe  b) Desivati dsht g'{:}=ﬁl_i pér x [ ekzisson dhe
Eshti pozitiv, Megjithatg, f(0)=0, por funksioni %

Eshté pozitiv, Megjithaté, g'i:i]':l nuk ekziston, por

pErséni rrited o intervalin {*—H.m},. fig. 4. funksioni pérséri rritel né intervalin ["‘“.“‘]‘. fig. 5.
v »
0 ! =
= . v
I
-1
I’f:‘,l:;/
/ fig, §

Domethéin, joburasia [ (x) >0 &b i mjafseshEm, por jo edhe | nevojshim pis eritien e funksioniy f (x).

bl

Detyra,
Cakto intervalet & motonisé & funksionit (1 - &),

@ a} .‘F=—il-.t+2 bl y=3r-2 ¢} ymr's ) ym-x’

@ 8) y=2+x—2"; b}r=%x‘—2f: &) y=x =3r-5




-1
@wriw=—3 v/ .

@ 0 @)= )=l
@ 3} fx)=Inyl+x'; h f{:]=x-e"‘l
a) f(x)=sing b) £ {x)=cos 1.

Vertew se funksioni  gjithmong zvogtlohen:
w) y=cigx, xe (0T} b) y=-2r—cosx; ) y=d-x"
@ Shayrto monetening ¢ funksionit ng imerviling

L]
) f[.t'_l=:T—§. xe[-2.1] b} f{x}w—. xi [—==,3]

Kujrohu!

" Funksioni ¥ = f(£) ivijueshim né intervalin (a,b) ka maksimom g piken x, € (a,b), ekziston rrething € né x
ashtu gé pér gdo re(x, —&,.x, +£€), fx)< flx). fig 1

¥ )

|

FE) ™
Py
L

.\l‘l

N E g =
_— = \..‘__. =| =
ol s T
0 n—r Xy e 0 N=8 X, m+E
fig. | fig.2

W Funksioni v = f{x) i vijueshém né inzervalin (@,b) kn minimum né pikén «, € (@.b), nise ekziston mething € né
x,, ashin gt pér gdoxe (x, — £, +£), F(=)= () fig. 2

= Fjalét minimum, pérkatesishi makamom o jand pérdor né sqarimin parapeak nuk do tf thot® viern mé e vogél,
pérkatésisht vlers me e rodhe e Tunksionis pé fushen e oif @ pérkufizimic. Keto jand viera mé e vogel, pirkatésisht viera
mé ¢ madhe e funksionit pé rethingn e pikés pérkatése. Pér ket shiak, shpeshberd quben minimum lokal, pérkatésishe
maksimum bokal.

© Maksimumi dhe minimumi | nj¢ funksion: quhen vierar ekstreme 8 funksionit,




¥ Pikax, né t¢ cilén funksioni f (x} ka vieré kufitare. | ndan intervaict © mitjes dhe zvogélimit, d.m.th. nise pér £> 0
ne intervalin (%, — &, x5, ) fanksioni mriter (zvogéioher), aithert o¢ intervalin (%, %, +£) zvogilohet (rritet),

E Cukto vierat ekstreme 1 funksionit f{.x}: - +2x42,

Shithe zgridhien:

Do i caklojmé intervalet ¢ monotonisé s& funksionit.

B f{x)=-2x22% [(x)>0 nése 2x+2 >0, dmith pér
xe (—e=, 1) funksioni rriter, kurse {2} <0 nise
~2x+2<0, dmth pér re (], o) funksioni monotonisht
svogelohes (fig. 3). Domething, kur argumenti & kalon népén
pikén x=1, derivati i paré e ndérron shenjén prej positsy né
negativ, pra funksioni ki maksimum

Yoo = f ()= =1 +2:14+2=3.

' Giykimi | anasjellt nuk ven, d.mth. derivati i ndonjé funksioni te ndonjé pike X, & D¢ mund 1€ jet€ i barshang me
rern, por edhe né piken x, funksioni & mos ket vlerd ekstreme, Per shembull, pér funksionin f(x)=1" kemi:
f(x)=30", pir x, =0, [(0)=0. Megjithate, per x, =0 funksioni nuk ka viert ckstreme, ai monotonishe rritet
né intervalin x, € (-s9,), shihe fig. 4 nga mésimi i kaluar
Prej kétu vijon s¢ f'{x, )= 0 paraget kusi 2 nevojshém, por jo edhe kusht i mpafiueshém per ekzistimin ¢ vierss
ckstreme t funksionit f (x) né pikin ¥,

Kirsher ;'__m_.r‘:ﬂu.rm.am pér viard ekstreme (¢ funksfonit

Nése fusiksioni £ (i) eshie diferenciabil né intervalin (a,b) dhe nése pér gdo piké <, € (2,b) jane plotesuar
kiitor dy kushie:
W) f(x)=0 dhe.

) [7(x) ¢ ndérron shenén % rrethingn e x,
atéhere f (x,) #shie vlere ekstreme e funksionit f (x).




Nése kafimi | argumentit X népér pikén ¥, fig. 5 a). b), ¢k

f;{:] e ndéérron shenjén prej negative né pozitive, atchers funksion ka maksamum, v, = f(x, )
F{x) ¢ ndérron shenjén prej pozitive né negative, atéhert funksion ka minimam v, = f{x, )
£ {x) nuk e ndérron shengén, athers funksiom auk ka viers eksreme.

I .
-
9 | & &
W L

Caktoji vierat ekstreme t¢ funksionit f {x)= 2r' =3x4-4,

VéErere ményrén:
(x)=4x-% ['(x)=0 nise 4x-3=0, dmth. x= %.

Filx)=0 mee 45350, dm.th. pér .I.':"-*E fanksioni rritet.
: 3
Flx)=0 ntse dx—3 <0, dm.th. pér If:: funksioni zvogélchet.

‘ 3 3
Diomethénd, pér .r{%, F{x)=0, kurse pér x }I. I {.I}:bl}. pri nf rrethinén ¢ pikés x =; derivati o ndérron
shenjén prej negitive i@ poative, dmah. Tunksion ka manimm,

3 |f3 e 28
=fl=|=2| =] =3.2¢d4="",

L

D Cakioii vierat ckstreme ¢ funksionit f [x)= %.r‘ - =3x
Shihe zgirdhjen:
Deerivati i pari i funksionit et f*{x)=x" = 2xr-3,

Prej f'{x)=0 vijon ¥’ =2x-3=0, dmeh, r=3 dhe r=—1 jan& pika stacionare, pra né amn pika funksioni

mund 18 keté viera ekstreme, por suk gshté e domosdoshme, Pér kécs shkak e shayriojmi shenjén e denvasit i park ng
rrethinin o pikis x=—1 dha r=3.

B S (x)>0, ngse 1 =2x=-3={x+1)(x-3)>0, dmih xe {—ca ~1}U(3,=)
m f(x)<0, nese x' =25=3=(x+1){x=3)<0, dmth re(-13).

Warrry




Per xe (—ee,~1) funksion: mitet, [ (x) >0, kurse pér e (-1,3) funksioni zvogelohet, f(x)<0, prani
rrethingn e pikEs ¢=—] derivail | pard ¢ ndérron shenjn prej pozitiv n# negaiiv, d.muth. pfr x= =1 funksioni ka
maksimum

Sow =S () =31 = (-1 3. (-1)=3.

] .
Fika d[—l.; ] Eshté pikn & maksimumit 1€ funksionit, pra né a@ pike

grafiku e ka formén  formén . " Aig 4 ™ 3
Pir re (—1,3) funksioni zvogélohet, f'(x)<0. kurse pér x& (3.%) _.'1.__. 3
funkssoni miet, £ {x)> 0. Domethént, o methingn ¢ pikes x= 3 derivadi i !
r
paré & ndirron shenjén proj negativ nié pozitiv, d.m.th. pér x=3 funksioni ka = m TR
i namim =1

P =f{3]=%~3‘~32 ~3.3=-9,

Pika H{E,—';r] gshi pek# & minimumit & funksionit, pra ne ate pike l fig 4
grafiku e ka k# forme ., ", fig 4 )

Nése njé funkson f(x) exhié diferenciabil né rrethinin £ t& pikes 1, pérveg
né pikén x,. atéheré funksionl mund € ket viere ekstreme né piken X edhe
pse né até pike nuk ka derivat, dmth. (%, ) nuk ckziston, Pér shemball,

_Ij!|. '\,_E.-'

I, x20
=1, <)

2, xz2l
. por nuk ka derival of pikén x= (),

Funksioni I{.:.'}:I.!:I={ ka derivat _f'{_q:]:[

Vére, derivivi | paré & ndErron shenjén né methingn e pikis x, =0 prej negativ né pozitiv, prandaj, pér x = funksioni
ka minimum ¥, = f(0)=10, edhe pse {0} nuk ckziston.

Cakto vierat ekstreme t# funksionit: a) y=-3x" ~fr+7; b y=r +12x—6.

<
b Cakio vierat ekstreme 18 funksionii _l.r=-—-—:l.
X—
Férere mdayrdn

y'=0pér x’' =4x=0, dmth x=0; x=4,

}.'=1‘[1_ 2)- ¥ (x-2) )
II:.!.'—E_]I [I-Ef

Pasi (x— 2}3 =0 pergdo xe R4 {2}, shenja e dervatit varet prej numénuesit

151




¥{x)=0 pise © ~dr=x{x—4)>0, dmth xE(—o,0)U(d,0:)
¥(x)<0 nise f —4x <0, dmith, xe(0,4),

& Né methingén e pikis v =0 derivati i paré e ndérron shenjén prej pozitiv né negativ. Domethénd, pér x =0 funksioni
2
ka maksimam y__ =_i"'{{l}=uu—:-=ﬂ.
B Né reethingn e pikis ¢ =4 derivati i par€ e ndérton shenjn prej negativ 08 poritiv. Domethéng, pér r= 4 funksiond
“_:I
4=2

=§.

ka minimum ¥ = f{4}=

H_ Pércaktimi | shenjiés s& derivatic t& paré o funksionit nuk &shté gjithmoné ¢ thjeshtd dhe e leht2, kurse me aé edhe

_— | pércaktimi i vierave cksreme 1@ funksionit nuk sshié detyré e thjeshié.

Me zhatimin & derivatit 8 dyt t8 funksionit, zgjidhja e detyrave @ kit Doji dshi shumé e thjeshig, Me ndihmén ¢

shenjés 1 derivatht 1 paré f'(x) konstatojmé se funksioni f{x) a mitet ose zvogélohet, Gjithashiu, me shenjén e

( F(x)) = f7(x) mand & kosntatohet se funksioni () a rritet apo zvugl;nhet nié rrechindn e pikés x,, né 1 cilén

£x)=0.

Funksioni f () le 8 jet# dy hes diferenciabil nE methingn ¢ pikés %, € 0,

o MNése funksioni () ne piken x, ka maksinum, aisherg derivati i paré { 1) f(x) n# methinén e pikes x, pre|
vierave poritive (1< 2, f"(x) > 0) nepermjet zeros §°(x, )= 0, fiton vlers negative (per ¥, [ {xp<0}, domethéns
funksioni f"(x) zvogélobet. Prandaj. derivati i funksionit f*(x), dmth. j"{_t]]: = f"(x) ¥ rethinin ¢ pikés
x, éshid negativ, domethéng, Fo(x )<0,

W Nese funksiond f(x) ne pikén x ka mimimem, atshert derivatl | pare i 1) f"(x) né methingn e x, prej vierave
negative {pér x=x_.f'{x)=0) népérmjet zeros f(x, )= 00 fiton viera negative (pér r,<x, F{x/>0), domethéné. funksioni
£ () rriter. Prandaj, derivati i funksionit *(x), dm.h. ( F(x)) = F7(x) n erethingn e piks ¥, Eshié poziiv,
dometheng, f(x,)=0.

Késhtu arrgmé deri e kjo megulls;

Neése péy I=xi,f'{.1'u}=ﬂ dhe f{x)=0, atéhers derivatin ¢ dyté nuk mund ta shfrytézopmé pér caktimin ¢ vierave
ekstreme 1 funksionit. N kit rast do ta shqyrojme shenj@n e derivatit 18 pare i funksionit n# rrethingn e pikés X,




Ekziston ményre et se si kyhet cakrimi | vierave ckstreme @ funksionis né rastin kur ¢y =0 dhe f(x,)=0,

b Cakio vierat ekstreme t funksionit
a2l ]-h'j'—l;-l-].; b} }=3.1‘]—E; -4 _1'=I.""I-i.f: + 3,

Lgiidhfe: . .
W by =fa—6o", Prej ¢ =0 vijon 6x-6a" =0, dmih x=0 dhe £=1,

B ¥ =6—12x Za x=0 kemi ;.r'_{ﬂil=|5:-n. domethéné per = () funksioni ka minimum
Vo= f(0)=3.0°-2.0° =0,
Pir =1 kemi y"(1}=6-12-1=—6<{), domethénd pér =1 Funksioni ka maksimum
S =F ()= P21 =1,

e

» Cakto vlerat ekstreme té funksionit ,.F'{:}=:'+%., xe BA{0}.
Percille zgjidhjen:
1. Derivati i part dshié f’{,‘:}zi—%, ir'ir}-ﬂil-%,=ﬁ::=hﬂ=.:=-l-

) 2z 2
3 I )=0+ T

Fh'..:=1f.-_il"'{l}——-§-=l;‘ﬂ. funksioni ka minimum ¥, =f[i}=]-|_—%=i'.

PEr x=—1, f’{—IF%“-?ﬁﬂ.fmﬂmﬁhm b =_f[—]]=—l+:ll-=—-1



Detyvra:
Cakto vierat eksweme 1& funksioneve [1-7):

(@) w f[xj:-%,r+?:, by f{x)==5x+1 ¢ fx)=—x"+2c' -3,
@ o f(x)=20-97 126 B f(x)=F 6 +120-5.
@ ) y=x{z-2F; B y=x{2-1)

@ a) j~=_r! e by y=¢' +27",

@:I a) y=x:lnx, >0 b _!F=E.. x =,
¥

T
®) a1 f(x)= s ¥ Fle)=x—-+x. x20,

(T) @ f(x)=sinx+cosx, xe[0,27]  ® f(x)=sin2x—x xe[0.27].

@- Eshé dhéng tranomi ax” + fx + ¢, Cakto g, b dhe ¢, nEse pér 1= 2 trinomi kn minimum 18 barabarté me
=1, kurse p&r r=1 vlera ¢ trinomit éshté ¢ barsbang me z2em,

@ Cakto & dhe 5 ashiu qi funkssond f{x)=ax’ +be’ —=36x -1 £ ketd minimum pir =3, korse maksimum
pérx=<2,

Cakro vierén mid & madhe dhe mé 1 vooil & funksionit ng intervalin ¢ dhéni;
2 f(r)=x -8 +3, xe[-2.2]: B f (x)=va-5*, xe[-2.2]

i

g

Me zbatimin e rregullave pér caktimin e vlerave ehatrerme 1 funksiopit 18 dhéng mund & 2gjidhen detyea 18 ndryshme nga
fusha e shkencave naryrore dhe eknike. Gja pgiidhjes s& vyre duber 1@ véreher varshména ndéemjer madbisive & cilat
ndryahoinE dhe it formoeher fonkssoni:

Mumrin 3 pdaje pE dy pjesé ashiu g& shumi ¢ kubeve 18 (yre 18 jetd me ¢ vogél,
Shibe zepridhien:
Mise njrén pjess# e shEnojmi me X. tjetra #sheié 9 - x, Prej lochtin 2 detyrés vijon funksiond y = 1 +["ﬂa-_r}1 1
kurse peej ki " =3x" + H[P—xf -{'li— I:I:I =54 —243.
¥'=0 nése $4x=243, dmih x=45,
¥ =54 =0, domethéné, pir r=4.5 funksioni ka vierd m# & vogsl, pra pjesét e kérkuara jang 4,5 dhe 4.3,

e




Przj 2 gjithe drejikBnmdéshave me penmetér 220m cakto sfé g2 ka sypring mé 18 madhe,
Shibe zgiidhien:
0 Perimotri i drejtkiéndsshic éshve P=2{a=F ose 22=2{a+h), a+b=1], kune §=g-h Prej g+b=ll vijon
a=11-p, kurse 5 = (11 —#) b =110 -B",
¢ Sypring e drejikEndsshit éahtd funksion prej brinjiés B, pra f{ﬁ};l 1—23;3'“}}..—_1] nése |[—2h=[, d.m.th.
b=55 51{5}341‘:{&, funksionl ks maksimom nése b=55, kurse brinjs g=1]1-5,5 =5, 5, Domethéng, prej
th gjithl drejikéndéchave me perimetér 22 om, svpringé mé B madhe ko kotroni me bringe 5, 5¢m.

b Pre) kartigl né formé 2 katrorit me beiaje o bén kut me velim me @ madh.
Arahasofe cgirdhifen rEnde me 2gitdijen & dhEnd:
€€ 1 béjmé kuti, duhet né gdo kulm 1 katrorit 2 prejmé nga njé katror me brinjé x. Pjesa
thetir & kartugit mbéshtjeller néd kuti me larisi ¥ dhe bass (& katrorit me bringé o — 2,

fig. 1.
' Kutia e fitnar & ka formién e prizmit (& rregulle katécrkEndore, pra pér vllimin e 14 kemni:

V=B H=(a-2:) s=a's—dax" +4x" V'(x)=a"—Bax +12x",
V' (x)=0, ntse a" —Bax+12x" =0, dm.ih nésc x=IEdhn=_:=§. Keéto jend vlerat e x per it cilat funksioni

V(%) mund i€ keté maksimm, por mund edhe 1@ mos ket Eshug e qané, nise :a% nuk mund & behet ki,
Prandsi, sgjidhje e mundshie éshri ;=§, V7{x)=~8a + 24x, pra -.r'[% }:4.,, +24-§ — 4 <0 (ke kisjdés,

i E
>0 ), domethéni funksioni V' ka maksimum per :=%, dmth, V,_, =[a—l-§] -%:%.

D Duhed & bhet goté e sbrazdt nk formé 8 cilindnit 18 megullté me vEllim & dhiénd V) Cakio mezen dhe larigsing e
EolEs, ashiu qF perpuanimi i sij 18 jeiE sa mé e i,
Vérare ményrén;

W Pérpunimi i gotés 8o 1 jels mé e liré nése sypring e saj Eshis mé e ik, fig. 2.

V=rixH, kuseS =r'g+2rafl Prej V =r'zH vijon H '«L~ kness

[ 3
C=rrs 2“-.1:'_=,.=:+£_ d-m.th. syprina ¢ gotés £shié funksion prej r
A r
, 7 _ N
Siry=2rm —r—,.x dhe Vjant konstante. P'{rj=D nése Zraq ==,
r

r ’ ¥
r=i}£1 dm.ih S_{r!=lﬂ+£-m5'[ LJ=Ix+i=ﬁrnﬂ_ 4

T r x ¥

g Fir r=#£r syprina ka vierd me 12 vogel, kurse dimenzionet e gotés jand H:r:JE,
r T




Te topi me rreze 18 dhéng {@shig brendashkruar konl me vEllim maksimal. Cakio mezen dhe lariésing e konil,

Krahasafe pérgiigien ténde me pérgiigien e dhéné:
Le t8 jet# ¢ rreze, kurse M lar@sia e konit (fig-3). Dubhet vEllimin e konit ta shprehim si
st funksion prej rdhe M, kurse njérén prej atyre madhésive ta shprehim me
ndihmén & rrezes & 08 topit.

B Villimi i konit Sdu2 |/ = %.ﬂ'riff. H =05, Prej AADD kemi

RE=r+(R-HY, dmaih " =2HR - H*, pra per véllimin fitojme

v =%E{1HR—H‘ ]H=%II{2H’R—H’ ). Vellimi i konit eshte

funksion pre) M kure T dhe R jané konstante, V[ H ]=%x{4m!- IH),

M V'(H)=0, nkse AHR=3H* =0.H =0 dhe H=%R‘. PEr H =0 detvra nuk ka zgjidhje.

: _ 4 4
v {H}=%I{¢E—6H}.nm pér H =§R ke v‘[%:r}:l:r[dﬁ—ﬁ-—ﬂ]:— R o

3 3 3
s ; syl 4.7 8
B Domcthést, pér H =— R koni ka villim maksimal. Prandaj, ¢ =2-§R-R— TRJ =
i 4 1
amtn 1= 202 e v, oLy SK 4p BRE

> Prej burimit A rjedh rreze drite, nidaj rrafshit T, prej sé cibds reflekbohet, kurse pas reflektimit dubet 88 kalon
nepér pikén B. N& rrafshin 4 cakto poitén e pikis O prej té ciléis refleltohet rrespa e dengs, nise dibet se ez
e drités & knlon rugén ACH pér kohe mé 18 shkaarde, dm.th. rrugs ACE 1 jeté me ¢ shkurtér.

Vireje menyrén:

PikatA, Cdhe B, d.m.th. rugs e pérmendur e mezes sé drités giendet né rmafshin o, & cla @shié nommale ng rmafshin T
fig. 4. i
W Leté jené A, dhe B, procksionet ortogonale it pikave A dhe &
mbd rrafshin T die le @ jeid Aﬂ: =a, BB, =b, AB =d, Gjalsitg
a, b, d dhe shpejtésia Ve rrezes sf drités pang konstante, kurse
Eshié & ndrvshoeshme, Le i jeid E{: = x. Pér rrupbn ACE kemi:

ACB = AC + CB=V -1=+la’ + ¥ +Jb" +(d —x) , pra.
W funksioni &shrd .r[.l-]=vl(\"u*+.r’ +yfbF +(d —x) } pea

r.r{I]__r‘l_ X Ii-—f

¥| o'+ 2 _.,er:ﬂ[d—:]l’

ad=1x

r'{x)=0 nise th,

X
= - . dom
Jai 2 Jb" +(d—xF




# _ (d-xf at+i5 B +(d-x)

— = - —= . Prej kit vijoo
a'+x B ald-x) x (d—x)
. .
il i M h ad b aad
B — ra . —I:r:it—----—— A L, =—— T detyrés sf dhénd, me kusht = b,
f d=-x'x d-x X i a+h ¥ d=x 5 =] .

T ad |
zmwﬂméﬂhﬁ4=m1mﬂﬁ~l 5>

a
)
B Funksioni 1"(xr) &sheé i vijueshém, pra ng pikin A pér x=10, "{0)== < (0, kurse ng pikén 8,
! : Vb v

i
=d | ﬁ‘}n-——
i { V-da' +d*

el
e pikés € d.m.th, funksioni ka minimum né pikén C e cila shié né largesi I=;'+—b prej pikis A .

=1, DomethEng, dervvabi & mdérron shenj@n prej negativ nd pozitiy né rrethinen

W Mése iy #shie kéndi i ramjes, kurse [ #shoé kindi i reflektinit € rrezes s& drités. ateheré £4AC=a dheBBC=A
AC d—x

Prej A AAC, sine =-ﬁ_E_; Prej ABRC, sinfi= %: ;inc:=+. sin = . pra
AC BC '+ .-.I-le;-3 +(d -x)

barnzimi 1‘ = X pir i eilin f(x)=0 dshté i lojit sing=gsnf, dmih o=g,

Jat + 2 be- +{d - ;].’

kurse kv gshed ligfi § npohur § reffekiimit

Mbi qendrién ¢ nj werace methore me rmreze © lartéss A dubet (8 vendoset burim | drites, ashio g€ teraca e jese
inaksimalisht & ndriguar, NE gfaré lartésie dubet 1@ vendoset burimi § dritds, sise forca T ¢ ndrigimit #shig dhéng
£ sin i

Fr+H?
Eshit kendi g drejtésén 54 ¢ formon me rrefshin e teracs, 8 #shié burimi i drités, kurse A Ssheé gfarddo pikeé prej 1ehn

& teraces,

me formukén T (H )= . & Eshig komstanie madhésia e sé ciliés £shié pércakiunr me forcén e burnmil & driis,

Vérefe ményrdn:

i H
B Letdjot 0=} dhe £5A0=g fig. 5 Prej A AOS kemi tgar=— dm.th H =r-tpa.
r

K -sing / :
¥ Funksionin T{H}- — 5 mund [ shgyriojms edhe si fonksson prej argumentit
2 1
k-sing k. giniex

. dmth. T{a)= = i
(@) rrertgta Pi+ig’a)

T
= - §ing 08, & dhe r jan konstante,
i




Leté jett sinex =2z, cos’ @=1-", pra funksion T (cr} éshu ?'{x}aiz-;-{i-f]. T'[.r:|=i1-{l—3,r‘}.
r r

5 . 1 . 1
T'{x)=0 nise |- 3x° =0, dm.th. nése 1=;1:L. Viers 1= _:}_’T nuk €sht¥ & mundshme, pasi sin & = -;?-

+3 3

. 1 k 1
vl Zajidhja o detyrés &shié r= —=. T'"[(x)j= —- E=—,
vijon ¢ =180° Zajidhja e dety i -,-G-l T*(x) . {~6x)< O per 5

&

{%)-

+ pra

Sl

Bomethén, funksion] T (x ) ka maksimum per = : . Prej sing = _.L‘ COSE =
J3 J3 \

V2

V2
g o domth Tartésin & kirkuar Eshe H -—*Tr-

Komporentet | dhe F, & forcgs Fodérmies veti formojnd kénd g Pér cilén madhesi o kEndit g forca
F=yF +F'+2F-F,-cosg kavlert maksimale?

Virefe zofidhren:
ol . p : =5 F, osin @ 7
) Forca F eshng funksion prej kiinda oz, pra £'(@ )= — . Fla)=1 nése sima=0,

Fi+F'+2.F F, -cosa

dmth a=kx ke £
Pér g = 2k forca Féshié moksimale, F = F, + F,, pasi £ dhe F, jang me kahe & njiies. Pér o= (2 + 1) forca
£ tshet minimale, F =| F, = F, |, pasi £ dhe £, joné me kahe té kundéra,
Eshié 1 mjohur so intenziteti £i mmymes clekoikes g knlon néper pirpoes, éshbé funksion periodik prej kohes £ e
shprebur me formubin f=¢ -sinT, ku ¢ &shté mteraiets maksimil | mymes, korse T éshid kohizgatia e
nji periode. PEF cilen vherd (& ¢ milenzitet | mymes do 1@ el maksimale?

Shihe plrojicien:
R Fr:j:'{r}nc-sin-l—;ru- keml i'(1)=¢-cos

nt dr lex 23t
= ——.
r T T Fi
f{:}:ﬂ m!:gemﬁ%:ﬂ, d.m.th, I?m=§+ Uz ke ¥, I=£+kT,kE{U, | 3} & muk mund &2 jegd

muméEr negaliy, pasl koba @ mjedhjes & rmymes néper pérguesin nuk mund o jeté negativ.
Defyral
(1) Numrin 30 ndaje né dy mbledhiss, ashiu g€ prodhim @ tyre @ je12 sa mé | madh,

@ Mumrtn o ndaje nE dy mbledhesy, ashiu git shuma prej katroréve € tyre 1€ jeil sa me | madh,
@ Eshte dhéné trekéndéshi me brinjél() cm dhe larésia pérkatése 4 cm, NE mekéndésh éshié brendashkroar

drejtkendéish, ashtu e dy kulmet e tij & shiriben nE brinjén e dheng, kurse dy kulmet né brinjit tjer 12 trekéndeshit,
Caktoji brinjét & drejtkEndishis pshty gf sypring & ) o petd sa mié e mache.

e




(@) Prej kartugi q ¢ ka formén & drejikeindeshit me dimengione 32 ¢m dhe 20 ¢m bén kuti pa kapak me villi
4 mé & madh,

Exhis dhénis bashkisia e trekiindishave barakrahas perimetri i 1 eilit 8shté o, Citkioji dimenzionet e trekéndéshit
g ke sypriné m2 & madhe.

{8 Te giysmévija methore me meze 7 1 brendashkrubet trapez harakrahas me sypring (8 madhe nése bara ¢ madhe
#shiét diametri | vijis methore, Cakto lanesing dhe bazén & vopdl,

@ Cakto brinjét e trekindishin barakrahas & ka sypring mé 14 madhe, korse éshig brendashkruar e alipas
bx +a'y’ =a’s,

Cili ko § drejes me sypriné T2em’ ki vllim me 1& madh? Cakto véllimin,

{®) Prci e gjithe koneve & drejt gieneratrisat € @ cilit fané 12 oL, cakio dicmnzionict ¢ koait vellimi i @ cilit shie
mé i mudh.

(18 Calio dimenzionet e cilindrit 1 drejts me villim maksimal | cili mund té brendashkruhet t koni | deejis me rreee
& bazis K dhe lars: S

(i) Ne njie trap i cili giender i rrafsh | ménjanuar nén kendin @ né lidhje me mafshin harizontal vepron forca

= %G b scu koeficienti | Rirkimi, kurss G eshté peshae trupit, Bée cilin kend 2 forea £ ke
COSE + k 5in g

whers me 1@ madhe?

ﬁ N fig, | éshie paragirur grofiku i lakores konvekse, kume 4 ¥
=% | ni fig. 2 grafiko i Inkores konkave.
Koumkae, fral dntine gf oo 1F thtd e thellinr. ﬂ \kﬁ X
ﬂln:i h a

. S

Mé njfrén nga mésimet paraproke shqyrivam monotoning ¢ funksonit f[.l:] né intervalin me ndihmien o derivatic
£

Nese f{x)>0, funksioni miter, porngse f*(x) <0, funksioni zvogklohet. Ni ményré @ ngjashme givkojme edhe kur
e cakiojmé shenjin e derivatit i€ dysé £ () me mitjen dhe zvogélimin e funksionit f*(x) me ket weoremé:




Teoremin nuk do @ virmeiojmé, kurse aje na

kS

muncdEson ta shayrofme natvedn @ ikoeshmirs 48 i .

grafikut & funksionit f (x). Funksion f(x) lew =

ketd derivat 12 dyid né intervalin (a.b).

W Nese né atdinterval [ (x )< 0, arghesd funksioni = ) -
i

I{x) svoggioher. Fig. 3
Kjo do p# thote, gatd [Eviepes népér prafikun e
funksionit [ (x ) prej majias né € djathté, kindi
i tangjentEs {dom.th, koeficienti 1 drejtimie)
evogklohet fig, 3. Tangjentn rrotullohet né kahe
né (& cilin Evizin akrepat & orés dhe posshiu,
grafiku | funksioni shiriher nén tangjental,
d.mith, lakorja &shié konvekse,

W Misse ng wE inerval 1 (x) >0, auhers funksions
F(x) rriter. '
Kjo do t& thot®, glad lévizjes népér grafikun e fonksionsn [x] prej mapias nga e dgthia, kéndi § angjentés {(dom.th,
koeficienti i drejtimit) rritet, fig. 4. Tangjenta rrotullohet 0 kaben & kundén@ @ iévigjes 58 akrepave 1 orés dhe
poashiu grafiku | funksionic shirihet mbd tangjentst, dom th. lakorja Bshig konkave.

D Cakto imtervale @ konveksivitet dbe konkavitetit 8 fenksioneyve:
W oy=x; B flr)=x-Sr+3x-5% y=e’.
Shgwrto zaiidhien
Wbl fa)=3—10x+3 fT(x)=6x-10. F7{x)>0 nése 6x—105 0, dmth, nése x::-%. Lakorja xhts

5
konkuve, d.m.th. pér xE LE'H ) gradiku 1) e ko k#E formé b -,

. 3 - oy .
F{x)<D nkse bx—10<0, dmith. r< 3 lakoria éshté konvekse, pra grafiko i Gj o até interval

& lka forme " "

’ Mé cilin interval lnkorja Ssheé konvekse, kurse n# cilin konkav, nése:
a) f{x)=2x"+Inx, #>0; b} y=sinx, xe[0, 27]

Egirdhye
E 2 f’{;;l:#_:'+-!.i Jr"{:}p.;-..l.i., _f'{j]:uﬂ e d—lr::-ﬂl 45" - 130, i pér
T x

IE[—W‘—%]U‘ -;-‘W]. lakorja #shiit konkave.

td | =
o ]

Fox)=0 pér 4—;{1}: dx" —1<1}, :E[— .
2

] lakorja Eshté konvekse.




A _ ol

Eshiz dhing funksionit £{x) & &shté dy heré diferenciabil né pikéin &, Nése pr x<x, funksioni eshis
konveks, kurse pér x> x, €shié konkav dhe anasgelltas, dom.th, o pikén x, ¢ ndérron konkavitetin, asthert
pika (%, f (%)) quhet pika ¢ dekimit (1 Aeksioinit) . Domethisng, kur x riter dhe kur kalon nEpsr piken X, né &
cilén derivati i dyt$ f’{.:}:mm@mm&m:mmmmiMnﬁm.im
fr(x)=0.

b Caktoji pikat ¢ likimit t& funksionit:  a) f(x)=x'-6x" +9x-4 b y=x' 62",
Viéraje ményrén;
Wby =4x"-12x, y"=120"-12.
¥ =0, nése 125" —12=0, dmth. nise y=+],
¥ >0, nise ' =120, £ »1 ose x6 (—= ~1)ufl,=)
¥ <0, nése x° =1<0, x* <1 ose xe(-1,1).
Ne methinén ¢ pikave x = -] dhe x=1, derivati i dyt# e ndérron shenjén,

Pér x=—1, y=(-1) —6-(=1) =—5, kurse pir x=1, v = -5, pra pikat Pi-1.-5) dhe Pi1,-5) jané pikat lnkuese
b8 kErkuii.

_—




Cakto intervalet ¢ kenveksivitetit dhe konkavitetit dhe cakiofi pikat @ lakimit &8 lnkores;
al y=r' -2 -x+2; b y=x'(3I-x).
Zgirdhje

By =3 -4 Y =6xr-4. y =0 nése fr—4 =0, dm.th 1-%,

¥ =0 nEse fr=430, dmith x:'.v%. Domethéng, prej xe[g,MJlnkﬂja dshié konkave, pér

¥ <0 pér xe [— %.-ﬂJ lakorja gshté konvekse.

2 2 2 20 23
P " : g -.z ey B = i e
r_::=3+_1.|-{3]) {3]. = pmpikatlakmﬂ!ﬁh:ﬂ?[a 2?}
Deatyra:

@ M cilin ierval jang konveks, kurse né cilin jané konkav kéto lakore!

) y= iz —10x"; b} y=dxr=4c'7
@ Cukte mtervalim & konveksivitetit dhe intervalin ¢ konkavitetit pér Lakoren:

a) f{:}:x—l, x&(k by fx)=6x" —dx

X

@ Cakto pikas e lakimir piir funksionet: ) f{r}=] o y xEl b f(x)m | h:-
- + X

Cakto intervalin te t# cilat lakorja 8shié konvekse, piickatitsisht konkave dhe cokion pikat e tyre € lakimic {4-7}):

@ » f(W)=5% 122 0 f (3)= 5

3 a ,r{::}=sm[:+%} ce(0.2t) by f(r)=cos2y, re(0.27).

&) o flr)=2xee”; b Flr)=xe
@ o f(s)=xW"z x>0 b f{x)=xInx, x>0,

Dieri mé tani vérejiem se me ndihmin o derivatit @ paré dhe 1 dyie & funksionit @ dbéng sakiEsisha shqyrtohen disa veti
i tij, =i per shembull: monotonia, vierat ckstreme, lakweshmna (konveksivitets; konkaviteti), pikat e lakimit. Me shqymimin
e vetive tjera: funksioni gift, tek, periodiciteti, pikat ¢ pavijimit, caktimi i asimgtotave, fitohen mjaft té dhann b4 sakta pér
vijimin e funksionit pra grfikun e tij mund t2 vizatojme, Prej grafilkut of funksionit mund 12 vérejmé shumé veti 18
funkstonit.




4 ta vizatojmé grafikun ¢ funksionit ¥ = f{x} i shgvriojme ko veti:
I FashiEn e pérkufizimar i@ funksionit,

2. Vente simetrike 1@ funksionit (gift, tek, penodiciteti).
3, Pikeprerjet ¢ grafikut o grafikut tf funksionit me boshtel koordinative (zero dhe pretja me boshun #),

4, Asimprotnt ¢ funksiomit

5. Wlerat ckstreme, natyra e tyre dhe indervalel & monobonisg,

6. Pikat ¢ lakomt, konveksiviten dhe konkaviten.
MNE baxt 12 1€ dhEnave & cilit mund 1€ paragiten né tabelE { por nuk 8shig ¢ domosdoshme) vizatohet grafiku 1 funksionit,
Megjithaté, (& vizatuarit e grafikul shpeshheré bEher paralelishi me <hayriimin analitik @ vetive & funksionit. Skema ¢
pérmendur nuk Eshid e théng bukvalisht & behet, d.m.th, radhiga e shqyrimit & vewtive nuk 2shié e réndésishme. Nése
funksioni Eshig cift, mjafton & shgyriohet pér x >{), pra & shirviteohel simeiria, Mése g pércaktimit 18 vierave
eksireme, calmimi 1 derivatic i dyid Eshitf | ndérlikuar, atheré shgyriose mdryshimin e shenj@s @ derivatol 8 paré ng
mrethingn e pikis nd 0E cilEn derivati | parg gshig i harahams me zero ).
Shoyvrtimi 1 vijimit t& funksionit dbe konstruksioni i grafikut & ) do o shgyriojme ng diza detyr.

Shayrio vijimin dhe vizaope grafikun ¢ funksionic y =—y ¥4 3,
Véirefe ményréEn:
1. Punksioni #shtt phrkufizuar pir x€ B, dmth D, =R,
2 f(=x)==(=x) +2(=x)+3=—x"-2x+32 F(z).
Funksicni nuk esht gift:
fl-x)=—x® =2x43=<r' + 2x=3 )=~ f(x),
Funksioni nuk Eshif ¢ift. domethéné funksioni nuk Eshis as g, as ek,
Funksioni nuk éshié peniosfik. (Penodicitedi &shié | pranishém mé s shpeshii 2 funksionet ingonometrike ).

3. Prerjet me boshiet & keordinatave.
A Prerja me boshiin
y =0, dmth, -7+2rt3=l, r=-1 dhe x=3, Piképreriet jané A(-1,0) dhe S3,00.

i1 Prera me boshiin =

=0, dmth y=~0 +2-0+3=3, pikae prerjes éshett C(0,3).
4, Asimptotat ¢ funksionat,

I Asimptoté horizontale nuk ka, pasi

y=lim f(x)= lim (=x" +22+3}= lim f[—-l+£+%]=nw.
X = e I =—hac

X —§oa x X

[ Asimptotd verdikale ouk ka, funksioni S3hig pErkufizoar pér ¢do £ B,




B Asimptota e pjeris y=krén

b i T iy R o O it
f—m X A =p oo X
5. Viers eksiremes:

yYu2x+d v'=0 nise—2x+2=0, dmth. x=1,
¥" = =2 <0, domethén funksioni pée x =1 ks maksimum y_ = y(l1)==1"+2.143=4
Pika D(1,4) éshté pika e muksimumit, pra grafiku né pikén ¢ ka formén | "
¥ a0 ndse —2x+250, x<l, dimth pér xe (—==,1) funksioni rriter
¥ <0 nése=2r+2<0, x>1, dmth pér x& (1, =) funksion: zvogélohet
6. ¥ = =220, prapér¢do re B lakorja nuk ka pika 68 lakimit dhe nié giithe intervalin gshié konveks, kurse
grafiku i tij ¢ ka formén ., .
Teé dh¥nar ¢ fiuara i paragesim né tabeld:

$lw 4] =
-
|
I

-
e o —

Grafiku | funksionmit &shiE paragiwr né fig. 1.
Shgyrto vijimin dhe vizatoje grafikun e funksionit f (x)=x"+x"—x-1.
Vérefe ményrea:
1. Funksioni @sheé péckufizuar pér pdo numér real, dmah, e {-unﬂn:i
2 fl—x)=(—xf +{-x) —(~x)—T=—¥' + ¥ + r—12 f(x) dhe
Fl=x)=~(x' =2 = x+1)n=f (x). domethéni funksioni nuk eshté as gift, as ek,
3. Prerpet me boshiel koordinative,
M Prera me boshtin v, Per x=0, f{0)=<1, prerja éshie pika A(0.1).
I Zeror e funksionit, precjet me boshtin r.,
Pér y=0, ' +x —x—1=0
2 xt)=(z+1)=(x+1){x 1) =(x+1) (x=1)=0, ptr x=1 ose x=—1, pra piképrorjet juni 1,01
dhe €11,00
B Te funksionet polinomiale pércaktimi | zerove shpeshherpd parsget problem, pasi nié até rast kemi zgjidhjen e

barazimeve 18 shkallés me 2 lané, pir zgjidhjen o 52 cilés nuk ka mogulle @ pérgjithshme.
4, Asimptodsl @ funksioni.
L

B Pasi y=lim f{x)= lim .t"[l+————Li‘l|'=:tm.mkh asimptoté horzontale,
Lk T X f I _.r

Funksioni nuk ka asimptot# vertikale ax asimpeond tf pjerrés




5, Vierareksiweme.  f{x)= 30" + 201,
B F(x)=0 nese 3x" + 2x—=1=0, dmith, x==1 ose :=% Jané pika né 1§ cilat funksioni mend 6 ket# ose
i mos ketd viera eksireme,
F{x)=6x+12
B Perx=-l, [T{-1)=—6+2=—4<0, domethént pbr x=-1 funksioni ka maksimum
Voo = == (1) + (=1 = (-1)=1=0. ¥ {=1,0) éshié pika e maksimumit.

i
B 7 .1'=l f'[%]:ﬁ-%+ 2=4>1), domelhéng pér 1=13 funksioni ka minimum

j-r
1y 1Y 1Y 3z 1 32 . . )
Fivis "f[i ]=[£J +[5] —i—'I:—E- JH[E,-—E) Eshié pika ¢ minimamit

flx)yedn® 4 2x=1=3x-x )22 )={x+1)(3x=1)

B F(x)>0nese (x+1){3x—1)=0, pér xe {—w.—!}u[é.mJﬁmmuﬁ monotonisht rritet né (—os,—1), (Elm]

I
B f(x)=On2e (x+1){3x-1)<0, per xe [—1.13] funksioni monotondsht svogelobet né {"15}

&. Pikat e lakimir, konveksiviteti dhe konkavitesi, [ {x)=6x+2.

B =0 per :=—%._f-[x}}ﬂnm:l5:+2‘.?-'l} d.mith. pér x :r—% lnkerpa Eshié konkave.

. i | 1 16
f {:}I-:Elnmﬁx+2=:[}d-m.lh-pcr:-:—§ ., lnkorjn #shité konvekse, kurse pér 4’=—E. 'F[_EJ- -

d.m.th, F[—%. -—5 ] Zahitd pike o lakimit (¢ infleksionit],

Tabela e t¢ dhénave: ¥
1 p=xaex —x-1
=] = | ol
3 3
—— .
" 2 9 a4 3|02 |5 x
| - = |+ + + /' ;{} -
0 N, 0 3
a M
- 1+ + +
= M e e
fig. 2

Gerafiku i funksionit #shié né fig. 2



b Shgyrto wHjimin dhe vizaioje grafikun ¢ funksionit y = —2
k>

Krahasoje zgiidhjen ténde me zgirdbjen ¢ dhénd

1. Funksioni éshié pérkufizuar pir r—2# 0,.x# 2, dm.th, 0, = =002 {2, 40),

{r}

2. Funksioni gift dhe 1ok, f(-t)}=-"—+

mitk Eshie as gift as tek.
3. Prerja me boshitet & koordinatave,

¥ Preta me boshtin y per £ =0, ¥ =0, A{0,D).
1
% Prerja me boshtin pl':r}'=ﬂ1:—2='3. x=0, A(D,0).
_:_'-
4, Asimptotat ¢ funksionit.
x

o N , :
B Horizontabe: v =[im f{x}= fim = |im —ee = lim
i Yt

-T"'E o] s _r[l_z] ey
X

I., =—ez, Funksponi nuk ka asimpioda horizontale,

y= lim f(x)= li

X

&

——* 1 (xX Jr(_,:}z_:’_z

2 =F(x), funksioni

el
1- 1

X

W Asimptota vertikale Eshtg x—2=1{), r=2. do ta shqyrtojmE sjelljen e funksionit né rrethingn 2

pilctis ¥ =2,

2+hY 2+hY
lim fl.‘l’}-‘ Im s -Iimuzr!im { ] = o=
r=a7 |—|]'-J|.Il_1 =+l :"‘ﬂ_: k—=0 ﬂ

o AN )

fim f{x)= lim —— = lim

= |im

1 |
X

= lim ———m

=3 w3 s 2-h-2 s —=h
1
S
0 Asimplota e pjerrit. ¥ =kr+om; £ = lim @nlim x—1
e I =il .:

]

!_ T
-2z .t:'[l'--l)
I

n=lim (f{x)-k(x)}= lim [il—x]= lim “—::2, ¥=x+2 éshié asimptoté ¢ pjerrét,
o Ao X

L B

5. Vlerat ekstreme. fix N .,._f (xi=0x -d4x=0x=0 0s¢ x=4. [ (x)=

(x

{mr

w e x =0, F7{0)=-1<1, funksioni ka maksimum ¥, =f{u}..u; A{0,0).

W Per x=4, f7(4)=1>0, funksioni ka minimum Yo, = .i"l'*ﬂ—

-E E(4,8).

w f{x)>0nese 5 —4x >0, re (—o=,0)u(4,+), Funksioni mritet ni (—==,0), (4, +e< ).

w f{x)<0 nése x* —dx <0, pirgdo xe (0,4) Funksioni zvogEiohet ng (0,4),

18]




- E - .
6. Pikat ¢ lakimit, f7(x)=10, nise E—-Fﬂi. S(x)= 0 pergdo x€ D, pea lakorja nuk ka pika té lakimi,
Xo—

Pasi 8 = (), shenja e derivaiil 8 dyiE varel prej emEruesii.
Fox)=0 nése x—2>0, dmih pér x> 2 lakota #shté konkave.

Fx)< ngee x—2<0, dmih pér x< 2 lakorja #shié konvekse,

Te disénat ¢ fituars | paragesim tabelasishi:
p
et 8
4 o Jna-s
-1 0|1
+ F
g e 1 2 3
i = L?r/
o ..--""I.‘I V/ |
= | )2 ey
+ 4
— L
fig. 3
Cirafiku | funksionit s nE fig. 3

Shayrto vigumin dhe vizatope grafikun e funksioan y=x-¢'.
Krakasoje zgirdijen ténde me zeiidhien ¢ dhéné:

I. Funksioni gsht perkufizusr pér gdo numer real, dmth. D = (- o),
2. fl=xb=—x-e""# fix) ose fl—x}2—f(x), funksioni nuk ésheé as gift as tek.
3, Pir w=i) dhe y=0, A(00),
4, W Asimptota horizontale; ¥ -Enmf{.r}-.l_iﬂre‘ = Y= H.'[E I.I"[.J:]=:L::'r_l;.re‘ =1, domethént besh &
éshié asimpiotd honzomtake kur x = —ee (nga ajo afrobhen prej poshiEl, ¥ — —0.
N Asimpiotat vertikale:
5. Wlerat ckstremo.
Flx)=(1+x)e; F{x)=0 ntse 1+ x=0), dmih. x=-1. Fr(x)=(242)e".
W Prx=-l f(<1)=e >0, yo=F{-1)=-1e" ==, B(-1,—").
B f{z)=0, {1+ x)e =0, 1+ x>0, 251, Pér xe (-1,=) funksioni rritet.
W f(x)<0, x<—1, xe {—=e,—1) funksioni zvogeluhet,
6. Pikat & lakimit. /' (x) = {24+ x)e”; f (2)=0 per x=-2 f{-2)=—27 P(-2-27"),




Fx)=0, nése x>-2, dmth. pér xe (2,02 ) lakora éshié konkave,
fox)e 0 nise x<=2, dmh. pér xe (—e=,—2) lakors Eshig konvekse.
TE dhé&nar jang dhéné né tabeld;

|

— o -4 -1 i o
- - - |+ +

0 -2 g 0 £
= - | % & @

% o -
- - * - +
o ﬂ i gt

Cirafiku i Nanksiondt sk dhéng né fig, 4

Detyra:

Shqyrie vijimin dhe vizatoje grafikun ¢ funksionit {1—6):

@) a) y=2x 3242 B y=a -+ ) y=ut =227,
@a:y=x+2; b} y= 2 :
2x+1 1#x°
@ » ”=4i*' » “:‘J:—;:ia
@ a) y=x"-2"; W y=xe”.
@ al y=x-Inx; b y=x-Inx

() a) y=sinx+cosx; b) y=sin’ x—3sinx,

fig. 4
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Kufrofu!

¢ L. Njé monedhe hudhet ng ajér dhe pas mmjes 58 saj né toke, né pjesén ¢ sipérme tf monedhiés mund © paragiter
pstema” o2 | koka”, Me hudhjen ¢ monedhés kemi krve njé sbspenment dhe siomezulliat i atij ekspenmenti
mund (& fitohet njéra praj k#tyre mundésve: .né pjesén e sipfrme 8 monedhés paragitet stema” ose i pjesén e
siperme t8 monedhés 18 parsgiet koka",

o 2. Mése uji ngrohet deri [EC, atéhert ai do 8 vion. Kéto ésheé krve nj eksperiment (nxemja e wjic) dive 51 rrezullig
i ot eksperimenti paragitet mundésia o) vlon™.

© 3. Mése provohet rregulishménia @ prodhimeve nE njd fabeike, argherd meset nga njé prodiim. provohet megullshmiiria
¢ kualitetit 1# tij dbe konstatohet @ #shié né mregul] ose jo. Domethénd, eksperimenti Eshié kontrolla « kualitetit, kurie
1@ mundshme jand: | prodhimi &shié nd megull™ dhe , prodhimi nuk #:0eé ng megull®,

4, Behet testi g 18 kontrolloben njohurit® e nxéndsve. Notimi 1 tesi bEhet me ndihmeén ¢ pikéve peej O deri 100,
AtBhers eksperiments Bshig notimi | nj& nx@nési; korse ¢ mundshme Eshié: | nxénési 8 arring § poend”, ko

i=0,1.2,.. 1L

A .ﬂﬁ:}j mend!

ﬂ@ﬂﬂﬂ#ﬂhhl!qﬂ:mﬁhmhlhdﬂnﬂﬂhuﬂﬂtﬂmn.ﬂ
Cdo rezulltat né Tidhje muhmswwmwmws

| Mgranet shénoben me shkroma e medhaga & alfabenn lann: A, B, ...

BjE eksperiment mund 12 jetd deterministik (i pércakiwar) dhe jodeterminisik (i pa pércakiuar). Neése mundésia e
eksperimentit shtd § njohur prej me paré, stbheré i eksperiment 8shié dedermrnisth, nd (@ kundérdn, mundésia
nuk mund me siguri & dihet prej me pard, o cksperiment Bshie fovfelerrminisink

> Si jant cksperimentet B8 paragiturn of shembuojt 1, 2, 3 dhe 47

B: @ Té kthehemi pérsfn né eksperimentin ¢ hudhjes &8 monedhés, Le 2 jeng krve 8 sen prej nga 1000
cksperimente nén kushie 18 njgta,
Te cdonjéd pref eksperimenteve véreher ngjarja A; | paragiter stema”, Me r:l-{A} shiEnohet numri | ekspermenieve 1@

eksperimenteve 1B serisd | ng 12 cllen sshig paragime ngjarja A, Rezulfratey pref kityre 1208 serive jang paragitur né ki
fmbelE;




i ﬂr{*"ﬂ M 00 NE shtyllén e fundin jane dhEné vierat & herési A “'} ku
" n

1 502 0500 i gshig pumr | eksperimenieve 1E krvers nd njd serd, NE

2 504 0,504 rastin toné =1 0.

3 491 0492 Vitren se 1# gjitha vierat né ket sheyllé jant afer deri mé

4 5001 0,500 01,5, Poashru, nése numri i eksperimenteve né nj¥ ses

5 310 0310 zmadhohet, atEhers i herés afrohet ag meé shumé deri 0,5

f 450 0,490 "

) 463 0493

B 209 (50

Mbaj mend!

A :
Numri ,I"—:"I—l quhet frekuenca relative pér ngjarien A né serin 1 Numni real meth @ cilit grumbullohen
kita frekuenca relative quhet giass statfseike (ose emprrike e ngjarjes A

) Sa Esheé gjosa stutistike e ngjanes A: Eshid paragitur stema, né eksperimentin hudhja & monedhss?
0 Pér ngparjen e dhEnd A né lidhje me ekspermentin 5, mund & ehatoher by pérkufizim, @ quapiur perkatizim smangik
1 gliksdls, meses
1. eksperimenti § mund 8 pérarites nd kushie 8 njijta si beré of duam ;
2, frekuencat relative o ngjarjes A, 02 gdonjérén prej mé shumb serive i cksperimenteve & kryera, jang numsa i
ciliéi piirafdraizht jani o barabarte.,
0 Koushti 2 saguron stabilisst statistik, kurse kushii | sipuron kontrollén e kusheit 2.
7 Nése plir eksperimentin 5 jang plobésuar kushiet | dhe 2, atéheré ¢do ngjarje of Hidhje me cksperimentin 5, guhet
mgjarye ¢ rastit.

C \P T'i shgyrojme kéto eksperiments dhe ngjarjet n@ lidhje me ato.

by Eksperimenti nxjerrju e topit prej kutise ng e cilén ka 5
topa 2 bardbe, Shgyriohen ngjarjet:

a) Eksperimenti Iz 12 118 hodhja e zant.
Ehgyrichen ngjarjed:
A - éshié paraginr numér prej | ded mé 6, B.: nxferria e topit 18 basdh,
Ay eshté paragitur numri 7, B axjertja e wopin 12 2.
¢ Eksperimenti Sshid notimd i nxéndsin rastésisht 12 zgiedhue. Shayriohen ngjarper:
€ : nxéintsi ka mané notd prej | denmE S, O nxénési ka marre notE 12

O Cln mund i@ thobet pér ngjared = prmendura?

by



FPérgligle,
W Ngjasjer A, B dhe C paraqiten gjaré ¢do realizimi tf aksperimentit pérkatis, kurse ngjarjet
A, B dhe C nuk paragiten asnjé heré giaté realizimit 18 eksperimentit,

Mbaj mend!
Ngjarje e sigurtd né lidhje me eksperimentin e dhiné ngjarja  cila paragiter gjaté gdo realizimi né até

Ngjagje e pamundshme n# lidhje me eksperimentin ¢ dhénd éshie ngjarje q¢ nuk paragitet asnjé here gjate
realizimit 1& ekesperimentit te dhink.
B Domethiéng, A, B, dhe O jane 1€ sigurta, korss A, B dhe £ —ngjarje t¢ pamundshme pér eksperimentet
pérkatiise,
Defvra!

@ Elsperimenti le 18 jeté hudhja e zarit. Beén 4 seni prej nga 50 hudhje dhe caktoje gjasén statistike 12 parsgities sé
paragitjes s& ngjarjeyve:
A: né pleskn e sipEnme B zanl paragitet num_n 2;
£k pjesin ¢ sipErme (& zarl paragitet oumés @it

Eksperimenti éshté nxjerra ¢ letris preg shpilit me 52 letra. Bén 5 seri prej nga 100 eksperimente. Gjaté pdo
térhegije, regjisiro numrin ose shenjén e leirgs dhe kitheje prapa te shpili. Cakio cili éshi@ pumei reeth b8 cilid
prumbullohen dendésid relative i ngjarjeve:

A: Esht Erhegur letér me numrin 10
B: Eshité wérhequr letér me shenjEn gjeth.

| Ta shqyrtojmé eksperimentin hudhp e zant, Disa prej ngianeve & mundshme @ raste n@ lidhje me ki
...'&': eksperiment jang kilo:

A: parngitet numér gift: £, paragiter numri 3;
B paragitet numér i plotépjesétueshém me 3 E,: paragitet numn 4,
£ - paragitet numri 1; E: paragitet numr 5;
£ parngitet numri 2; £ paragitet numri 6.

Vére ndryshimin ndérmjet ngiagjeve A dhe B, prej njgrés dhe ngjarjeve £, £, £, £, E, dbe E nga ana tjetgr.

W Ngjarja A paragitet nése paragitet njér prej ngjarjeve £, £, ose £, kurse ngjarja £ paragiter nése paragitet ngjarja
E, owe nése paragitet B, Domethenk, ngjara A mund 1 shErthehet né ngjarjer £, E, dhe £ kurse ngjarja 8 mund
té zhérthehet né ngjarjer E, dbe £,




B Mga ana tietér, nghrjet £, £, £, £, £ dhe .El nuk mund & zhérthehen nf ngjarge @ tera, Prandaj, ato ngjarge 1
guajmé Refare e!em.-:nmm Mpjarjet elemen.mm do td shénojme me simbolet £ me indeks 1.2,...

Mba; mend!

Ngjarje elementare ng lidhje me eksperimentin e dhiné eshie gdo mundesi logjike e cila ouk mund 18
:ﬁ&wnﬁwm Poashiu, gjaté gdo realizimi tf eksperimentit paragitet ap¢ dhe vetém njé ngparje
- elementars.

Bashkésia ¢ 1€ giitha Bl.tﬂiwﬂ! kétilla ng lidhje me njé cksperiment qubet bashkdsia e agisgeve
efementare dhe shenohet me £1

> Cakto bushkésing ¢ ngjarjeve elementare pés cksperimentin hudhja e zarit,
Zgjrdhfe;
W Gjaz gdo realizimi 1 eksperimentit puragitet njéra dhe velém njér prej ngjarjeve £, E E, E, E dhe E,, prandaj
bashkésia ¢ ngjarjeve clementare ng hidhje me ki@ eksperiment #shié
Q={E E, B E B E ]

> Cakio bashkEsing e ngjarjeve clementare pér eksperimentin hudhja ¢ dy monedhave.
Khibe zgiidhyen:

W Gjars hudhjes s nj@ monedhe, & mundshme Eshi# | paragitet koka' ose . paragitet stema (de 6 shkniajme shkurtimisht
Jkokn®" ose |, stema’ ), Por, eksperimenti perbéhet prej hudhjes i dy monedhave s& bashku, pra & nundshme do i
jenE giftet @ radhitura, ku elementin ¢ paré do ta shEnojmE mundising ¢ monedhis s paré, koese element] | dyie
mamdEsia & F dyeits, Me fjale tjera, hashkiisia e ngjarjeve elementire Sdug ko

{1 = {(koka, koka), (koka, stemma), (stema, koka), (stema, stema)] .

b Eksperiment] le i jeti hudhja e monedhts den sa nuk paragitet stema, Cakio bashkésing e ngjageve slementare.

Fuiidhfe:
U Bashkésis e ngjarjeve elementare éshié ¢ formés £ = 1 By b ko £ = (stemal, fl= {kioka, stema), otj. NE rastin
& pérgjithshim pér fiks 7= 1.3,.... ngjarfa clementare

E, =koka, Imka.... 'mlv:L stema b

dhe ai parngitel nise né i —1 hodhjet ¢ pars i monedhés paragitet koka, korss né { -t#n hudbje stema. N kBtE ras,
hashkesia & ngiarjeve elementare #shié hashkesi e numérueshme ¢ pafundshme, pasi leoretikisht eksperimenti mund
& mos mbaren asnjé herg,

Cakie bashkesing e ngjarjeve clementore pér eksperimentin madjs ¢ njeriul rase@sishi & egjedbur nga grupd §

njerEzve.
113;]:_5' :




Zaridiie;
Mese v eshré lamssia e personit o zgjedhur né centimesra, otéherd x € [30,250], ko 50 Echeé larésia minimale,
kurse 250 lartiésin maksimale gf mond i keté njé njeri. Tani, bashkésio e ngarjeve slementare Eshitd 1 formés £ = [x
| xe |50, 2501} =[50, 250]. N& kéze =1, £1 £sheé interval, d.m.th. #shté bashkés e pafundshme e panumErueshme.

Prej shembujve paraprak muend 18 vErgpmE se varésisht prej eksperimentit, bashkésia ¢ ngjarjeve elementare nok
mund 12 et & fundshme, ose bashkesi e pafundshme ¢ panumErdeshme.

MNE pjesén ¢ mE tutjeshme @ tekstit do @ ndalemi e cksperimentet plr 1€ cilét bashkEsia e mgjarjeve elemensture
duhiit o fundshme.

Te detyra | perfundojmé se ngjarja A do & paragitet njra prej ngjageve £, £, ose £, korse ngjarja 8 do
B ¢ paragited nise paragitet ngjarja £ ose nése paregitet ngjarjs £ Prej ki, '

ngjarjel A dhe B mund 18 shkruben ng k@ menye A= {E, E, E |, B={£, £ }. T¢ vérejmé se ngjarjer A dhe Hjune
parigjitur si nEnbashkEsi prej hashkEsisl s ngjarjeve slementare £

Mbaj mend!

Najarje rast/ eshae ¢farédo nénbashkisi prej bashkésisé sé ngjarjeve elementare £,
Do t¢ themi se ngiarja A Sslvé paragiter nise &shid paragitur ndonjéna prey ngjarjeve slementare & cilét
i takojne nénbashkésisé pérkatése 8 ngjarjeve slementare.

|T>. Nése eksperimenti &shié hudhja @ dy monedlsave, pershkreaje ngiacjen C1 1@ pakién nji hers Eshid paragins
slema.
Pérgligia:
Mgjurja Cdo B parngited nése e ajéna prej monedhave paragited sterma, kurse 2 Geirs koka ndse te dy monedhat 18

paragited stema, dn.th,
C'=A(koka, stema), (stema, koka), (stema, sfema)}.
Eksperimenti pérbéhet né hudhjen e dy zoreve, T8 pérshkrubed bishkssio ¢ ngjarfeve elementare dhe kB
ngjarje & metit:
A e dy zaret 18 paragibet numir gif;
B e zani | paré 18 paragitet numigr gift, kurse 12 | dyti numds ek,
Loridffe:
Bashkésin ¢ ngjarjeve elementare pér két# eksperiment do & pErbehet prej gifteve 8 radhitura (3, ¥, ko & Eshi
mundésia e zarit 1& paré, kurse v mundésia e zarit & dyeé x, v € {1,2,3,4,5.6]. Prej ki,
Q={{x.y)|x.ye {1,234,56}}.
Pér ngjarjen A fiohet kjo: A={{x ¥} x.ye {2,4.6}], ose ni formén e shénhyer
A={2,2),(2,4%(2,6), (4, 2), (4, 4), (4, 6), (6, 2), (6,4), (b, 6)}.
kurse ngfarja & kemi: B ={|:.r.:.'}l e {246} ye {I.ﬂ,ﬁ}}. o5
B={(2, 13 {2, 3% {2 3% (4, 1), (4, 3}, (4, 5). (6, 1), (6, 3), (6, 3)}.
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Mgparfa & sigurtd patagited grithmond kur realizohet elsperimentt, domcthe cdo ngjarge elementare mundéson ded né
paragitien ¢ saj. Prandaj ajo shepoher me £2. Ngjarja ¢ pamundshine, nuk paragitet asnje her kur realizobet
chaperimenti, pérkatitsisht sanpe ngparje elementare nuk mondegeon  derd 1o parsgitia ¢ saj. Prey ko, ngjaren o
pamundshme do ta shénojms me 2.

O Mbaf mend!

Prodfun | agrarfeve A dhe B &hé ngjarge e cila paragitet atgherg dhe vetém aEherd kuar do 18 paragiten
¢ dy ngiarjet A dhe B Ajo ngjare #shid pércakiuar me hashkésing @ ngjaneve elementare 4¥ éshité prerje ¢
ngjarjeve slementare 1 ngiarjes A dhe ngjarges & Prodhimi 1 dy ngiareve A dhe B shenohet me A NE 03
AR,

b Eksperimentl le 18 jed hudhja ¢ 2arit. | shgyreojmé ngjarjet:
A: paragitet numée mé | vogil ose § barabetd me 3;
B paragitet nomér i plotpjesémeshém me 3;
L} parngitet numér mé i madh se4,
TE cakrohet prodhimi i ngjarjeve A dhe B dhe prodhimi i ngjageve A dhe O

Zafidhie!
Ngjarjet A, Bdhe Cpérshkruben né ki@ ményré: A= {E, E, E.}, 8= |E,E, | dhe C={E, E.} Ngjarja AnB
paraget se dshid paraqitue numér i cili &shté mé i vog#l ose i barabartit me 3 dhe i plotépjesétueshEm me 3, pra kitshiu
AnB ={E,}. Mgiurgn ANC shénon se &hiE paragitur numr 1 cili Sshid mE 1 wogd] ose | barabarté me 3 dhe mé
i madh se 4, gt #shié ¢ pamundshme. Domethénd, ngjaget A dbe © nuk mund @ paragiten njSkohésishi, dom.th,

ANC =2,
Mbai mend!

Mese dy npjarje A dhe & nuk mund 2 paragiten npekohesisht atéhere g quhen ggage disjomkle Prodhomi
I iyre £shie nggarpe ¢ pamundshme, d mith. An 8 =&,

Mbaj mend!

Shuma e ngrarjeve A dbe B eshté ngjarje ¢ cila poragites atéheré dhe vesetm wiéhert kur do i paragiter te
pakién njera prej ngjarjeve A ose B. Ajo ngjurje éshié pércaktuar me bashkésing ¢ ngjarjeve elementare gé éshie
umicn prej bashkésive t& ngjarjeve slementare 1€ bashkksise A dhe ngjures &

Shuma e dy ngjarjeve A dhe B, né rastin e pérgjithshém, shénohet me AU 8.

Pér deri sa ngjarjer A dhe B jang disjunkie, pigheré shumén e iyre do ta shépopmé me A+ B

Kur thubet se Eghté paragitur 1 pakién njéra prej ngjarjeve A ose B, nigher® nénkuptohet se #shié paragitur ose
velem ngjara A ose vetdm ngjarje B ose 18 dy ngjarjet njékohésishe.
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8 MNése ngiarjet A dhe B jand disjunkie, atdherg njekohsisht paragiga e 8 dy ngjarjeve shié e pamundshme, pra
paragitja e ngjarjes AU S nénkupion paragitien ose vel#m 18 ngjarjes A. ose vetdm ngjarja & Prandaj, s ke rasr,
per shumd ¥ dy ngjarjeve shfrigzobhet shénimi A + 8, Domethéné, 4 + 8= AUR , nkse A8 =3,

[!> Cakto shumitn me ngjarpeve A dhe 8 4 edhe ngjarjet A dhe O nése A, Bdhe O jané ngjarer 1 pErkofizuars
e datvra B.
Zgfrdfe
® Ngjarjet 4, Bdhe Cjand pércakivar me: A= {E, E, £}, B= |E,, E,} dbe C= (E,, £,}. Ngiarja AUE do
thoté se do 18 paragitet numsi mé 1 vogél se 3 ose numér | plotépjeseshém me 3. dhe kjo mund 12 péeshkruhet pi
kE4E ményri:
AUB={E.E, E,E}
0 Ngura AUC do € thote se do i paragitet numér i cili nuk g mié | madh se 3 ose oumbr i cili @shed mé § madh se
4. CGijithashiu. te detyr B verejiem se ngjarjet A dhe Cjani disjunkie. Prej ki, pér shumén e tyre fitojme 4 + C=
il ey Be LT

Mbaj mend!

Nagjarja e kundété < ngjarjcs A eshi¢ ngjarjc ¢ cila paraqitet atéheré dhe verEm athert kur nuk paragiter
ngfarfa A Kjongjarje shénohet me A . Bashkésia ¢ ngjarjeve elementare A #shi& komplement o bashkisiss sé-
ngjarjeve elementare péckatésisht t ngjarjes A né lidhje me Q.

Pér gdo ngjarie A vien:
ANA=0, AuA=0

Cakto ngjarjet & kundbria i ngjarjeve A dhe B prej deryris ,
Véreje zgiidhien:
Nigarja A nuk do 1E paragitel, nése paragitet njéra prej ngjaeve £, E, ose E, prandaj A={E, E, E, } kumse
perkasisht B ={E,.E, E,.E.}.
Mbaj mend!
Ngiaria A e feniteq ngjarjen B (shkruajme A C B ), nése giithmond kur paragitet ngjarja A paragiter edhe
ngjarja B

@ Ta shgyrioymé pérséni eksperimentin hudhja ¢ dy monedhave, Le 8 jet&
A: pasagitel saktgsishi koka; B paragitet i paki®n koka.
I Mund 12 vErehet s glithmong kur do 8 paragitet ngjarja A4 paragitet edhe ngjaga B dmth 4 = B

Mbai mend

Nése A C B dhe B C A, atgherd pér ngaret A dhe B themi se jane ¢ haraharta

S




@‘ Pérstri, eksperiment le ¥ jett hudhja e dy monedhave. Shqyriohen kifio ngjarge:
A paragitet t€ pakién njg koke; B paragitet tf pakiEn njE stemé.
Pérshkronni ngjarjet A, B, AnE, AUB.
I Pasi ngjarjet e rasdit jané nénbashkEsi 8 hashkésisé <& ngparpeve clementare né lidhje me njé cksperiment, pér
operacionet me nglarje vieing ligie 18 njgjis sikorse pir operscionel me bashkést, Disa prej tyre, do 71 shftytezojms
né higsnmin e mé tulpeshém, ato jand ki,

Kurtohu!

Lig dastribitiv: Ligjet & De Morgamit:
A{BUC )= ABUAC, AUB=ANBK,
(AUB)C = ACUBC, AnB=AUB.

C Mg ke prese do ' pérgiithEsamé pérkufizimet per shume dhe prodhim per m shumé se dy mgjace.

Mbaj mend!

Shuma & ngjsgieve A, A,..., A, eshie ngjarja ¢ cilo paragitet avshere dhe vetém atéheré kur do 1@
paraqitet 1€ pakién njér prej ngjarieve A, A, A,

Kjo ngjarje shénchet me A U A, U...U A, kurse bashkesia e 1] eshié union prej bashkesise se ngjurjeve
elementase perkatésisht 1 cdonjent prey ngianeve A, 4., A

Mbaj mend!

Prodhimi i ngjaneve A, A..... A, &sht® ngjarie ¢ cila paraquict atthere dhe vetem atéhers kur do & paragiten

niekohEsisht & githa ngarjet A, A, A

Kjo ngjarje shenohet me A nA, NN A, tose A A, A kurse bashkésia ¢ nggrjeve elementare Eshié
fe- el bashiosties s igjaigeve are péckatesisht 1€ gdoneres prej ngiar

Ao A '

Né shEnjestér gjubet tri here. Shayrioben ngjarjes A, A, dhe A, 1€ cilar paragesin & qilluarit e shiénjesris pi
tié gélluarit & paré, 1 dyté dhe té meté, pérkatesishi. Me ndihmén e kétyre ngiarjeve, 1 pérshkruhen ko ngparje:

B yane armitur tre & qéliuara; £ Bshié arritur njé e pa gélluar;
7 shénjesira tre herd nuk &shit# géllar; F #shie arritur jo mé® shame se dy 18 gilluara;
£LF Eshibd arritur njé e gélluar; 7 den n® gjuajtien e weed muk ka i q#lluar,

s




Shihe zgildhien:
MNgjarja & do 1¢ paragin i gjitha tre ngjarjet A A, dhe A, njikobEisisht, Prej kétu, = _.41,.4_‘,,4_,.

Ngjarja ' do tf paraqiter nise nuk paragited asnjéra prej ngjarjeve A, A dbe A, d.m.th. nése paragiten ngjasjet e
tyre (& kundEng, pra O = El.i.] .-E}

Mgjarja £ do ¢ paragitet nése paragiter 12 pakién njéra prej ngjarjeve Ay Ay dhe A, pa D= AUAUA,.
Perkatésisht, E= A UA UA,.

Té véreimé se ngjurfa  do 8 paragitet nése parsgitet ngjarja £ dhe anasjellias, poragitin e ngjarjes Fe térheg
paragitjen & ngjarjes £ DomethEné, F=E

Ngjarjs & do @ paragitet nése nuk paragiten ngjanet A, dhe A, pra G = E, Elﬂ.

@ Nj# anije ka njé timon, 4 kazana me avull dhe 2 torbina. [ shEnojm ko ngjane:

B kazani me avell £ $shié o megull, £=1,2,3,4
£ turbina 7 &shté g rregull, j=1,2,
MNejarga £ anija ésheé né ghendie 8 megelt pér voritje, mundel nBse Sshtd nd rregul] dmond, ¢ pakién njind pref
karanave dhe 1 pakoén njéra prej urbinave. Té pErshkruhen ngjaget D dhe fh me ndihmén & ngjarjeve A, Hl
e €,
Zujidhje:
Me shirytézimin ¢ operacioneve t ngjarjeve A, &, dhe ﬂ:r ngjarja Dmund t pershkohet st D= A B BB UB,)
( CC) Ngjarjen D do ta pérshkruajmé duke i shfrytézoar ligiet e De Morganit, Késhtu,
D=AuB B B B uCC,
Detvra:
{E} Eksperimenti pérbithet s& pari prej hudhjes s8 monedhiis, Pasta), nése paragite! stemn, hudhet zan dbe
regitstrohet nummn @ pikave né anén ¢ sipérme B8 zant, por nése paragret koka, monedha hadhet sdhe
njié hert. Té pershkruhet bashkesia prej ngjarjeve elementare,
2 Ne njé kuti ka 5 topa o numeneara me numest prej 1 deri me 5. ME mdny e i ragidsighme nxirren topy nje nga npé
(pa i kéthver), pér den so nuk nximet top me numéEr tek, Neéss regjisirohen numsat e iopave (@ nxjesura,
pErshknshet bashkésia @ ngparjeve elementane.,

@ Eksperimenti pErbéher né hudhjen 2 tre rareve. Té pérshkrubet bashkisia 2 npjarjeve slementars
edhe kB nigjarje 8 rastits
A te dy zaret & pare t paragqitet numer cifl, kurse e 1 refi nuemer ek
B b 08 tre rarel (B parsgiiet numer tek;
" shuma e pikive ie € ire zaret Eshié numér gifi;
% e t8 dy zaret ¢ paré W paragitel vieta ¢ njgjie;
£ te (8 tre zarel 88 mos parsgitet asnpE peséshe;
5 be t tre garet (8 paragilet (& pakién njé peséshe,
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I{E} Shenjtari kn posur £ plumba dhe ghean nd shEnjestdr pér deri 2a nuk qéllon dy heré njfrn pas Hetres ose pér den
sa nuk & humb shonsin 3 plotEson a1 koshi. T8 péeshknahet bashkEsia e ngjarjeve elementore dhe ko ngjage
B TastiE
A: shenjestra dxhi gelluar i paki#n &y herd; B nje plumb ka ngelur | pa shryi€zuar;
F ka pasur shums & gélluars & humbur,

@ Eksperimenti pérbhet né hudhjen e ire monedhave, Ngjarjet A, A, dhe A, paragesin ngjurje

stema e e pary, monedha ¢ dyié dhe e rat, pérkatisisht. Duke i shfrytZruar ko ngparje &
piershkruhen K ngjarje  rastie

B stema paragitet velém e monedha e paré; ) stema paragitet te monedha & pard dhe e dyig;
F* stema paracjites te té tre monedhat; £ stema paracited B pakén e dy monedha;
F s1ema paragitel né njtrin monedhis; {F stemin paracpitet saki@sishi e dy monedba,
M osrema paragitet mit sé shumti te dy mopedha,
| <'§> PERKUFIZIMI 1 GIASES DHE VETITE
ol
Kujtoho!

Bachktsia e ngjarjeve elementare §£2 BshiE bashkésia prej té gjitha mundisive logjike pér eksperimentin ¢ dhéng me
vetitd; ginte gdo realizimi & eksperimentit 18 paragitel njé dhe ves#m njd element prej asaj bashkisie.

Celo ngjarje e rastit A né lidhje me eksperimentin e dhéng &sE nEnbashkiésl prej hashkesise i@ ngjarjeve
elementare L1

A Le t# jeeg {1 = qEI, E:,,.. i .Eﬂj bashkés & nggarpeve elementare né lidhje me eksperimentin & dhe le i jené
B,. Po-iey P, numea renlé € dhiéng ndéomier O dhe 1, doth. 0% p <1, ash g&

g+ pot ot p =1 do @ supozopmé p. Eshid gjasa e ngjareve elementare £, Skénojmé p = AE), péri=1,1,..., n
Le té jetd A ngjarge ¢ dhéné o lidhje me eksperimentin ¢ njijee. Ngjarga A, si nénbashkisi e £1, le 18 jeiE e formis
A= {E,_ By B } ku £ £ m, kurse 5, £y, 4, jand elemente 8 ndryshme prej bashkisisé {1, 2,, v}

Perkufizimy: Giasa e ngjarjes A éshig shuma e gjasave té ngjarjeve elementire g8 pérmbahen né nigaren A
Ko do pé thote se,

PlAd)=p tp +..tp, . (1)
Pér gpasen ¢ ketille i@ perkufizuar vien kjo leorems:
Teorema.
i P{A)20;
i P(@)=t

i) Nese A dhe Bjane dy ngjane disjunkee, sehere. P(A+B)=P(A)+P(B).




Vértetim.
B ) Giasa e ngjurjes A e formtis A ={E.| B B }.tpen.—.lktum sipas barasesé (1) dzhié shumé ¢ numrave jonegativ,
pra SxhiE & qartd se ajo Eshié jonegative.

8 ) Ngjarja e sigurte {1 i pérmban t¢ gjitha ngjanet clementare. dmth. L2 = {E  E.,... £ }. N pajtim me pérkufizimin
PRy=p +p,+ .. tp,
kurse numrat £, P.....0 P, i ZgiedhEm ashiu & shuma e tyre shié |, Domethéng, FHE2) = |

W dif) Lot jetd A=(E E ,..E | dw 8=|E E ..E_|joot dy ngjacje disjunkte. Domethéng, Anf =@
Asthert, shumac kétyre dy ngjarjeve, A+ B={E,.E ....E, .E,.E, ,...£_} ptrmban k+ m ngjarje clementare,
Pér gjasén e sa) fitohet:

P{A+B)=p +p +.tp, +p, +p, +utp =

=(p, +p, +otp (o, o, +otp )=
=P{A)+ P(B).

Wi tabllo pér pikado éshi® ndané me rrathe koncentrik nié zona g kané nga 10, 9, 8 dhe T poeni. Nji lojlar
gjuan né tahlko me shigjeat dhe e géllon zonkn e cila ka 10 poend me giase 0,1, rona e cila ka % poen@ me ghasé
0,2, zona me 8 poené me gjasé 0.3, ajo me T poend me gjasé (0,3 ¢ gabon tebllon Carrind 0 poeni) me gjass o, Nese lajlari
gpuan né pikado mé herd, cakio ginsén e kétvre ngjarjeve:
Al loptan do 8 arpné mé <& paku £ poeni;
B lojran do @ arming mé pak w0 B poeni

Zoirdife!
W GatE gdo realizimi 2 eksperimentil 08 gélluarit pé tabllon e pikados”, paragited njé dhe vetEm npE prej kétyre

ngjarjeve elemenlan:

E: dshie géiluar sona e cila ka 10 poend;

E,: éshié gélluar zona e cila ka % poens;

E,: gshté gelluar zona ¢ cila ka 8 poend.

£ Eshrit gellusr zona e cila ka 7 poend:

£, 1zblln aspak nuk #shii géfluar.
Domethén, bashkésia ¢ ngjarjeve clementare 2= (£ E E E E 1, kurse prej kushteve i detyrés kemi se p,
=HE =01, p=RE)=02, p=RE)=03 p=HAE)=073dhe p=AE)=a Konstanta a pércakiohet
prej kushtit g+ p+ p+ p4 p=l Kemi, 0,1 + 02403403 + o= ldmih o =01, pmedhe p=0,1.
Tani, ngjarjet A dhe & mund 2 phrshkruben ng kd ményri

A=1{E,E,E.] dhe 8= [E, E,].
e pajtim me pErkufizimin e gjasés (1),pér giasal e ngjargeve pirkatiéoe fiomme:
Al =p,+p,+*p=01+02+03=04, AB)=p+p=03+0,1=04,




Druke | shirytérmar vetité ¢ ginseés nga teorema paraprake, mued 12 nximen edhe ko vedi

1. Gjasa & ngjarjes té pamundshme eshté 0, d.m.th. A@) =0,

I Eshee e qarté se nése shoyriohet ngjaga & pamundshme, ateherd te shuma ng barasing (1) nuk ka pér 18 pasor asnje

mbledhés, pro ujo shumé o 5 jeti ¢ barshartd me 0,

2 Nese A, A, ., A, jané garje disjunkte, stéhere A + A+ .+ A)=AA)+ BA)+ ... + Bl4).

Vetiné do 13 regodmit duke e shityi@eaar induksionin matematik sipas oumrit o mbledbsave &

4
=1

Per m =2, giykimi vijon drejtperdrejt preg bamsisé A7) nga teorema paraprake
Tt supoza|mé s pjykimi vien pér £ =n—1.
Le t& pet@ & = o Duke i shyyriuar A+ A,+ ...+ A singjarje elementare, kurse A si ogjane gesér dhe duke
rhatuar barasing A7) ngo teorema puraprake, fitohet kjo:
AA+ A+ +d)=AA+A+ +A FA)=RA+ A+ +A WFPA)

Duke & zhatuar sopozimin indukiiv né barasing e fundit, drejipéndrejt vijon giykimi @ sipérm.

3. Nese A ¢ B, mehers F(A) < F(B).

Pa humbur npa & pérgiithshmia ke @ je A ={E-. 1 o } kurse B = {E-. B PR S e ]’ ku k=

Atbhers per gjasen e ngjarjes B fiohen
P(B)=p, +p, 4k, +P F-tP ZP 4P +otp, = PlA).

4. Pér giaséin e gfarédo ngjarje A né lidhje me cksperimentin e dhing vien
0= PLAYS L.

Péir pdo ngjurje A vien se @ A C €1, pra prej vetisi 3, vijonse A@) £ Pid) £ PIQ), dmii. 05 PA)S 1

5, Pér giasen e ngjarjes sé kundére 4 t ngjarjes sé dheng A vien

P(A)=1-P(4).

Pasi pér gdo ngjurjed vlen se = A+ A, poashtu A dhe A jané ngjarje disjunkie, prej harasisk fi7) prej teoremes
paraprike, vijon se P(£)=FP(A)+ P{.ﬂ.). dmih. 1=F{A)+ Fﬁ:l. prej ku vijon veta 5.

6, Gijasa @ ¢farédo dy ngiageve A dhe 5 né hidhje me eksperimentin ¢ dheng éshie
P(AUB)=P(A)+P(B)-F(AB).

do 1é shegyriojme dy raste: kur ngjaget A dhe & jané disjunkie dhe kur nuk jang disjunkee




Milse A dhe B jant ngjarje disjunkte, ueherd AAS =0, kurse AUR = A+ 8, pra barasia e fiton formén A A
+« M = BA) + AB) kjo éshié, né realites, barassa ) prej eoremés paraprake dhe saktfsia e saj wmnimé éshie
wvEmietuar,

A dhe B le 8 mos jené ngjarje disjunkie.
Do & marrim A={E, .5, .E_...E _} komse B={E . _E _E . _E __} Prodhimiiketyre dy
ngiareve Bsthug AB={E, ., E_}. vurse shuma e tyre AUB={E, , . E E_...E_.E_ .E_}

Sipas pérkufizimit (1), pir gjaséin e shumis cf ngjarjeve A dhe B fitohet:
PlAuB)mp +o4p +p_totp_+p totP =
=(o, +rp, 4o, vk o, tern o Hetp )R +erp )=
=P{A)+P(B)-FiAB).
b Njit basketbollist bén dy hodhje 12 lira, Megjithaté jang & mundshme k8o ngjarje elementarg;
£ : kosh né hudhjen e paré dhe kosh n hudbpen e dyte;
E; kosh né hudhjen e pard dhe déshtim ng hudhjen e dyid;

E,: déshtim né hudhpen ¢ parg dhe kosh ng hudhjen e dyté;
E,! déshiim nd hudlpen ¢ paré dhe déshtim ng hudhjen e dyed.

Gjasat ¢ ngjureve elementare jang kito: AE ) =049, AL )= RE) = 0,21 dhe AE) = 0,09 T¢ caktohet gjasa ¢
kéfyre ngjorfeve

A logtart do i jep kosh 2 hodbien @ pane:

B lojeart do 1 jep kosh n hudhjen e dyté;

C* lojiari do t jep kosh ne 1# dy hudhjet;

L2 tojtari do i@ jep kosh 8 pakign n€ npéirén prej hsdhpeve,

Egitdhfe:

Ngjarjet A dhe B mund & paragiten i A = (£, £}, kurse 8= {E _ E | Prej kétu, ptr glasén e tyre fitohet:
Pdy=p +p,=049+021=07,
PB)=p, + p,= 049+ 02107,

PC)=ME,)=0,49.
Mgjann £ do & paragited n#se asrbel kosh vetdm s hudhjen e part oze vetdm né i dytén ose né té dy hudhjet

dmth D =AUR, TE vérejmé se ngjarjet A dhe B auk pirjashiohen, pasi
AB={E} # 2. Prej kitu, duke e shiryi@zoar veting 6, pér glasin e L2 fitohet kjo:
PO = PIAUR)Y= P(A) + P(B) — P(AB)=0,7+0,7-0,49 =091,

@ Cokto giasén 2 ngparjes [ drejipérdrejt, pa e shiryrézuar veting 6,

i |




C [k b2 shgyricimé npé rast 8 vecants & glasds paraprakishi & perkufizuar,
Leté jere Q= (E,E .. .E | bushkesi e dhéne prej ngjarjeve elementare dbe le 12 jeni & giitha ko
ngjarje ekementare (€ cilat kang gjasa té barabarta 18 puragiten, d.m th p = s pir el 28

Prej kushilt g+ g, + ...+ B, = L vijon se p, L cermin 7o 1.2, 000 Prej ko, vt A={E E ...E}
n
Bhid ngjarje e dhen, pir gjasen e saf fitohel nése
P{Ji}:pl ol L R, BT =l+l+m+l=£_
i : oom_~n fmoom
e —
i harm

Mbai mend!

Lzt jeté {3 = [E...E‘,.,....E_}mmfemgﬁﬂpqw”ammwuﬁﬂpﬁm
ka giase (2 paragitct, dmith AE)= , f=1.2,.., n Nésc 4 E:ht!:ngjarjaemﬂituﬂli:hjamampdmlﬁn
e dhéné ot i cilin pérmbehen & ngjarje clementare, atéheré gjasa e ngjarjes 4 pércakioher me:

F{A]m%.

Ky ishté | njohor si pénkofizimr ek | gjasés.

TE vérejme s 7 Eshté numri i prgjithshem i ngjarjeve elementare, d.moth. numr i 2lementeve ng £ Do @ shenojme
A= 143 |. Cdo ngjarge elementare mund (8 interpretojme si . rost i@ mundshem™ né lidhje me eksperimentin & dhing.
Nga ann e, & Eshig numm i nglarjeve elementore 1€ cilét pérmbahen o ngjarjen A, dm.th, £=1 4 | dhe cdo
ngjorje elementire A do o interpretojme i, rast 2 volitshém™ pér paragitien e ngjares A. Né pajtim me pérkufizimin
Elasik, giwsn ¢ ngirjes s& rastil 18 dhéng A Sshié ¢ barabartd me herésin prej nomrit 8 asteve @ volitshme pér
paragijen e ngjarjes A dhe numrit @ glitha rasteve 8 mundshme pér eksperimentin = dhéng, dam.dh

P(A)="2.
€21
D Té caktohet giasa gjaté hochjes 58 zant g@ @ fiohet numdr gift.

Agfidhye:
Nése eksperimenti Etht® hudhja e zarit, bashkésia e ngjarjeve elementare 2= (£ E E E E FE | ko B #shé
ngjarja: paragitel numi £, i= 1, 1,.... 6. Ngjarjo A: paragitja e mumsit gift mund 18 pérshkruhet me 4 = (£ E
E,}. DomethEné, numn | mundésive & volitlshme pér paragitjen ¢ ngfarjes A Eshié 3, kurse numri i pérgjithshém i
miundEsive gjaE realizimit 8 ekaperimentil Eshié 6. Pre) k8, sipas pErkufizimit klasik 8 gjasis, pér gjasén e
ngjarjes A fitohet:

_3_
F{A}-E—u.ﬁ.

D ME kot ko 3 topa t8 bardhE dhe & topa (& . Prej kutis® 18 nximen dy topa menjéhere. Té caktohet gjasa ashiu
Qi 18 dy opat & nxjerrs 2 jend @ bandhi,

sl



Sgpidbge;
W E shitnojmi ngjarjen A jani i wrheque dy topa 1@ bardhit. Numrd i rasteve & mundshme 1# eksperimentit , d.m,th

. 13
numn | pérgjithshem | ngpareve clementare tshid E;:{ J: 36, kurse pumrl 1 volitshEm | mund@sve g &
2
;|3
paragitet ngjarjat A jant C; =[2 ): 10, Domethitng, gjasa pr paragitjen ¢ nggarjes A sshig

14
PlA)= —=(,2778.
{ ]t}&ﬂ

b ME m& sapérmarre ka pasur 1K) @& ponsear. Preg tyre 40 flasio gjuhén angleze, M flasin gjuhdn frenge, kurse
15§ Masin @ dy ppubés. Rec@sish zgjedhet njé person. TE caktohel gjas e kéyre ngjareve:

B: persom flet vettm guhin frenge: C? persomi flet vetém gjohEn angleze;
£ persond | zgjedhur @ pakién flen njg gluhi; E persont 1 rgiedhur nuk fet asnpé giube,
S irdhfe:
I Do 0'i shEnpyme kéto ngarje:
A: personi @ zgjedhur flet anglish; #% personi | zgjedhur flet gjuhs frenge.
Prej kushieve i& detyrés mund 1@ caktohet se P{A}=% =04 P(F)= T%DK] =03 dhe

15
P(AF }= o =(),15. Pér cakiimin ¢ gjasts a& ngjarjes B #shté ¢ nevojshme & caktoher nomd i atyre g& dijng

vl frengjisht, Al numir do 18 firobet Koar prey numnt & atvre g fasin frengjish sbritet nomri i aivee g@ i flasin &y

gjuhE, Kishiu, momr | atyre g2 dijng vetdm frengjisht 8sheé 30— 15 =15, Prej ki, p E}: % =), 15, ME ményre

analoge, numei | atyre g¢ dijng vetdm anglisht &shie 40-15=25, pra P(C)= ﬁﬂlﬁ- Ngiaria £2 mund o

paragitet st D=AUF  pra duke ¢ shfrvigzuar veting 6, fitoher:
PIDy=PAUF )= P(A)+PIF}-Fl{AF 1= 04+03-0]15=055.

M fund, 1€ vércjmé se E = D, pra duke ¢ shfrvigzaar veting 5, ftojms

PE)=1-P(D)=1-1,,55=0,45,
Detyra.
@ MNE sislem pér rbulimin e tymil ¥ ajér pérmban dy insirumenie A dbe B, Nése ka tvm, atgherd instrumenti,
A 2 ehulon me gjasg 0,95, instrument & me giose 0,98, kurse o dy instrumeniet s bashku me gjase 0,94,
TE cakiohel gjasa e kityre ngjarjeve:
08 pakiEn njé mstrument de g sbulon praming & tymit né g
£ asnjén instrument ek do ta shulon praning ¢ tymit ng ajér.
@:I Faqget e njé tetraedri jane 1 nomiroara me aumrat 1,23 dhe 4, Tetraedd hudhet né sipérfagen & rafshet
i vErehet ajo fage e cila shirbet nf sipérfage. Gjaté krverjes sé eksperimentin. gdo Tage paragitet me glrasé
proporcionalisht me numrin & saj. TE caktohet gjasa d kityne ngjarpeve:
A Bshie paragitur numr mé i vogeél se 3; B #sha paragitur numer gift.

o




(3) Té caktober giusa gjatd hudhjes 1 njgkohésishme 1 dy zareve ashtu g t fitohet shuma 110,

@ Jané dhént § segmente me gjatési prej 2.3.4.7.9 centimerra. TE cakioher gjasa prej tne segmenteve rastésisht &
rgjedhur qf o mund # konstruktchet rekéndish,
() Ne wjié Loto ka 100 Nleté Joto 1 numénsars me nummt prej | deri mé 100, Jané fituar kéto letra té lotos
numes g plotEpjesEtohen edhe me 4 edhe me 5. 5o bahié pjasa ¢ kétyre ngjarjeve;
Ap gja® blerjes s# nj@ loto do @ fwoher & gElluar;
P rjaté blerjes 32 dy lotove do & fitobet 1 paktén njE e gélluar.

':E M2 person ka bleré 7 llamba prej 40 W, 5 llamba prej &0 W dhe 3 lamba prej 100 W Pér rruge 1 jané thyer tre
tree Hamba, Sa Eshig giusa s2 lambat ¢ thyera kang gjithsej 180 W7

o

B Meése bushk¥sia e ngparjeve elementase L = (£, B, E } dhe AE)= l/n pbrgdo f= 1, 2...., #, atsherd glasa
e ngarpes 8 rastil A e cila pErmaban & nglane elementare pércaktobet me A A= 0
B Nese A dhe & jant ngjarje disjunkee, sishers A4 + B = AA) + A B).

ﬁ | Shpeshheré ndodh gf gjasa p#r poragitien e nj® ngjage @ varet prej asaj se & do 8 parsgitet ose jo ngjare Getér.
| T'i shgwringm¥ Efto nEjarje:
Az do 2 e shi; B pigicd kare
Eshi# e garvé ¢ gjusa pér paragitjon € ngjare. . varet prej asaj a do @ paragitet ose jo ngjarja & Pérkaesish,
informnta sc dshité pargitur ngjage 2, ¢ zmod'.on gjasén ¢ paragities =& ngjarjes 4. Prandaj, paragitel nevoja pér
perkufizimin e 1@ achiequajturés giase kushtore, Cilgsa kushiore ¢ ngjarjes A me kusht 8 Sshid giacs
paragitet nggags A, nEse paragitet nggarja B Ke giasé do te shEnojme me A A | 5.

8 Motivi pkr ate se si t& perkufizobes gjasn kushiorg vien prej frebusnces relative sl mast pés mundiésité e paragitjes &
ngjurjes s¢ caktunr, Pérkutesisht, le tf behen o eksperimente te 12 cilitt mund 12 paragiten ngjarjer A dbe B, Le & jet@
A &) numri i eksperimenteve te 18 cilét dihié parsgitur ngjarja &, kurse o AH) EshiE numn | eksperimenteve te 1@

cilét #shi# paragitur ngjarja 48, Authers En[[—ﬂﬂj}} Eshug relative dendiin ¢ paragities 58 ngjarjes A nése Echig
paragitur ngjarja & Fitojme,
BiAB)
":?;}-: r h = T;;} ku AR éshie giasa ¢ prodhimit & ngjareve A dhe B
fn




Mbay mend!

Cijasa knshtore e ngjarjes A4 me kushe B (nsse P{8)>0) perkufizohet me:
P{AB)

r(8)’

kurse gjasa kushtore ¢ ngjarhes 5 me kusht A (nése P41 > 0) me

F(B14)= j:;'-‘[_{‘:ﬂjl

PAIR)=

I} Eksperimenti perbéhet me hudhjen e zarit, T caktohel giass se sshi@ paraginer numiér gifl, nése dihel se &shié
paragitur namer | cili #5heé mé | vogél ose | baraburid me 4.
Zofidhfe:
T'i shidnogme ke mgjarge:
A: Eshté paragitur numer §ift; B Bshif parugitor numér ml § vogél ose | barabré me 4,

NE kite rast. ngjarjes A8 do f thoti se sshié paraqitor numer ¢ift § cili Sxhié mi s& shumt 4. Gjasa o ngjarjeve & dhe
Al Esh:

P(8)=

=

2
=—i F H‘E B
% p(an)

ME fund, gjass P{A|HB) sipas pérkufizimit pér gjass kushione, di o8 jes:

|
F{HIE}=PF[;B}}=%
3

L]
%
= Prej formulave i glasEs kushiore mund & shprehet gjasa pér prodhimin e dy ngjarjeve.

Mba) mend!
P(AB)=FP(A)F(BIA)=F(B)P(AIB).

b M mé kuti ka 4 topa 1€ hardhé dhe 3 topa t¢ zi. Prej kutisé jant nxjerré dy topa njéri pas tjetnit, pa ¢ kéthyer prapa
né kuti. Té cakrober grasa se 12 dy wopal & nxjerrura jané & bardhé.
egridie:
T3 shénojmeé ngjarget
AI: ol rhegjen e pant Eshui fimar wp | bardhd, A, ng Erhegien e dylE Sshig fituar top i bardhi,

E krkojmé gjisén e ngjarjes A A Sipas vetisé paraprke kemise P(A4 A J=F(A }P(A4, 1 A ). Poashtu,
_4 31 : _ _ ' i
F{-"’ﬁ_}—:~ kurse giusa P[4, IA,}=E=E. pasi nése nxirret top i bardh né térhegjen e pard, ng kuti ngelin &

topa prej 18 ciléve 3 jang & bardhé, shers, P(AA J=P(A )P(A, 14 )=

wl |

b | =
w4 | k3

186




Formula pér gjasén ¢ prodhimit i dy ngjarjeve mund o pérgjithésohet pér glarsdo numéEr & ngjarjesh me ket
miykinm:

POAAA)P(A)P(AIAR(A|

Cliykimin do a vEmemjme me induksionin matematik.
Per m= 2, ficimé A4 A)=AA) AALA), gf vijon drejiplrdrejt prej pérkufizimii bashior.
Té supozojmi se givkimi vien pér £ =n-1.
Per & = i fitojme:
AAA..A A)=HRAA..A ) A)

{ sipas perkufizimit) =fAAA..A_ ) RA | AAA)
duke rhatuar suporimin induktiv péie A A, ... A_ ) fitohet se:

RAA. A)=HA) RAA) RATAAY . BA VA - AA) RA LA A

T e o e

@ MNE njE bouti ka 4 topa i bardhé dhe 3 topn 18 ri. Lojian térheq nga njé top prej kutisg, pa e kEthyer propa né kuti
pér der sa nuk nxjers (op E bardhd, T cakiohet giasa s al do @ nxjers sakidisht 4 hers,

Vdrafe menyrén f¢ zgfidhia:
Lojuan do i t8rheq saki@sishi 4 heré, nése nét 3 pErpiekjet térheq top bé 71, karse nit pérpjekjon o katérig top t¢ bardhE.
Mise A gshid ngjarje se lojiari do t8 térheq top t& bardhé nétérhegjen iod=1,2, 3,3 pefhers o kérkojmé gjasén e

ngfares A A, A, A, Sipas vetisé paraprake, kemi;
PAAAA)=P(R)P(AIA)P(RIT A )P(A11 4 4)
Poashtu, P{ A }=g. Nese ok tirhedqien ¢ paré Bshié térhequr top § 20, wieheré ni kuti bind neelur 4 topa # 2 pref
gitthsej B topave, pra
e
(A, I&1=E=%-
Nisse né dy tErhegjet e para jané fituar dy topa té i, né kuti do o kei# 3 topa t8 zi prej gjithsej 7 topave, pra
P(A1AA)=2,

dhe né fund, pas 3 térheqjeve 8 iopave 68 zi, ng kuti ka 2 topa t8 zi dhe 4 topa 1€ bardhé, pra

T b
P{%|ﬁ=ﬂ:%}=g=§
- 5132 5
Kitshtu, FH’&""""']:E'E'?E:Ezn'm%




-E B Por ngjarjen A themi se &shié e pavarur prej ngjarjes B, nése AAIS = AA) Kjo do t2 thoté se, paragitja
& nggarjes & nuk e ndryshon gjasén i paragitet ngjarga A.
B Nése ngjargn A E<hig e pavarur prej ngjarjes B, atéheré kemi
PlaB) PlAIB)P(B) FP(A)P(B
P(4) Pa) - Fl4)
kurse kjo do t thoté se ngjarja B Eshig ¢ pavarur prej ngjarjes A, Atgher® pr A4 dhe B them) se jani ngyarge i&
pavarura. WE kEte rast,

P{AR) = P(A|BYWPE) = PAVF(81L
Annselltos, ndse barasaa @ Tundit vien, aches
P(AB) P(A)F(B)

P{Bl1A)= =FP(8),

P(a)  P(4)
pra A dhe # jané ngjarje 1€ pavirura, Me két# Exhié vénerar kjo teorem:

I Ni disa raste pavarésia mund & vErehet prej vet kushieve i detyeés. PEr shembull, nfse hodhen dy zare dhe vérehen
mgjarjet

A: te zari | paré #shté paragiiur numn gjashté,

B: te zari i dyté #shi® paragiiur numei pesé,
atiherd Eshid e qarté se A dbe B jand ngjarie @ paverura, pase mundisia @ njérés nuk ndikon né mondésine ¢ zarit eter.
Por, né disa raste Sshiié e domosdoshme @ koatrollobet kushti pér pavarési nga teorema e fundit.

Prej shpilit me 52 letra Eshté térhequr njé lew@e ™1 shgyrojmé kéto ngjarje:
] A: gshig terhequr leter b2 e cila dshié numn pesé; B letra e wrhequr éshité mo gjeth.
Provo ngjajet A dhe B a jani i pavarrad.
Shibe rgiidbjen:
4 1 13 _1 Ha e

B P(A)=s=m P(B)=g=q.  P(AB)=o=rp=P(a)-1(6)

Daomethéng, kushti pér pavarés gshi@ | plotésuar, pra A dbe & jang ngjurje @ pavaror, edhe pse intuitvisht ajo nek
shihet ashiu indérmjet letrave me shenjé gjeth ka peséshe dhe ndénmjet kotér pesésheve ka pesé grethe),
¥y shenjtar n# nj shnjestir pavargsisht njiér prej etrit. Gjasa e i parit ta g&llon shénjesingin &g 0.7, kurse
i dyti 0,9, T cakiohet gjasa se shénjestra do t# gillohet 2 paktén njé heri.

Zgfiahje:
W I shéncjmé ngjarjet
A; shenjiar i poré & ka gi#lluar shénjesirén, B shenjian i dvié e ka gelluar shénjesirén.




Prej kushtit t8 detyris éshié e gani se A dhe £ jane ngjane t2 pavarums pas 1 dy shenjuarét gjuajnit pavarésisht njer:
prej Getrit, Poashtu, A .A) = 0.7, korse A H) = (L9, E kérkojmé gjasén e ngjarjes AU 8. Fiuojma:

F{AUH}=F‘{A}+ F{H]—-F{.!B]n
=P{A)+ P(B)-F(A)P(H)=
=0,7+0,9-0,7-0,9=0,97.
Per ngjarjet A dhe B, prej detyris 4, konstatuam se janit t# pavarura . Prove prvarésind ¢ gifteve i ngjarjeve
Adhn.ﬁ A dhe B siedhe A dhe B,

Sgprdhje:
1 I3 1

4
i ils 4 PiA)= — = — dhe P(B)=—=—.
1 Prej detyriés 4 kemi se PA) T L) T

Magjara AR paraget se 2@ @rhegqur letdr me nomrin 5 e cila nuk Ehig gjeth, Ekzistojot 3 mundesi 6

vodilshme pér KERE ngjarje, pra
P[a_j_%_iz-%_rmjr[']

Domethént. A dhe B JanE nggidpe B povarnra.
Pirkattsisht, A B Bshié ngjarje: éshiE térhequr letér me shenjén gieth 1 1 cilén nume BshiE | ndryshueshém prej 5.
Ko |2 mundéki 8 volitshme pér ki ngjaje. Prej ki,

12 a1
=—=="=_= 8
p(aB)=_ =17 =P(A)r(e).
d.nuth. edhe ngjarjer A dhe B janE 6 pavarara.
NE fiind, AR &shid ngjarje: éshié térhequr letér e cila nuk shi peseshe dhe nuk éshie gieth, Mundési & volitshime

ka 36_ pra P(AF)=2=L . =P(A)P(E).

Prej kiity, edbie A dhe B jané ngjare 18 pavirra.
D ta wirtetofime sakiésing @ kisaj leorems:

VErtetim. Nése A dhe B jane ngjarje ¢ pavarura, atéhere AAH = AA)AH). Tani,
A=Afi= A(B+B)= AB + AR,
pra pér gjasen ¢ A fitohet;
P(A)=PiAB)+ P{AB).
Prej supozimit t& ngjarjeve 1 pavarérura A dhe & kemi:
PlA}= P(AIP(B)+ PiAB). pra
P{AB) = P{A)— P{AYP(E) = PLAKL = P{B)) = P{AYPLE),
pasi | = P(B) EstvE giasa e ngiarjes sé kundérie 1& B, Prej barusisé s fundit perfundojmé:



se Adhe B jank ngjarpe t& pavarura. Povarshméria ¢ A dhe B vipon pér=hkak i€ simetnis, kurse pavarshména & A dhe
E Eshité pasopd pre| pavarshmiriss & dy gifteve tf ngjarjeve poraprake., {Verneio giykimin e sipirm iy

c Koncepti pér pavarshmiri 2 ngjageve mund & pérgjithésohet pér mé shum e dy ngjarje,

Mba) mend!

Ngjarjet A, A...., A, jané f& pavarurs né térési, ngse per glarsdo & (2 < &S m) dhe pér glarido zgjedhje
i indeksave £ < L< ... < vien

P(AA-.A )=P(A )P(A, )-P(A )

Dometheng, nigse A, A, -... A jant ngjarje & pavarura, attherd pér gjasén ¢ prodhimic i tyre fitohet se eshte
prodiim i glasave tf ngjarpeve i€ veganta, dom.th.

F"[.-ll .d: S B o HAI}HE:}.--PI:A"}.
NEé minyri & ngjashme. sikurse edhe pér dy ngjarjet regobet se nése jane ¢ pavarum ngjaget A, A...., &,

8,....ateherd i pavarura jané edhe ngjaget A, A, . BB,

N& & Kuth ka & topa & bardhé dhe 2 topa 12 21, Lojurd déitheq njé wop, @ sheh ngjyria e tj dhe e kisthen w2 kuei,
Té cakiohel gjasa se fop 1 bardhE do @ ticheg pér herd (& paré nf efmegjen ¢ Ruténi.

Shike zeiidhjen!

Le @ et A se né 1ethesgjen § Eshié fivar lop | bandhe, /= 1,2,... Pasi pér pdo webeqie, g 1 Etheque kéthehet né
kuti, misndesia e gde titheqje nuk varel pre| mundésisi o tirheqjeve paraprake, dmath. ngjaget 4 7=12__ jané
8 pavarura, Poashiy, AA)=6/8 = 34, kurse P(A )=1/4 piri=1,2, 3, Prej kétu,

PALAA)=P(A)P(4)P(A)P(A)=1 775 -

Detyra:
@ Prej bashkésist S= [1.2,..., 20} nf ményre tf mstésishme zgjedhet nj numer, T caktobet giasa se oamri i
igrhegur dshie cift, nése dihet sedshié 1 ploépjesétoeshém me3,

@ Gijasn & nj& shenjior @ géllon shénjesdtrén né gjoajijen e poré Sshté 253, Mise & géllon shinjestrin né pérpjekjen
e part, ku 18 drgjié ng pérpjekjen e dviid Giass gé @ gillon shenjesuén o i@ dy pErpjekiet Eshig (L3, TE cakrohet
gjasa ta géllon shénjestrén né pérpjekjen e dyii, nése fiton 1E drejté pér pécplekjen & dyis.

@ Nje parapogues & ka haruar shifrén e fandat & nomeit & elefon & mikut i@ w) dhe e kKa sggedhur rastésishi,

n) T# cakiohes giasa se do 1a géllon né pérpjekjen e treté.
by Te cakrohet gpasa o nigjie, nése ¢ din s shifrén i cilén e ka haroar dshi numér gift.

=L




() Ne etra t veganta jant shiriar shkronjat B A. A, A, 1L M, M, T, T, K, Letrit pérzihen, kurse
pastaj tErhiget njé nga njg dhe rmdhiten sipos radhitjes sé térhegjes.
Te cakiohet giasa per t fituar fjala MATEMATIKA.

@ M fpl kuts ka4 topa 18 bardhé dhe 3 topa 1€ gjelbtr. Lojtarés A dhe 8 térhegin pavarésisht nga mjé
top. Fiton @i i cili o pars do 1€ #rheq top & bardhé. TE cakiohet gjasa qé o ficon lojuor A, nése topat & échegur
e s kitheben ng kut,
@ Ta shqyrtofmé Iojén ¢ njtjte sikurse o deryra 5. TE cakvohet ghasa @ fon lojtar
B mé s& shumti pas 3 térhegjeve té tija. nise pad gdo tirhegie, topd | tirhegur kEthehel
e kuts,

Kujtohu!

Mgjarget A dhe 5 jand & pavarura nése dhe vetém nése FBLAS = A A)H 8),
Ngjarjet A, A,,..., A _janE # povarora né térési, nése pbr glartdo & (2 <€ & £ ) dhe pér farido rgjedhje @
indeksave I < 1< ... <f vien

P(AA A )=P(A }P(A, )0 (4,)

Koncep | ndryshores s8 rasiic éshed nj@n prej koncepleve themelore né feonné ¢ gpaseés, Shpeshheré ndodh gé
gdo ngjarjeje elementare E £ £2 11 shog@rohet edhe ndonjé numér X (E, Je K.
e disa shembug:
1 > Nitse eksperimenti ¢shie hudhja ¢ zasie, awheré 2= (E, E,, £, E,. E,, E,}, ku ngjarja clementare 5, paraget
¢ NE anén ¢ sipérme 1 2ol W paragiten § pika. NE lidhje me ks ekspeniment mund & shoyrtobet funksiond
A prej bashkésisé s& ngjarjeve elementare {3 né bashkEsing ¢ numrave realé B, € dhénd me ATE) = 1 7=1, 2, 3,
4. 5, 6. Ky funksion mund v pirshkrshet < numér | pskave 1€ paragitura né angn e sipérme t& zarit, Funksicni X do t
pranon vlera prej bashkisise R, ={1.2,3,4,5.6} dhe gdonjéra prej vierave do ta pranon me gjask 1 caktuar ¢ cila
varet prej giasiés o mundisive clementare, Péckatésht,
AX=1}=RE =1/ pirgdo i=1,2,34,56

A

Ekspenimenti le té jete hudhja e dy monedhave. Atgheré £l = (£ E E E | lku E=koka, koka), £ = (koka,

stemi ), Ej= {stemun, koka) dhe £ = (stema, stema), Te gjithe ngjarjer alemeniare jand @ harabarta me gjasé,
danth, AE)= 114, 7=1,2, 3, 4. Tashqynojmé funksionin ¥ i cili paraget numér 1# kokave t paraginera @ dy
monedhave. Funksioni ¥ do t2 pranon vlera prej bashkisisé B = {0, 1, 2}, kurse gjnsat me € cilat do t'i pranon azo
vlera varen proj giasave ¥ ngiarjeve elementare. Kdshin,

PiY=0}=FE,) =14, P{¥=1}=P[E,E)=14+14=112, P{¥=2} = P(E }= 114,



@ Faget ¢ njé tetroedri homogjen jané # numénera me pumrat 1, 2, 3, 4, Ekspeniments géndron né dy hodhje (€

tetraedrit né sipérfagen & rrafshit, ku shihet fogeja me (€ cilén tetragdn shinhet né sipérfagen e rrafshét, Bashkisia
g nigjarjeve elementare gshid £ = {(x, v} | x, ve {1, 2, 3, 4]}, Poashte, t& githa ngjarjet elementane (X, ¥ jand (& me
giasé tf barabarté, dmoth. Ax, ¥ = 116, pirgdo (x, ¥ & L Ta shgyriojm funksionin & - shums e numrave (8
fituar gjaté hudhjes s tetraedrit. Funksioni £dot& pranon viera preg bashkésisé & ,= {2, 3,4, 5, &, 7. KL, kurse gjasat
pirkatise me 1€ cilat do t'i pranon mo viers pércaktoben ng KEWE mitnyri,;

P{Z =2} =PI1, 1)) = 1/16
P{Z=3} = Pi(1,2), (2. 1)} =216

P{Z= 4} = P{(1,3), (2, 2), (3, 1)} =3/16
P{Z=5}=P{(1,4),(2, 31 (3,20, (4, 1)} =4/16
PiZ=06}=P{(2,4),(3,3), (4, 21 =316

PIZ =T} =P{(3,4) (4, 3}} =216
P{Z=8B}=P{(4,4)} = /16

ME ketd menyre me shogérmin ¢ nuwmel pér qdo ngjarje elementare koastruktober funksion | perkufizuar ng bashkésing
& ngjarjeve slementare, Al funksion privon vlerm me giasé B cakiuar @ cild vaser prij gjasave (& ngjarjeve elementare.
Prandaj, funksionet ¢ tilla do ) quajmé paryshore 18 rastésishme.

Mbaj mend!

neale [,

Bashkésia e vierive 18 nje ndryshore @ rasiésishme Xeshie pdénbashkési prej B dhe ajo mund @ jei e fundshme,

& pafunidshme & nunsirueshme ose @ pafundshme & panuméneshme,

Mise hashksia e vierave 8 X dshtd ¢ fundshme ose ¢ pafundshme, atdherd themi se adryshorja e rastesishme X
Eshié e mipir diskrer ose pdryshore e rastésishme diskrete.

MEse, tai, bashkssi e vierave 1@ Xechté e pafundshme e panumérocshime, atéheré Xéshié ndryshore ¢ rastiésishme

1€ pipit 18 vifueshém absofut

Deri mé tond ndryshoret & mastsizhme 18 shqyriuara jang vhera 1€ ndryshores 18 rastésishome diskrete,

Mibryshore t# rast¥sichime t2 tipit diskret me vlern te hashkBsise o nomemeshme jané, pér shemball, numri @ dhjeve
LE zarit pér den sa nuk fitohet numn 5, nomn 1 prodiimeve @ kontrolluars fmobes prodhim defekn (ngse gdir prodhim
i kontrofluar kithehet né magaze), ef.

¢ Mdryshore 1 rasfissizhme 12 tipit @ vijueshém absolur jané, pés shembull, lartdaia e personit rastésisht t8 ggjedhur
prej prupil B njerézve 8 dhing, koba o punés & pandérprers né njé making, sasio e shegril né njé mollé .
K do it ndalem verlém né ndryshoret ¢ rasiBsishme o tipit diskreg me vlera t# bashkisise s fundshme. N¢ tekstin
& mé tutjeshEm,. me fermin pdryshore fé rasiésishme diskrere do I& nénkuprojme pik&rishi
ndryvsfore (& rastésishme me viera (€ bashkésisé & fundshme,




Hb,d'f -mend!

Niryshorja & sasiesishme X éshué e tprt diskret (ose ndryshore e rastésishme diskrete), nese
pranon viers prej bashkcuse s@ fundshme &= {x, x,... x} dhe poash gjasa X'té pranon viera preg
komplementit 12 K, éshie O, dmah P{X & B\R, }»(. Me fjalé i tera, ndryshorja ¢ rastésishme X nuk
mund 1 pranon viera prej bashkiésis® B\ R, me gasé jorero,
Mﬂr_ydirjl-!' rastEsihme prej tpat diskret eshibd ﬂl':lﬂ!i-iui:ll'u pércaktaoar Il't"r&rﬂ?thl'iﬂﬁiiﬂ-'fj tﬁ.:gm
pérkatdse:
HAX=x}=p, (=112 .. 5

Poashiu, giasat g, patjetér duhet 1'i plotésojné kéto kushee:

L P s e IS,

L prpt.vp=L

0 MNE ke ményre, me vieran e bashkEsic? 18 cilat i pranon ndryshorga ¢ rastésishme X dhe gjasar pérkatése, themi se
Eshte dhénd Moy 7 shpérdaries w X

! Mise X pranon pak viera, ptEherd | zakonshem Esht® ligji § shpérdarjes 1@ paragiter nd mbeld, ku né meshtin e paré
qéndrojm vierat e ndryshoses, kurse nf meshiin e dyté gasat perkatése. Keshiu, ligpet e shptrdarjes i ndryshoreve i
rastit X, ¥ dhe 2 t8 phreakivar nga shembujt |, 2 dhe 3 mund t# parngiten nE kBt ményrs:

. ]":[ ; ; ? ]
/4 12 1/4

f2 3 4 § 6 7T 8
11416 26 36 4016 3f16 216 116 |

fA 2 3 4 5 b
e 146 16 e 16 16

VEren se shuma e gasave ng gdonjérin prej & ire msteve Edhié ¢ barabané me 1,

Eksperimenti ke of jet hudhja ¢ monedhes, Té pérshkruhet ndryshorja ¢ rastit X — numri i kokave 2

paragitur rt andn e siptrme @ monedhits

Zgjidhje:
' Bashkésia e ngjarjeve elementure péir kété eksperiment 8shig L2 = {EE]' ku F Bhig ngiarje elementare , paragitja
e kokes™, kurse F -, paragitia e stemis”, Norydoria e rastit X do i@ pranon viera prej bashkssiss R.={0, 1} dhe

P{X =0}= PE}=%‘ Pix =1}= F{E}=%.
Domethééng
| o |
{ 1/2 1#2]’
Mdryshorja e rastit e kétille quhet fadikarer / qgrages £ e cila né rastin konkret paraget paragitjen e kokts.

EN




Né rastin & pérgjithshEm, le sksperimenti le 12 vErehet a do 1 paragitet ose nuk do té paragitet ngjarja e dhéng A dhe
le té jete AA) = p Ndryshorja e rastit [, e cila 8shté pSrcakinar me:

{2 )

ku g=l-p quher indikator i ngjarjes A

C Mbai mend!

Neése I" Eshié nénbashkiisi prej bashkesisé st nummave realé B, atthere P{X e T }ishee shuma e & githa
gjsave o =P{X =x}, pérégiithé g el

@ Tre shenjtar giaajnd né njt shénjestér pavanésisht njen prej tetrit. | pari e gélion shénjestrén me gjasé 0.6, 1 dyti
me grase (1,3, kurse 1 treti me 0.8, TE cuktohet:
a) ligp @ shpérdarjes té ndryshores s8 rastut X — nomn i 62 géllaarit & shénjestres;
by Al < X<53).
Zgiidlfe:
u) Do ' shenajmé ngjarjet A: { shenjior e kn gélluar shénjestrén, f= 1. 2, 3. Prej kushteve 12 detyrés, ngjarjet A,
A, dhe A jank (£ pavarurmdhe AA ) =00, AA ) = 0.5 dhe AA,) = 0,8, Ndryshorja € rastit. X de 18 pranon viern
prej bashkésise & = {(, 1, 2, 3}. Poashtu, ngjorja {.X' = 0} poraget i gjithié shenjrorét ¢ & kané dishiuar g&llimin,
ngjarga {X = 1} pamget se sakigsisht njE shenjtor & ka gélluar shénjestrén e, Pér gjasat pérkatése fohet;

po=P{X =0}=P(A A, A )=P(A4)F(4)P{A,)=04.05.0,2=04.
p=P{X=1}=P(A LA +AAA+AALA)=0,6-0,502+0,4.0,50,2+0,4.0,5 0,8=0,26,
Po=P{X =2}=P(AAA+AALA+AAA)=06-0,502+0,6-0,50,8+0,4-0,5 0,8 =0,46,
g, =P{X =3}=P[A4 A, A )=0,6-0,5-08=0,24
[0 1 2 3 ]
004 0,26 046 0,24
B P{l<XS3)=p+ po= 046+ 024 =0,7.

CroemethiEns:

Cakro shpérdarjen o ndryshores 5@ rastit X nga detyra paraprake, nése (8 gjithé shenjtorét e gillojné me gjass
pil<p<l)
Zejidhje:

Nise nit zgjidhjen ¢ deryrés paraprake véndohet A A ) = p, kurse P{I}= l=p=gq, =1, 2, 3, fitchet kjo

@




p=P{E=0}=P(AA4)=q.
o =P{X =1}=P(A A A+AAA+ALA )=3pg’ =Cipq’,
p=P{X =1}=P(A A, A+ AAA +AAA )=3p'g=Cip'g,
p=P{X =3}=P(A A A)=p".

Shkurtimisht, ki giass mund o shkmhen ne formén:
p=Cip'g. i=0123

Per nidryshoren e rastit 1 k&lle X themi se ka shpgrdarje binare me parametra 3 dhe g shkruhet
-'rﬂ_ 'ﬂ:;l F}'

Ta pérgjithBsojmé rexzulltatin paraprak. Le & kryhet seri prej o eksperimenteve (€ pavarur dhe (8 barabarté, Né
gdonjérin prej tyre vérehet paragitia ose jo e ngjarjes A ni sering o eksperimenteve, X pranon vier prej bashkesisé 8
=40, 1, ..., #}. Poashiy

PIX =0}=PAAA.Al=¢", P{X=n}=PlAAA. A)=p"
— — —
Ta cakinjmé PLX = ). pér /=1, 2,
kurse né A —i 18 ardhshmer nuk do & paragitel, dmth. 8, = A4 A_AAAA.A. Pershkak & pavarshmérise s¢

ngjarjeve perfundojme se HH.,." = p g Prej grithsey @ eksperimente, © C, ményrave mund @2 zgjedhen £, né &
cilit do tf paragitet ngjerjo A Prej kS,
P{J{ :I}:-If.":prq"'r. f=01

e f-1o Lot ert B ngjarja né 5 cksperimente do B parsgitel ngjarja A,

N ke ményre Eshtd pércakiuar mdrvshorie & rasissishme e cila ka shpdrdae binomiafe me parumetra 2 dhe o
Shkruajmé X ~ B, g,

Ma shfrytézimin e pérkufizimit pér pavarshmeri 12 dy ngjarjeve 1€ rastésishme, mund 18 pérkufizohet pavirshmenia
C e dy ndrvshoreve i rstl X dhe ¥

Mbar mend!

Ndrysfroret ¢ rastit X dhe ¥ jang 12 pavarura nése per ¢farédo viere x qe i takon vierave t& bashkesisé
X dhe gfarédo vlere ¥ g i takon vierave 1 bashkisise ¥, ngjarjet e rastit {X'=x ) dhe {¥'= ¥} jané t& pavanra.
Feérkatésisht, '

PX=x.¥=y}=P{X=x} P{r=y} percdoxeR, dnegioy cR,.

NE ményrt analoge, me ndihmén e péckufizimit pér pavarshmiri né t#résing e 7 ngjarjeve # rastit, do 1@ pérkufizoyme
pavarshméring e 7 ndryshorve & rastis X, X, .., X

—




Mbaj mend!

e,

oret ¢ rastit Xy, X, Ky X, juné 0 pavarurs, nese péx sfarédo vies £€ Ry, (=120,
nmuu € rastt ﬁﬁﬂ}-ﬁiﬂf} f{ﬂ:.##i jang i pavarurs né Erési, perkatésisht

P{X =2, X, =5, X, =5 )=P{X, =5} P{X, =x }. foﬁ'ﬂ} Pérgdo KER, i=L2.n
Lreryra:
@ Ndryshorja & rasct X &shié dhiné me X =3 2 * :
03 0,2 p IEI,I_
Té caktohet;  a) konstunta f a) PTE < X <3},

@ Ne nj kuti gienden 4 topa 18 shEnuara me numest 1,2,3.4, NE minyrid 18 rastésishme Eshté zgjedhur

Bgd njE wop fpa e kithyer), pérdernsa nuk nxirmed op me numén @k Té cakiohet shpérdoria e ndoyshoreve B
rastit:

A* shuma e numrave 1€ tithequr; ¥ numt i topave 1 Erhequr

@ Njeé njert ka pasur [hdhéise pEr katér celsa, por vetEm npérl preg ryre e hap derén e o) 18 zyrés.
Mperiu ka haroar cili BshE gel@si i virteid, prandaj e ka zgjedhur rasi@sisht. T8 caktohet shpérdarga
e ndryshoces s& rastit X — numei § péeplekjeve den e gjeta @ gelésit @ vireté, nése pas
pdo prove gelEsl jo pérkatés lehee ni njeE e

@ N& tavoling hudhen dy zare. TE cakiohet shpérdarja ¢ ndryshores =8 rustit 7 —shuma e pikave (8 anés &8
sipérme prej dy zoreve.

@ Cijwsn g 18 lingd f&mijé mashkull éshig 0,51, Nese logaritel se gjimia & gdo fémije t@ ardhshme e njé familie nuk
vired prej giinisd (8 paraprakéve, 8 caktobet shpérdarja ¢ ndryshores s rastit X = oumr | #&mijéve
meshikuj né mpE familje katér andtariche.

@ Me pje Fabriki ka 4 making, Gjaté ditiis e para prej tyre mund € prishet me gjasé (0,1, e dyta me gjasé (1,2, giasa
pér prishjen e 12 tretés éshai 0,09, kurse pee 18 kadrign Eshié 0,11, Nese makinat prishen pavarssisht njéra prej
tjotrit, & caktohet shpérdarja ¢ ndryshones 3 rastit X — numel § makinave & prishura gjaté @ dite.

B Cdo ndryshore & rastit X shig plotEsishi ¢ percaktuar me bashkEsing ¢ vienive 18 saji

R.=lx, x,..., 1} dhe vierave pérkaise p= P{X=x], r=12, ... m

0 Indikatori | ngarjes & dhéng A, pér gdo AA) = p, kurse §= |- p, Bt ndryshore e rastit & dhéné me

o1
'
O



Mo heri Sshité e domosdoshme njohuria ¢ shplrdarjes t# ndonj# ndryshore 12 rastit, por mjafion 18 diben disa
karakieristika (parametra) 12 cilat e pershkneajne ate ndryshone (2 mastit, Dhsa prep alyre

A

parameirave jans pritja matematike dhe disperziont | 03 ndryshore if rasiit

0 Le o jeté X ndryshore ¢ rastit e cila pranon viern prej bashkésisgé R = {x, 2., x':l dhe eksperimenti be 8
pérséritet Sy here, Poashiu, f, hert le ¥ paragitet numsi X, , i, herd numii X, efj., 1, herit numrit ;. Mesi aritmetik
| kftyre numrave do t8 et

= _Mmy+nL+. %8I
X, = - -
M
Shprehja e fundit mumsd 1# shkrabet né formen:

x, =%x, +%:,_ +.-.+%‘x

H Y p
Mise A dahtE mjan | madh, atdherd frekuenca relative hl? dho 18 jetd pErafirsichi @ barabarté me gjasén statistike @ gjasts

{XY=x), piri=l 2 ..., &, domiih. % = P{X =x }= p,. Méhert, mesi aritmetik mund tf shkruhet n# formen:

Iy =y + X+ Jr.
Prej ket vien ideja pér perkufizimin ¢ pritjes matematike ose viera mesatare e njé ndryshore 12 rastit nd kg ményr.

Mba) mend!

Misse X gshi ndryshose & rastit me bashkising ¢ vierave B, = {x,, ¥,,..., ¥,} dhe gjasat
p=PX=x} peri= 1,2, ., k atehest pritja matematike (viera mesatare) ¢ X shinchet me EX dhe

o .
EX=xp +xpt. . top

D T& cakiohet pritja matematike & ndryshores 58 rastit X8 dhéng me keté ligj o shpérdarjes « gjasave:

I-I(I 4 5}

Tar ok &
Zgjidije: 01 0.4 0.5

U Bipas formulEs pér caktimin e pritjes matematike kemi se
EX=2-01+4-04+50,5=473,
b Té coktohel prifa matematike ¢ indikaorin & ngja:f!s w dhing A e cila paragites me gasé o

Zgidife:
. 01 ” : ;
Indikatori i ngjarjes A #shté dhing me [, ; : , Pra pér prigjen e tij matematike fitohe
2

EX =0.-g+1 p=p,

T



B Mba; mend!

Pritjn masematike 1 kn kéto veti:
1. Fo=e ku ¢ Eshté ¢farédo konstante.
2. BeX) = cEX
LHX+ N=EX+EY.
4 Nese X dhe ¥ jant ndryshore té rastit & pavaruri, atéhere (XY )= EX - EY.
S, Per konstantet e dbéna .06,  Bo X + X+, 4+ e X) = g BX) + ¢ BX) +. .+ ¢ BX)

b Le té pené A dhe ¥ ndryshore i rastit tf pevarum i dhéna me Ko ligpe 2 shperdarjes:

1 3 5 1 3
X : = Té cakichet prit) iematike X +1F dhe XY
[u,-; 0.3 0,3} 2 [n.s ﬂ,?} P e -

Zgiidhfe.
Per pritjen matematike X dhe ¥ fitojmi:
EX =1-0.4+3-0,34+5:0,3=2.8 dhe E¥ =1-0.3+2-0,7=1L7.
Me shiryiézimin e vetisé 3, fitohet se HXs+ Yi=EX+ E¥Y=214+13=4, porme shiryiézimin e povarshmerisg

s Xdhe ¥dbhe vensi 4, e cakiofmé pritjen malematike
E(XY)=EX E¥ =231,7=4.76.

1 2 1 4 3

il
02 02 02 02 020

|
! C || 4 > Ndrpshorjo e rastit X e e jore dhéing me X :[
ndryshorja ¢ rstit FishiE konsante P{¥ =3} =1. Cakio EXdhe EY.
Khihe zgitdhjen!
FX = 10.242:0,2+3-0,24+4-0,2+5-0,2=3, kume E¥ = 3.1= 3.

Vireve 2 b dy ndryshoret e castil kan# pritje té njejte matematike, edbe pse shpérdana e tyre ndryshen. Pérkagsisht,

netryshorfs @ pare @ rastésishmein pranon pesé viera, kurse e dyta Sshié konstants.
[,
Lﬁ‘_} Nijit tahllo pér pikado $shié ndarg me reathé koncentrik ni zona & cilat kang nga 10,9 dhe 8 poené, Dy lojurg

Adbe £ gjuajné né pikado dhe X e 1@ jeré numri § poenéve i cilet | aming lojtan A, kurse ¥ numn |
i poenéve gf i arrin lojlar 8. Shpérdarja e A" dhe Yeshi dhéing né kée ményre:

0.1 0,3 0.6 0,2 0.1 07

2gfidhfe:

EX a8-01+92-0,3+10:0,6=9,5 dhe E¥ =8-0,249.0,1+10-0,7=9,5

Vireve se 12 dy ndrvshorst e rasiEsishme kang pritie 2 njijic matematike, d.m.th, nomei i pritur | poesgve EshiE
barabarté edhe pér 8 dy lojtarst, edbe pee shpérdarja e dy ndeyshoreve 8 rastit ndeyshon, Nga ana gpetdr, ta
shopriogmé shmangsien e poenéve piej pritjes s fituar matematike

iy

L)
B, }}'{E ? m],Emunumrinu“imm;:mne'ﬂe:EInjtuML‘AdhL‘ﬂ.




EX=EY =595 Mund té vérchet se PLY = 8] < P{¥ = &}, gf thekson perfundimin se te lojtan | dveé mund (2 pritet
numer § madh i 8 gElluprave i zonén me B poeng, kurse me 1€ edhe shmangéje mé o madhe 8 poendve prej pritjes
matematike, & cila EshiE 0.5, se sa shmongéjo te lojlar | pars, 2

Prandaj paragiter nevaoja e futjes sé karakienstikés 58 re g cakiohat prej shmangijeve 18 vierave # njé ndryshore 18
rashit pre) prigges 58 saj matematike. Ajo karakteristikeé qubet disperzioni 1 ndryshores 38 mstt,

Mbay mend!

Nese X' ihte ndryshore ¢ rastit me bashkissing e vierave R =[x, ..., 2.} dhe gasat
p=PX=x),peri= 1. 2, ... k awheré disperzions i X shénohet me DX dhe cakiohet
me barasing:

DX = HX— EXy=(x — EX¥xp + (x,— EXPxp +. .+ (x - EXP p.
E shprehur me fjalg, disperzioni dshiid viera mesatare @ katroréve 1€ shmangijeve & vlerave @ ndryshoreve té rastt
prej prifjes sé sa) matematike.
Me zbérthimin ¢ shprehjes pér caktimin e disperzionit dhe zhatimi i vetive 1€ prities matemasike fitohet kjo:
X= BX? - 2X EX 4 (EXY) = BX7) - 2EX EX + (EXP = EX* - 2{EXY + (EXP = EX7 - (EXYV,
ku EX? caktohet me formulén EX*=x"p +x p, +..+5,"p,.

b Te caliohet disperzioni i ndryshoreve 18 rastit X dhe ¥ prej detyeés 5.
Egfidbfe:
Te detyra 5 caktuam EX'= EY = 9.5, Tani,
EX? =8 01+9 03+10° 0,6 =90T; EY' =8 .02+9 -01+10° 0.7 =919,
Piér disperzionet e & dyv ndrvshoreve 1& rasnt firoher:
DX = EX - (EX)*= 9,7 - 95 =1045; D¥=FY-(EW ‘=909 - 0.5 =065
Fasi, X < D, mund té parfundobet e shpindoss ¢ poenive i@ lojtant @ par dhid mé homogjens se sa shpérdarja
e poenéve 18 fojlark iE dyiE,
Té cakiober disperziond i indikarorit tf ngiarjes A.
Zojidhfa 0 i
" Indikatort i ngjarjes A dshi dhiing me [, :[q PJ dhe cakinam se pritja e 1) matematike éshié E7, = p. Pér
Ef! kemi EI =0 g+1' p=p,
Tani. Df, = EF = {ELY = p—- p'= pll- p) = pg.

’ Mdryshorja e rastit X paragel notén nga matematika né IV, korse ndryshogja e rastit. ¥ = nota ngs motematika
né IV Ligier e shpérdarjes s& ndryshoreve 8 rasi@sishme X dhe ¥ jané kéto:

I-I2345F-11345
oy o1 63 03 02 1o 015 03 015 03

Cakl notaf mesiatare ngn matematika nd & dy klaséi NE rastin (& jend 18 barabarta, cekio né cilin preg & dy Klasave
shpéirdarjn e notave Exhig mé homaogjene.
Zgpidhpe!
PEr nood mesatare i dy klassive kemi:

199l



“EX=101+2.01+3-03+4-0.3+5.0.2=3.4 dhe £Y =1.0,1+2-015+3-0.3+4-0115+5:03=34.
N Domethéng, notat mesatare 8 dy klasave jan2 18 barabarta. PEr EX* dbe EY kemi:
EX =1"01+2°-01+% .03+47.0,345 -0,2=13 dhe
EY*=1-00+2"0,05+3-0,3+4%-0,15+5 - 1,3=13,3, Tani
DX =EX*~(EX) =13-34" =148 dh¢ DY =E¥'—(E¥) =13,3=-3,4' =174,
Pasii X < DY, mund tf pérfundolset se shpérdarja e notove o 1V Eshié mi homogjess se ne TV,

(:.' Mbay mend!

Disperzioni 1 ka kifto veti:
1LPX20, DX=0 nése dhe vetim nése PLY = const) = 1,
1 X)) = & OX pér konstanten ¢ dhéné ©
3. Migse X dhe ¥ jané ndryshore @ rasiil 8 pavanur, sigheré
X+ Y=0X + OY, _
Nese X[, X ...,.X jant ndryshore 1 rastésishme 1€ pavarura, atéhesé

DX, ¥ X, +. 4, X, ',il:r.?ﬂ{x.]'hﬂfﬂ{x; J+ciD(X,)

L 18 jets X dhe Fodryshore (8 rastil 18 pavarars 1& dh@ng ng delyrén 3, T¢ cakiohet disperzion 1 X+ ¥

ZEifdife:
| EX =11 044+3 0,345 .0,3=10,6 dhe EY° =1".0,342° 0,7 = 3,1. Pérdisperzionin e té dy ndryshoreve
t# rastit flphet OX = EX*— (EX)= 10,6 - 28 =276 dhe D¥=EHf¥_(E¥YF=31-17 =012l
MNE fund, prej povarshmériss =& Xdhe Fdhe me zhatimin e vetisé 3, giemd se
- X+ ¥y=DX+ DF=3276+02] =297

Dedvrar

(1) Shpérdaria e ndryshores < rastit X - not nga matematika né njé klise sshis:

1 2 3 4 35
:[{I.,I 045 03 0.3 0,15 Té cakrohet noda mesatare nga matematika né klosg dhe disperzioni i

:q.ls:J nole.
@ Shpérdarja e ndrvshores 58 rastit ¥ — numni | andtaréve i njg amvisén né Shkup sshié kjoc

1 2 3 4 5 [ i ; _
L. Técaktohet numri mesatar né nje familje

0,237 0,317 0178 0057 0,07 0,026 0,015 f
n Sora) & Shiupit dbe disperzion perkatds,
@ M shenjtor ¢ géllom shénjestrén me gjask = 0,8 né gdo gjuajtje. Al ka pasur 4 plomba dhe gjuan pérden sa
mak & géllen shénjestren ose deni sa nek i shpenson 8 gjitha plumbat. Te cakichet:
@) shperdarje ¢ ndrvshores 52 rastit X'— numri i gjuajtjeve nd sh¥njestérn;
b EX dhe EY.
'E} Hudhen dy zare pér lojé. Té cakiohet shuma e pritur e pikeve € dy zateve dhe dispersioni i L],




NE kErE temé do & mésosh pér:
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K ok’

W Nidryshoret e rastit X, X, X jang & pavarura, nése pér gfarddo viere X, € R.i'. 3
r=1,2.. & ogjarjer e rastit (X =x } [X,=x ). [X =x } jand td pavarura ol tériscl. Péekanddishi,

Pl =2 X=x,  X=x)=PX=x Pl =x]. . PlX=x) pirEgiihz x e Ry i=12,...0.

“& [ Seatistika matematike gshié shkenct e cils né vete | perfshin tre tipa 8 aktiviteteve:

I mbdedh)s o b8 dhenive statishike;

2, studimd 1 siyre 8 Jhénave statistike;

3. prpunimi | medodave dhe megullave 18 pérgpithshme pér mbledhjen € 8 dhénave stansnke, pér studimin & tvre,
fitimi § rezulliareve 12 besueshme dhe eghidhje 18 cilar jand @ baruara shkencgurishi.
Lénda e statistikis matematike Eshié tip @ ireté 1 akoivitzteve me @ cilio jang lidhore shurmé detyea teonke dbe praktike.

© Gjatd ¢do hulumiimi statistik nised prej bashkésise tf obgedteve t& njé loji ©2 cibét kané nje cse md shumé karnkieristika
i piirhashkém.

Pér shembull, hashkesiss prej o8 gjithe fémijeve e Shkup ng moshén dhjers viecare mund 1 shayrichen ko karakuenstika:
lartésia, pesha, suksesi nb shkoll#, gjinia, nacionaliteti; ngjyra cc syve et Bashkisise, tani, mmushi i bleed né o podmnim
t# veres, mund & hulumiohen karnkieristikat: pesha, pergindin e sheqent, pérgindja e alkoolit [nese ka filluar 1@
fermentohet) et

[ Me statistike; bashkéssa e objekieve 18 njE Hoji ose rezulltates prej ndonil operacioni i cilét kang npf ose mé shumi
kornkteristika t# pérbashkéta quhet popuifacion, Karakteristika e pérbashkés quhet sieimin,

©  Popullacioni €shtd koncept themelor nit statistiké dhe ai nuk eshté i pérkufizuar. Popullacioni shénohet me 03,
pagi ai gshid bashkesi prej @ gjitha mandésive & mundshme né lidhje me njé cksperiment {bashkésia & ngjarjeve
clemeniare),

0 Te shembujl e pErmendur, pér popullascionin |, fEmijE ng Shkup”, shiinime jang: larésia, peaha, suksesi,

giiniu. nacionaliteti, ngjyea e syve efi., kurse pér popullacionin aruishi 1 blesé ng nj@ podrum 12 verss”™, sheénime janié:
pesha, pérgindja e shegril, pérgindja £ alkoolit ety

10 Mund 18 virehet se viera gE e fiton shénimi Eshig madhssi e ndryshuechme dhe ajo mik mund me sigun & parashibes
pér njEsi konkrete prej popullacionit. Prandaj, &o (€ llogansim se gdo shéniem Sshié ndryshors @ rastisishmet,

I ME s shpeshil, gjatd zgjidhjes té problemeve prakiike, shplrdarja e shénimeve dibet prej mé park. Prej két, gEllimi
i stotistikés EshiE me shfryt@rmin ¢ metodave (8 caktuara dhe & cakiohel ajo shpérdangs ose 18 cakiohen karakigristikat
etij, b vlerésohen diss parametra et




Shenimet mund (& jens kuantitative dhe kualitative. Vierat ¢ shénimit kuantativ jang numra realé. Shénimet kunatiaive
jand: lariésia, peshs, saksesi (te popullacioni mxéngsal, ose perqindia e shegerit, pesha etj, {te popullacioni blega &
rrashit né podnimin ¢ verés). Shérime kualitative jane: gjinia, nacronalitets, ngjyro e syve el

Shénimet kuantitative mund 1& jent diskrete dhe 8 vijueshme, ngjashém sikurse g mund 1€ jené ndryshore e rastit.

B M i shpeshti, gjaté kryerjes sé hulomtimeve statistike, nuk #shié ¢ mundshme 1# hulumiohen & giitha
elementet prej popullacionit. Ndodh gé hulumtimes 18 zgjasin shumé gjalé, 12 jent & fidhura me shpenzimin ¢ mjefeve
finansiare ose, edhe ag me shumé, gate hulumtimin @ objekieve & cakivara t vien den te zhdukja @ tyre.

Prandaj, zgjedhet pjesd ¢ popullacionit né (& cilin kryhen 12 gjitha halumtimel poasht doher i sillen pirfundime 13
cilat do @ vigjing pir gjitheé popullacionin me gjasé 18 caktuar.

Mbaj mend!

Piesa ¢ populiacionit ne 12 cilin keyhen hulumtimet & nevojshme qubet ekremplar
Wimm@@ﬂmwm:.emwﬁ

¥ Perfundimet gt do té sillen ng bazé tf ekzemplarit dubet i vigjng pér giithe popullacionin.
€ 1 arrihet kio, $shté ¢ nevojshme q2 ekeemplari t¥ je1@ reprezeniaffv, d.m.th, 8 paraget mini-moded té populkacionit.
)€ 1@ arriher kio, &shté e nevojshme ¢do element pref popullacionit (& keté shansa 1€ barabarta 1€ hyje e ekzemplari,
Dometheni, zgjedhja e gdo elementi duhet 1€ jet€ i pavarer dhe | rastésishem.

Mbgi mend!

Ekzemplan | cili fitohet prej njé vasgu 1e eksperimenteve 12 pavarur dhe @ barahané quhet ekzemplar 7
thjesht © rastit.

Shmangéja prej parimit 1@ 2gjedhjes s& sl mund & sjellé deri né gabime serioze. Ta shqynojme kete shembull real.

l> Mji revisté amerikane ka biré anketé per hulumtimin ¢ mendimit publik rreth zgjedhjeve per kryetar zgredhje

it SHBA né vitin 1936, Kandidat® kank gené F. Ruzvelt dhe A, Lendon, Pér 2gjedhje & ekremplat, revisi
= ka pérdor regjistrin tebefonik, Kan# qent & zgjedhur 4 milioné adresa dbe t& gjitheve u jing dérguar anketa me pyetje
meth kandidatgve. Revista ka shpenzuar shumé mijete finansiane pér dirgimin ¢ kartolinave dhe pérpunimi i 18 dhdnave
dhe ka botuar se pér kryetar do 2 zgjedhet A. Lendon, Rezulliati prej zgjedhjeve Eshile vénietuar se prognoza ki qens ¢
gabuar. Ku ka gent gabimi®

g




Pérgiigie:

W M@ ke rast. jond bérd dy gabime. S8 pari. ng at@ periwdhi ka geni krizt ekonomike, relefona kané pasur vetim
prsaniker. 58 dyn, ng ankerd jand pérgpgiur mé s¢ shuwmi njerda e pundsiar, 1 cilEs nd realiter, kank pasur shprehi
[# pergiigien ni letra, kurse 8 gfithe ato e kang pérmbajiur Lendonin

| Mg ana tjetdr, dy sociolog, meth 18 nj€jiEs pyetje, kané birg anket@ me 4 mijE peyigsor dive Kang arritur den e

ptrgjigia e vérets. Shkak pdr pté Eshid g ato jo vet¥m g drejt e kong parashironr ekxemplarin, por jang nisar prej
asa) gé shogénn pérbehet prej shiresave soctale 8 ndryshme dhe pjesa mé e madhe g8 § kand takuar nje shirese
pérmbajné kandidotin e njéjte, Kishiu, me ndihmén ¢ hulumtimeve sipas shiresave sociale jang sjellur pérfundime &
cilar vieing per tére sheetin,

& St metoda 18 keilla pEr sjelljen ¢ pérfundimeve i ketilla jant né pérgjithisi tf pervetésumri.

E Pér popullacionin ¢ dhfné le i€ vérchet shéinm A° Le té jeté X viern ¢ A nE kryerjen e paré € ekspenimentit

Eshté e qaré, X' #shié nj# ndryshore rosti, Pastaj, le € jeté X, ndryshore msti - viera e X giate kryerjes o8 dyté (&
cksperimentit etj.. X = vlera e X gt kryerjes o & eksperimentit, Né két€¢ ményre @sheé fitur skeemplar
| thjeshee i rastit X, X, X,

Hh.ij;r memd!

Wargu i shpirdarjes 1 ndryshoreve @ rastit & pavarur dhe 2 barabarne X, A X quhet ebzemplar
FESHT pir shénimin A

Kur ndryshoret e rastit X, X,..... X do@ fitojos viera konkrete prej popoliacionit, atthert fitohet nji
realizim t¢ ckzemplarit (€ rastit.

Késhtu, nése 1, Eshié viera e ndryshores s& mstit X, /= L Z.... #, atgherd ¥, X...., X Eshi® njé realizim i
ekzemplarit t rustit X, Al A
Le ot jeté X, X, X, X, A, ekeemplar me madhési 5 per shénimin X ~ lanésia ¢ nxéngsve 2 moshés dhjerd
wicpare nd Shkup. MNése rastésishe zgjedhen 5 nx@nis 8 atiliE dhe moten lorrésis e tyvre, stfhers do B fitobet
e realizim | ckeemplarit, Pér shemball, 102, 104, 9%, 95 1 10 Eshi® njé realizim i ekzemplarit, 115, 110, 97,99, 1
#shité realizim gegér konkret § ckzemplarit nZ bazd 2 5 zgjedhjeve tera 18 rastit 4.

_ Gijaté hulumiimeve teorike dhe spellp e pEriundimeve teorlke, né statisnke shirytézohet ekzemplor o rasr X7,
c Koo X, kurse giasd detyrave prafoike punoher me realizim konkret 2 ekzemplarit.
B N numigr | madh | merodave né siatisiiki shfrvidzohen funksione prej ekzemplarin ¢ cilén gjithashoo, ndryshore
st Ato fonksions do i) quajmé statistike,

Mbaj mend

 Statistika §shié funksion prej ekzemplarit @ rustit X, X, X, pée shinimin X _
Giaté realizimit konkeetx, x.,..., ¥, t8 ekzemplarit, statistiks do té fiton njé viedt konkrete 1 cilén do @
quajmé realfzimr § statistkes.




Le i jett X, AL X, AL, A ekzemplar rasti pér shénimin - lari@sia e naénésve né Shkup o moshén 10
X+ X+ X, +X, +X
5
Mise marrim n3e realizim 16 ckzemplarit, pér shembull, 102, 104, 99, 95, 110, atéher® do 1@ fime ne viere

{realizimd) i statistikies L0
102 +104+99+954 110

Perkatésisht, 4 = 3 = 102 edhe ng rastin konkret, paragel mes animetik @ lartésive prey

vjel, Alshert funksioni I/ =  pshag nje fonksion prej ckzemplarit, d.m.th, statistika,

realizimit o ekzemplurit,

Detyra:
@ Ta shgyrioind popallacionin ¢ Hambave 8 prodhuars pér ngé dié né nje fabriké. Pérmend cili
prej kEtyre shénimeve jani kualitative, kurse cilar kuantitative: intenziteti § ambés, ngjyri, rregullshméria,
mandhisia (né cmp dhe pesha.
(T) Fehti dissnit popullacioni 2= {2, 3, 4, 5} Cilat jand & gjithe ckeemplarét & mundshim me madhissi 2 1 cilét
mund 12 w@rhigen me kéthim preg atl) popullacioni?

@' Le bt jedi .t‘l,.'[!,_..,_.l"":l:umpmr i dhEné rast, kurse ¥ =-1-EJ{|! +..ff +..+ X1} #shié statistika ¢ dhéng,
#

a} Té njchsohet realizimi ¥ 1 statistikes ¥, nise éshié dhéné ky ekzamplar | realizaar
I 4 o 2 3 [ 5 I

by Cha éshie nidryshimi ndénmjet ¥ dbe p 7

| Bikurse EshiE theksuar md pard, numri mé 1 madh
Kujrohn! # problemeve ni sitistke sillen né caktimin &

shpérdarjes 1B panjobur & shinimit ose pfreakiimi 3
“ Funksioni statistikor prej ekzemplarit t& rastit X, R T | rike, vierEsojmé né disa parametra
18 panjohur pér shiénimin etj. Né shumé raste. pércaktimi i
i : & realizmit konkret ) M ;
zieexs X, pbr shénimin X, Gjatk realizm ketyre karakteristikave kryhet duke dhéné disa supozime
X, Xy X | ckzemplarit, statistikn fton njé vBerd ey o 18 cllave, pastaj, dubet 8 kontrollohet, dm.th,
konkrete 18 cilén @ guajme realizim £ statistikis, Iestohel

B> Mjé fubrike ¢ pakollatave blen qumésha prej prodhuesiive prival. Té pundsuarit né fabrikg dy=hojng se prodhuest
fusin ujé né qumasht me géilim gé @ rmadhaojng profitin e tyre, Teprica e ujit n& qumeésht mund € shukobet
me pércakiimin e iemperamrés s& ngrijes & quimishtin. Pika e ngricjes s qumeshtit patyror (pa shiuar ujf) shis
mesatarisht afer — 0.5°C, por nése futet Wi, qumishti ngringé ne temperatars mé 18 jané prej —0.57C. NE ke rasl,
interesimi | fabrikés #shis té tregon se né gumissht éshid futur uje. Prandaj, formohet nj@ ekeemplar rasti duke murre




mostra prej disa enéve 1@ quméshiit 12 zzjedhora rasiésisht pref nf# prodbuesi dhe kontrollohet  pika ¢ ngries o
gurmdshtit, Né bazd té repulltateve @ fituara dubet 8 béhet njé test siaistik né i cilin duhet 12 vedroset se supozimi
ihipoteza) pér fuljen e wit né quméshe do  pranohet ose do @ hudhet,

Mbaf mend!

Cdo strpoim pér popullacionin. pés shpérdarien e disa shentmeve 1 saj, pér vierat e disa parametrave 12 shentmit
etj. quhet hipofess statistike,

Ményrs me bé cilén koatrollohet saktésia & hipotezés 52 parashiruar ne bazé e ¢ dheénave prej ekzemplarit @
dhéné quhet festi salfsek. '

b Ményra pér testim 1 hipotezave statisiike &g shumg ¢ ngjashme pér sjelljen e pérfundimeve 1@ vendimit
givgEsor. Pérkatésishe, kur dikush eshié § akwnar pée viedhje, giygi mendon se 8shté fagtor, pérderi sa nuk
virterohet se Eshié faptor, prokuror mbledh fakie dhe i prezenton para giyqit, me gEllim ta hudh supozimin . nuk #shig
fajror” dhe i akueunn @ jef? 1 givkuar, Megjithoteé, nése i akuzunr nuk ka sukses th hudh supozimin .ok eshiE Tajtar”,
atéherd nuk eshié treguar se | akuzuan nuk eshié fajior, pasi nuk ka fakee @ mjaftueshme pér otk o shpallet pér fijlor.

Sikuiree imund 1 véirehet npa dy shembujt paraprak, ményra ¢ testimit sillet perfundimi pér njéErén prej dy hipoezave
1 cilat pErjashichen njéra me tjetrén, Pérkatésish, nése njira pérvetésohet, tetm sutomatikisht hudhet, dhe snasjellis.
Kishig, fi shembullin ¢ pard, njéri supozim eshig se né qumiEsht nuk éshig futer upé, karse supormmi @ dyte Eshie i
kundéris: ng qumishie gshig flur ujé, NE shembullm me gykaesing 1 dy supogimet ¢ kondérta jane se | akuroan ook

eshivé fajtar,
Mbay mend!

Hipoteza e cila testoher quhet hipotezs zero dhe shéncher me K, kurse e kundéna quhet hipoteza
alternative dhe shénohet me H_

Pér hipotezén rero zakonisht zgiedhet ajo te ¢ cila juné dheng disa standarde per karakteristiken konkrete
ase vierat 1€ cilal kané geng aktuale deri te matja & fundil

Kishitu te shembulli 1, standardat tregojné se pika e ngrmjes i quméshtin natyror @shté — 0,57C. pra do t zgjedhim
hipoterEn per 2 jele ¢ formes:

H.oi =—0,5
kurse kontrollopmé se temperatura ¢ ngrifjes & quméshtin prej prodhueséve a shie mé ¢ madbe prej — 0,5°C, pra

hipoteza aliernative do € jett e formés:
H": ta=— (05,

Y Gati n& gdo situm@ parashirobet pyetja si té zgjidhet hipoteza altermative, Pérgjigia ekspliciic e kesaj pyetje ¢ cila
vlen pér qio problem, nuk ekziston. Cka do 18 zgjedher p&r hipoytezs altemnative, gjithmong varet prej detyrés
konkrete, Késhtu, né shembullin 1, pérve; t8 dhénés pir hipotezdn alternative ckzistojng edbe dy mundési, mo pang:

208




H:t<=05 dhe H ! t# 05 NEkE# rast, u pircakiuam pér hipotezén o purt & pérmendur (5 7> - 0,3), pasi
rxerl foo— (15, shkon né kontekst b8 hipotezés wern, PEckmisishi, n8se pika e ngrirjes s¢ quméshiit cshi® mé e vogél sz
mji stundarde, atéhere qumeshii pérmban m# pak ujt, pro #sheé mé e dendur ouk | dEémicn standandsi,

B M njt qumishtore prodhobet jogurti yndyrn e (& cilit duber @ jet# 3 njési. Q2 @ kontrollohet e njé seri e ka

yndyrén ¢ kiérkuar, zgjedhet ekzemplar prej disa pakove 8 jogurtit dhe matet yodyra Né kétd rast, do 8 mund 18
testohet hipotezs sefo:

H: a=3,

pérballé altemativés B a# 3, Vendosim per ki hipotezé alternative, pusi nise hipotezs allernative dshig Hia<
3, dhe nsse apo kalon 31 ¢ sake, kpo do té thotd se yndyea EshiE mé e vogél se ajo q@ gshig shkmar {me (€ cilén do (2 ishin
18 mashtruar shiryidzuesit), por nese hipotern altermative éshté 1 @ = 3 edhe pse ajo do 12 kalon si e sakte, atéhert
qumshiogy do o jetd nd humbje

0 NE shembullin 3. hipotezs aliernative B : a# 3. Pértestin ¢ kEillé themi se #shie o dyamshine, Nese zgiedber
hipoteza aliernative if 1 a <3 ase M : o> 3, athert testi eshté i nfamshém.
T¥ supozojmé s shpérdarja ¢ njé shénimi X'varet prej njé parametri t panjohur & kurse (@ githd parametrs Gerd 1
asn) shpérdarje jané & mpohur. Hipoteza e cila parashirohet e 6 caktohet viera e parametnt i panjolr, #shte | formés
H: b=h, ko b ésheé numér fiks real. Hipotezat e kétilla te 1@ cilet paragitet vet@m njé vierd e pasunetrit 12

panjohur quben fipotezs 1€ thieshta

Méxe, tani, parsshirohet hipoteza ¢ formés A: 5> b (hipoleza Amond 1€ je1@ 2et0 ok alternative), stihert parametr
Bmund & pranon shumé viers. dmuh. be (8.2} Hipoteza me 18 cilér pér parametrin jang i@ lejuara mé shumé viera
quhet fmpodesa e périénd T pérbéra jané hipoteaat ¢ formis i - b< b ose H: &= 4,

Mé shembuj praktik mund b testolhet @ thjeshta pékundir hipotezes sé thjeshté, e thjeshta perkundgr (2 pérbiris ose
¢ perbém pérkundér hipotesss s& perbérd.

Se cka ka nf mie kutie ng & cibn ks 20 tops nok &shté plotésishe e njohur. T pérkufizojmé kéto hipoteri:

HJ: nié kutl k3 topa 6 8 kog dhe 14 18 bardh;

A nE kun ka topa 5 1@ kug dhe 15 t& bardhé.
M kEtE rast kemi 12 thjesht perkundér hipotezés s thjeshté, pasi nise Nogarisim se parametr #shié nomitr topat ¢ kug,
aiEheré 2 BsME njéviertsisht i dhéné edhe né hipotezén zero dhe né hipotezen aliemative. TE vérejmé se nese dibet
ume i topave t# kog, atéherd numn 1 topave tE bardhg ng kot 2shid plotésisht i percakmar, Por, nése hipotezat
perkufizolken nE ke méoyeg:

H: it kuti ka 6 1E kug dhe 14 1@ burdhg;

M- e kuti ku mé shumé se S topa 18 kug;
atisherd hipoteza ahternative Sshté e péirbird. Pérleardsishe. numei i topave t# kug mund t8 jet# 6, ... 20, d.m.th, ekxistojng
mid shumé viern pér paramietnin & hoyrisas,




Né procesin ¢ testimit t¢ nj hipoteze, vendimi se ai a do t& pranobet ose do 1 hudhet, sillet ng bazé 0F 1€ dhEnive prej
njt ekzemiplan. Pasi béhet fjalé pér ekzemplar msti, ekziston mundési vendimet & cilat do i jend s sjellura  ma
ndonjé gabim.

Mbay mend!

Hudhja ¢ hipotezés zero kur ajo éshié e sakié quhet gabim /it (8 paré Gjasa ¢ saj quhet  glass ¢
gabimit ¢ pir 1€ paré dhe shénobet me O

Pranimi i hipotezés zero kur ajo nuk eshté ¢ sakié quhet gadimy § tpit 1& dvie Giasa e saj quher gjasa
¢ gabimil & tipit 1¢ dyté dhe shénohet me . '

TE dy mundizité pér hipoteziEn zero (e sukiE ose jo e saktid) dhe @& dy vendimet @ mundshme 7 sjelbé ai icili @ pérejelld

testimin mund 12 paragiten ng np fabeld middimenciozale,

Hipoteza zera H,
Vendimi
- sakid o & saktd
H hodhet gabim i tipit t& paré vendim i drejte
H, pranohen vendim i dreji# gabimi i tipit @& dyté

> Dilver 52 02 njé kuti ka 10 topa, por nuk Eshié e sigurtd 22 8 jand: & @ kug dhe 4 & gielbér ose jang 5 18 kog dhe

5 i gjelbér. Prandaj pérkufiechen ko hipoteza:
H: ot kuti ka 6 18 kog dhe 4 gjelbér;
H ; me kuti ka 5 12 kug dhe 5 12 gjelbér.
Perkufizober kjo rregulle ¢ westimin:
I} hipotera ler nuk hodhet nése dhe yvetdm nise nxirrel 1op 1 kg,
21 oé ot kondEmen £, hudhed
Te coktohen gjazat e gabimit prej tipit 08 paré dhe i dyts,

Zpridiife;

0 Gabimi i tipit @ pard do i paragitet nise hudhet hipoleza zeto kur apo Bxhis @ sakiil, Nése i Bshig ¢ sakté, at&hers

né kuti ka 6 wpa 1 kug dhe 4@ gjelbér. Hipotezén do 1a hudhin nése nximet top | gielbér, hurse giasa aj0 & ndodh
Sahid 4710 = 0.4, Prej kittu,

a = e trhequr 1op i gjelbér | A dshig e sakig] = 0,4,
Gpbami i upit 1e dyie do e paragitet nése hipoteza zero pranchet, nbse nuk éshid e sak, domoth, nége Sshid e soksg
hipoteza alternptive, NE kEtg rast, né kuti ka 3 topa t€ kug dhe 5 & gielbér. Hipoteza zero do @2 pranohet nése axirmed
I i ko, Gjasi g kjo @ ndodh, ni kB pErbéne né kuti, &shié 310 = 0.5, domethéns

b= Plésheé Erbequr topi 1 kug | FT_#shee e sukié] = (L5, s

CElmi § gdo lesti stabistik dsheg (8 dy npat e gabimeve 12 jent cka #shté & mondshme mi# 8 voglis Poashino, nise 8
evogitlohet, dmoth. nése zvogelohet glasa e hipoezss sero @ jetg hudhor kur Eshig e sakté, at®her# smadhohet ij
1€ jetd e pranuar kur Eshid jo e sukig, d.m.th, madhohet H, dhe anasjelitas. Prandas, rakonishr, jepet viera e lejuar
maksimale pér & dhe ggjedhet kritenium me # cilin pér vierén ¢ zgjedhur pér &, sigurohet vlera mé e vogll pée ﬁ

-




Mbaj mend!

v M 52 shipeshii, zgjedhet & = 0,05 ose @ = 0,0). Zgjedhja & = 0,05, dm.th, zgjedhjen ¢ gjasts a hudhim
hipatezin gero Kur ajo gshiE e sakie @ je 0,05, e tegon kitd, Testi le & pérséritet shumé herd. Cdo pErsérite té teatit
do ta logarisim pér pérpjekje 4 gendet vErtetim se hipoleza sero Eshbé jo e sakig, Nise o = 0,05, Atgheré mund 2
Hogariset se vErtetimi i adllé do i giendet mié s# shumti 5% prej provave, nésc hipoteza sero Sshi ¢ sakee, Mése, tani;
e =00, kjo do b8 thea® glatd pérsiritjes 58 testit shum herg, hipoteza zero nuk do 8 pranchet mié g8 shomti 1%

prej rasteve, nése ajo Bshis e sakté,

0 Mése kéthchemi te krahasimi me procesin gjygésor, & = 0,05, paraget se me <8 shumti 5% prej fakteve do @2 jené
kumdder 2 akuzearin (ng ketd rast, kundér hipotezes zero e cila thoté i akuroan nok &shié fajior™), e ferat 95% do
it jend nd dobi e tij, nd rastin kur ai nok gshi# fakior,

Mbay mend!

Gjasa #¢ hudhet hipoteza zero kur ajo nuk éshie e sakié quhet fligia ¢ festit dhe shénohet me p

W Mése hipotezn Sshié jo & sakté, ajo mund t8 pranohet ose (& hudhet, Gjasa (€ prunohet, nése gshié jo e saked Bshie ﬁ
kurse gjasa e hndhet kor gshte jo e sakié Eshii o Prej ki,
p+fP =1 dmth p=I-F

ME kuti kn 10 topa. Testohet hipoleza rem

M nE kuts ka 2 topa 1 kug dhe B 1# bardhé,

prkundfr hipoteziés aliernative
H ; oé kuth ka 4 topa té kug dhe 6 1 bardhe,

Mxirmen dy 1opa pa i kthver dhe pérvetésobet kjo rrepollé pér testim;
1y hudhet, nése t& dy fopal e nxjermur jang & I-mq
2y ne t& kundérién, A pranchet.

Té cakiohen ghasat e gabimdt té :-p-t 18 pard dhe 1 dyté dhe fugia e testit,

sgiidhie:
| T shiEnapmE kSl agarje:
A; niErhegien 1= éshué Tituar wop i kug, r=1, 2,
Ciabimmi 1 tipit 12 paré do i@ paragitet, nése hudhet hipoweza zero kur apo Sshid e saked, Nése hipotezs zero SahiE ¢ sakig,
né kuti ka 2 topa t kug dhe 8 @ bardhe, kurse ajo do t# hudhet nése térhigen dy topa t€ kug, d.m.th. nise paragier
ngjaga A, A, PEr gjasgn e cajt fuoher:
PIAA=PIAIP(A IA)= ﬁ% —% Prej kEtu, giasa & gabimit o tpit 6 paré gshié g = 1435,
Crabimi 1 Hpit 12 dyvei do i paragiier nése pranchet hipateza zero kur nuk Eshis e saktg, Mése hipoteza zero nuk gshi
e sakté, atéherd Eshi® e sabe hipoteza alternative, d.m.thoné ko ka 4 1opa 2 kug dhe 6 t bardhi.




Hipotezn zero do t€ pranchet nifse prej kutisg, me pérbere 18 kénllé, nuk nxirren dy twopa i kug, d.m.th, nise nxirme
v < shumti njE o kasg. NE realiter, kjo ngjarge Schd e kondénd e ngjares ..--il,--1.]1 e cila tregon send e dy t@chegjet
E3hiE Fitwar top 1 kug, Tani,

4 3 13

Ad)=1- WS PER PO LR Y e Dt
PiAA ) =1=-PlAA) CPUA LAY ==

Domethéng, #=13/15, pra fugin e testit do & jetz p=1-{=2/15
Hapi vijues ng menyrén e testimit 1& hipotezés zem gshie zgjedhja o fest stanistikés | Kjo sgiedhje varet prej
hipotezgs @ cilén e testopme, NE lh) konkret té testeve konkrete do t ndalemi e mésimet e ardhshme kur € testojme
hipotezs konkrete.
Hapi i parafundit né nje test statistiki &shig pércaktimi i kriteriumil domen. Kjo éshié. né realiter, fosha e hudhjes s
hipotezEs rero, Pérkatésishi, boshii real Eshtd ndars 08 dy népnzonal zona ¢ pranimit & Ripodezés zero dhe zong e
hudhjes & saj (dormens kntiky. Domenin kritik do @ shénojme me © dhe oi zgjedhet ashiu gb gjasa test statistik
A1E pranon vleré e cila gjendet né atlt domen kritik, nése hipotera rero Sshié e sakeE, mé st shumiti & d.m.th.

A ZeC | H eshté e sakié) = o

Sikurse Eshié theksuur me pard. mé s¢ shpeshti testohet pifr vlerin e dbng 18 gabimil 1 tipit & paré o, 18 cakinher
vlera minimale o gubimit prej tipit 1€ dyté B Domeni kritik pér & cilin ai éshi@ plotésuar qubet domen optimal
krtik ose domeni mé ¥ fogishém ketik, Domethént, nése & #shig doment mé | fuqishém kritik, atéhers
pdo domen ey ketblk O vien:

P{ZeC" | H, Eshie i sakit}< P{2e C | M st § sakie},

b NE mj@ kuti gienden 8 topa prej € ciléve disa jand 12 bardhé , kurse 12 terit & i, Pérbérja e sakié e topave nuk

sl ¢ njohur, prandaj parashtroben kéto hipoteza:
M : o kuti ka 4 topa t# bandhi dhe 4 té zi,
H : né kuti ka 2 topa i¢ bardhg dhe 6 t zi.

0 12 konstatohet cila prej hipofezave Eshi# e saki®, prej kutisg nximen 3 herd ngp njé top duke e kthver. Pér nivelin &
dhéng te réndésisd @ = (1,1, tf konstachet domeni mé | fugishEm kritik pér testin (@ hipoterts sé parashiruar.

Zpiidhje:
Kriteriumi pér pranimin ose jo 1¢ hipotezss zero , dubet tf varer prej nomeit (8 topave € bardhe t8 nxjermur né i e
nxjertiet & kryera. Prandij, pér test statistiké do ta zgjedhim & i cili paraget pikérish numrin e topave té bardhé 2
nxjermir, Eshié & gart se hashkEsin e vlerave 6 & gshid R ={0,1.2.3}. Nése hipoteza zero Eshté o saksl, nighers gjasa
QE 1 nxirrer top | bardhé Sshig 478 = 172, ge do @ thoté se ndryshorja e rastle #do 68 ked shperdarge binominle,
2~ B3,1/2), Nese, tand, hipoteza aliemative Eshi€ ¢ sakié, pighert gjosa do i fitohet top | bardhe gjaté nj# nxjerte
bshte '8 = 1/4 dhe Z~B(3,1/4). Domethéng, testohet hipoieza zero A Z~B(3,1/2) kundér hipotezss alternative
H - Z~B(3,1/3). Ta caktojmé domenin kritik pér testim & hipotezave 8 ketilla, gjat¥ nivelit 2 réndésise o= 0,1
Atk do 12 bijmé prej kittij kushii:

PL2E O HEshtd e sakid ) Sor.




Mise H dahi@ o sakil, atéhere shpérdarja e & ¢shié pércakcnuar me:

=
P2 =t|=[xw|ild'- per k=01,234, ©=¢

!

{0 1 2 3 4

? '[ﬂ,ﬂﬁzs 0,25 0,375 0,25 n,mzj}
1 kEtkogms ato nénhashkisi prej bashkésist s vierave 12 Z pér tb cilé vien PLIE C1 H &shté e saki2}< 0,1, Eshel
qarié se Mo jang ver#m bashkésil njé elementgshe O={0} dhe C =4}, pasi
PlZ=0}=PlZ=4}=00625=0,], kurse gjasa £1'i wmkoj cilesdo bashkEsi tjetér do té jeté mé e madhe se 0,1
Prej ki mund té pérfundohet se C dhe £ mund t2 logariten pér domene kritike gjaté testimit & hipolezds sé dhénk.
Prej tyre domeni mée i mird éshitd ai per o2 cilin gjasn ¢ gabimit ¢ tpit i dyté eshié mé 1 vopel, dmah, giasa @ pranahel
hiporeza zere, pése Eshid e sakit hipoteza aliernative,
Nise M dshitt e sakté, atéherd Z~83,1/4), pérkatésish:

41 Ay
=ki= el i i E=10.1273 d.nu.th,
PIZ = k) [k )41 [4 ] per k=0234 dm

{0 | 2 3 4
| B1/256 108256 54256 12/256 1/256 |

g 54 12 1 175
F——F—F——=
256 256 256 256 1%6

Tani,f,= P12 C| H eshus e sakie} = P{Ze |1,2.3.4]| H tshut e sakid] = = 0,68,

Mga ann Eperds

4 12 32
ﬂi.H.'_E ..._—E:Ugg

= Pf{Ze | H Eshté e saktg} = P{Ze {0,1,2.3}| K tshté ¢ saktt} = i3in =
A e i 256 256 256 256 256

Pasi 3, < f,, perfunddojme se C s domen mé § mirg kdtlk se sa O, domth, ) éshee domeni me | fugishém kritik.
Poashio, giasa & gabimit & upit o8 dyid Bshie shums § madh, Iﬂl = (16K, par ajo mund ¥ zvopilohet, nése zmadhohet
nurnr | eksperimenteve 1E kryer,

B Ekzigojng metoda ple caktimin ¢ domenst mé 88 fugishiim kntik pér testimin e njé hipoteze, por kittu nuk do o2
ndalemi ng sganmin e atyre merodave, para s giithash per shkak o nevojés prej paranjohurive paraprake eonke.

0 ME fund njehsohet viera e teslic statsiiks 2 nE bazd o ekzemplarii i dhénd dhe kontrollohet ajo a | takon domenit
téé pércakmar kritik. Mése 2= ) arsherd zero hipoteza hudhet si e pa sakit, né 1# kundértén hipoteza zero nuk hodher.
dmth. prapobet si ¢ sakse,

1 Prej asaj paraprakishl g u prezentun, mimd (@ jepet ky algontEm péc testimin ¢ hipotezave statistike,




Hﬁﬂf mend!

2. Percaktohet niveli i lejuar mé i madh i gabimit prej tipit té paré e, d.m.th pércaktohet niveli i iéndésisé &
testit,

3. Pércaktohet testi statistiké Z pér testin konkret statiscik dhe njehsohet vlera ¢ tij 2 pér realizimin konkret
&, Pércaktohet domeni keitik C ashi g PLZE C| H, éshit e sakie} < @

5. Kontrollohet viern e njehsuar ¢ 218 test statistikés Za i takon domenit kritik vse jo.

Nése 2€ C aléheré hipoteza 2ero hudhet i jo e sakie, né té kundenin, ajo pranohet si e sakié.

Peryrar

@ Brinjét e nj¢ tetraedri jané num@mar me numead 1,2.3.4. Loja g¥ndron né hudhjen e tetrvedrit dhe vérejtja o
numrit té fages me & cilin tetriedri shiribet n sipérfagen o rrafshét. Vérehet se fageja & dhéné me numrin |
paragitet né 1/2 prej eksperimenteve 12 kryera, fageja 2 nie 1/4 prej msteve, kurse qdonjéra pre fageve 3 dhe 4
ngé 1/8 prej rasteve, | parashtropme kfw hipodoza:

H 2 tetraedn &shié homogpen, dmorh, 12 ghitha fager kans gjast 18 pargiten,

H : tetraedri nuk Eshté homogjen dhe faget paragiten sipas ligishmerise paraprake.
Tetroedri hudhet tre herd, Propoeobet ky kriterium per testim:

11 niése tre herd pasagiter numei 1, atsherd hipoteza £ hudhet:

2) nié 18 kundigrign, &, pranchet,
Te percakiohet glisa e gabimit @ tipit 1 paré dhe i dyté dhe fogia e testit,

Me tester pranistike (& cibér mé the do 1 shgyriojmé pamgitet nevoga preg leximit & vlerave prej tabelave per shpe&rdagien
normale, shpérdarja § — dhe shpérdarja X {hi-katror), Prandaj, ng kit pjead do 1@ sqarojmeé se si lexchet prej styre
tabelave,

: ﬁ Tabelat pir shpéedarjen normale #shié Tabels | & dnéng ng fund & Tibrit. W 18, pér vierén e dhéné i 1€ R,
| mund e lexohel viera @02, & cila paraget syprinén ¢ figurés 1 dhend ng fig. 1, Nése #=1,35, né shiyllén ¢ parg
it Tabelss | kirkohet 1.3, kurse né rreshtin ¢ paré kérkohet 0,05, Prerga e meshiit dhe shtyllés perkatése e jep vierén
@(1,35). Gjejmé se B{1,35) = 0,9115. Parkugsishe, B —2,34) = 0,0096. .




D Caktojidy - 3,35), {1,58), & - 1,78), d2,35).

Funksioni i cili ¢ pércakion lakoren e fig. 1, #shié pérkufizuar per gjithé e X, Ky funksion e arrint maksimumin e
tij per = {1 dhe shté simetrik né ldhje me boshtin p, Syprina ¢ figurés gf lakorja ¢ formon me boshtin x éshie I

Prej simetrisé vijon se sypring ¢ pjesis s késaj figure e —

cila gjendel majtas prej drejiézss & =0 éshg 112, dhe )
péricatésisht pjesa djathias prej drejtésds X = i1, ka i
sypriné, gjithashin, 172,

Lakorja € takon boshtin x, né realitet, boshti x #shié
asimpiote o saj. Megpthats, mund 12 llogancet se e 1&E
syprina ¢ figurss #shté Kufizuar me lakoren dhe boshto
x éshté koncentrzar ndErmper -3.4 dhe 3.4, PErknEsishi, fig. 1

svprina e pjesis prej figurés ¢ kufizuar me lakoren dhe boshiin x majtas prej drejiézis ©=—3,4 dhe pjesa djathins
prej drejiézés ¥ = 3,4, shiié péraférsisht ¢ barmbarte me . Prej ketu, kemi 1< - 34, atéherg & 1) = 0, por nése ¥
> 34, awshers B(x) = 1.

Mbay mend!

1. Pér vlerén fikse 1 z, ashiu ge =3,4 S 25 34, viera D(2), lexohet pref tabelés | per
shpérdarjen nosmale, dhe apo vieré gjendet né presjen ¢ mmeshtit, pérkatésisht e gjithe pjeses.
dhe dhjetores sé pare b 2 dhe shiyllés perkatése @ dhjetores o8 dyté 12 2

2.z} =0 prz<-34

3. ®(z)= 1. perz > 34

B Nt disn raste, Esht@ & nevojshme g 18 kryhet menyra e anasjellté. Pér viergn e dhind 12 &, prc) Tabelés 1,
lexohet vieras . ashtu g iu ) = or. AsEheri né Tabelen 1. kérkohet viera @ ose viera ge eshic me afér den

t¢ ajo. Ajo vher® shirihet né prerjen e ndonjé rreshii dhe shiylie. Vierat € cilat gienden 1€ fillim 1 mreshtit pérkmis dhe
shiyllEs pérkatése & japin e vierén 2 i,

D TE cakiohen vierat e x, astiu gf i) = 00,9564 dhe Pia) = 0.8,
Zgiidhje:
5S¢ pari né Tabelén 1, kerkohet viern (,9364, Ajo gjendet né prerjen e meshiin pérkatés (& 1,7 dhe shivllés pérkanEse

@ 0,01, Prey ki, xr= g . = 1,71 N rastin e dycé, né Tabelén 1| kérkohet vlera (0,8, Sukigsisht ai numér nuk
ekaiston né kets e, prandaj e kirkojmé numrin i cili #shié mé afér ded 2 1,3, Ai shi& numri ). 7995 dhe &shid

né prarjen & rreshiit 0.8 dhe shiylids 0,04, Domethend, 1 = 084,
213 =




ME Tabzlén 1 o dhéné né fund 18 Bbot, 8shig ¢ (abeluar, md realitef, shpérdarja ¢ njé ndryshore rast 2
C cila gijen shatim 3 madh 0@ pirshkrmin & e semen 18 madh e dukunve o naryré. Ajo, nd realiien, ndryshorfa
¢ ristit me shpéndarje normale.

0 Né rastin ¢ pergjithshém, shpsrdarja sormale varet prej dy parametrave g dhe &, Shkeobet X - H{n,ar: J. ku

ae R, o>
| NE Tabelén | jané tabeluar vierat pér ndryshosen ¢ rastit X — N (0,1). pér e cilén themi se ka shpérdarie normale

L& mormingar
Mbaf mend!

Mdryshora e rastit X e cila ks shpérdane normale t& norminuar, éshie péreaktuar ng ket menyre:
PiX<z) =%z pérgdozelR,
ku pér numrin e dhéné 2 viera ${z) lexohet prej Tabeles | pér shpérdarjen normale,

Eshit ¢ garté se nddryshorja e rastic X ¢ pérkofizuar né ki ményre Eshié ndryshore diskreie o rastit, pasi | prason (&
gjitha vierat prej B. Por, kitu nuk do t& fotemi mé thellé ng vetitt e ndryshores s¢ rastit. Eshité ¢ réndisishme 1
theksohet se shume ndryshore 2 rastit i cilat ppragiten né jeten reake, si per shemball, lortésin, pesha e1). koné pikerish
shpirdarje normale, Crabimet g poragiten gjaté matjeve (& ndonjd madhésie kang, gjithashtu, shptrdarja normale.

1 Tabels pér shpeérdarjen f Eshté Tabeda 2 = dhténé né fund té librit. Prej kesaj tabele. pér smdbe & e8 dhiéng,
c mund 1& lexohet viera . ku @ &shié numér natyror, kurse & £shig numér ndérmjet 0 dhe 1. d.m.ih.

<<l
U Vlera 7 Jexohet prej presjes i rreshiil 0@ @ cilén gienden viera perkatgse e mdbe shitylla pErka@se ¢ numrit €2 Viera

¢, Eshig percakivar ashiu qF syprina e ligurss (& dhiéng ng fig, 2, éshiE ¢ barabani me .

Mejashém sikorse fe shperdarjn normalke, sypring e
figures 18 kulizuar me lakoren dhe boshiin « gfe 1, i

0 Pér ghembull, £, = 2005 B numér i cili gendet
n# rreshtin peckatés 18 g= 15 dhe shiyllgn pirkatése &
o= I‘J,LII_

0 Lukorja ng fig, 2, varet prej o, d.om,th, Eshié ¢

i
J
!
!
ndryshizeshme pér vlern 1 ndryshme 18 . '
]

Iﬂ
A
}' Cako &, f5g 00 fig. 2

=l Tabela pér shpérdarjen &~ — &shté Tabeln 3 ¢ dhénd né fund 12 librit, Prej késaj tbele, pér n dhe @, t
dhiné mimnd té lexohen vierat ¥’ . Poashiu, 7 $sht numér natyror, kurse @ éshié numér ndérmjer 0 dhe
L e, < <],

gy




W Mgjashém sikurse 1e shpérdarja # - vlera lexohet né rreshiin ng € cilin gjendet viera ¢ o dhe shiylla perkatése e
numrit G,

5 Wlera ¢ pEreakiuar ashiu @ sypring e fgurss @ dheéni
o fig. 3. bshid & barabart® me &

Edhe nf keod rast, sikurse ne dy rasiet paraprak, syprins
e figurts ¢ kufizuar me lakoren dhe boshtin t Eshié 1.

W T¥ pérmendim se ngjoshém sikurse te shpirdacja £
lakorja né fig. 3 varet prej o, d.m.th. pér vierd té
ndryshme ¢ 7 fitohet lakore e ndryshme. Numri #
quhet shballa ¢ lirfse 1o shpérdarja ' — | —

F

fig. 3

W Kshiu, per g= 15 dhe o= 0,05, viera ¥, =32,80.

Cakto -rlz'm.m--ﬂm-

Detyrd
(1) Me shatimin ¢ Tabelts | per shperdarjen normale, cakto ©(2.45), (- 2,95) dhe B(4,45),

Prej Tabaelés pér shpbrdarjen nonmale, cakto xashiu g& Dx) = 0,075 dhe $x) = 0,770,

Prej Tabelés | pér shpérdutjens —, cakto £, by oo
(@) Prej Tabelés 3 pér shpérdacjen 2~ | cakto Zioam dhe Za

Kujtohu !

W Vargu | ndryshoreve té rastit i pavarurs dhe shpirdarje @ barsbang X, X....., X quhet ekzemplar msti pér
shinimin X' Kur ndryshoret e rastit X, X ..., X do 1 fitoiei viers konkrete prej popullackoni, atéheré fitahet njé
realizim i ekeemplari @ rastic

' Sttistika Eshté funksion prej ckzemplant € rastit X X, A pér shenimin X' Gjate realizmit konkret ¥, x,....,
&, i ebemplarit, statistika do 18 fiton njé vleré konkrete do ta quajmé realizimi i statistikés,

0 PErgfarddo ndrvshore rasti X dhe pér ¢faréido konstante ¢ vlen DieX) = SDAX




| Mesi antmetik E. plirkatisisht disperzioni 5. i nje ekzemplari 1# realizuar Xy Kowern X, nijhsohet sipas formualés

X, =l£;., perkatisishi 3 =%£{“f = }3 =%£-’-’f gk

devijimi standard &shi# rrEnfa katrore prej disperzionit. 5, = J::

Té supozojmé se X, X..... X gshté ckzemplar rasti me madhési @ pér shénimin A" i cili ka shperdarje
normale, dhe disperzioni i A le t@ jeté § njohur, dmoth. OX =:J-},:4 ku @, >0 &shié numér i dhend.

A

> TE suporojmé 4& pan né shembullin me fabnkén pér cokollaa nga miésimi 2. Pérkargsishe, fabnka blen grumbullon

quméshtin prej prodhueséve privat, Té pungsuarit ng fabeike dyshojng se prodhuess fusin e né qumisshi me
getlim g# ta zmadhofng profitin e tyre. Tepnca e wjit pé quaisht mand 2 of zbulohet me percakimin e temperanrés s
ngrirjes s quiméshitic Pika e ngrijes s qumishiin natyros (pa shiuar ujé) éshig péraférsisht — 0.5°C, por nitse i fuer ujé,
qumeshti ngrin né lemperaturé mi 1@ g prej - 0,5°C, Té kontrollohet 12 ng qumEshtin e prodinesit 12 sgjedhar

rastésisht o ka fosar wpé,

B rastin konkret, shgymohet shenimi A—piks ¢ ngricjes € quméshiit dhe sipas sinndardeve vlera e pritur e X domety,
pritjz ¢ saj matematike EX = — (.5, Prandaj, #shté ¢ nevojshme té testohet hipowza & EX = — 0,5, pérkundér
hipotezits altemnative /f © EX' > — 0.5, Domethéng, duhet 1€ behet test pér vierén e pritjes matematike |

Varisishi prej hipotezés altemnative, ekeistojng 3 [loje 8 lesteve pér vierén @ prilpes madematike: dy 8 njéansh&m dhe
njp b dyanshdm. Ato qung kito:

Testi 1 Testi I Testi HI
H,:EX =a, H, EX =a, H, EX =a,
H, EX »a H,  EX <a, H, (EX #a,
|

Chavé disperzioni 1 njohur i shénimir, pér testamin ¢ é e lojeve  hipotezave, W pérmendura mé lané  shfrvigzohe
kv test staiscbk:

L-':x"_dq'u';,

a,

kuf,=itx, Sshti mesi aritmetik § ckeemplarit o rastit X, XL ..., X, Te vérejme se X #shte funskion
i '

prej ekzemplart X, X .. .. X, pra f,. dshtl nji statistike.




B Per realizimin konkret X, x,..., X € chzemplarit € rastit X, X,..., X, fitohet realizimi i statistikés L7

u=5"0 [
o,

1 i .
= --E.lrI cshic mesi antmedik | ckzemplant I8 realizaor X, ..o X,
M

B T vérejmé ndryshimin ndérmjet X dhe T, Perkatssicht, X Sshis statictike, domething sshid nj adryshore &

kn

=

A

rastit, kurse X, #shté numér, i cili paraget nje vierd & ndryshores sé rastit i',..
W Arsyeshmeria e shiryigzimin i K testl gEndron né ki, SE par do @ pércakiofme pritien matematike dhe disperzionin
e mesit ariimetik X, i ekzemplarit, Pér pritien marematike kemi:

= l 1
EI,,=E[;$I,]=;§E{I,}=EJE’,
pasi 1 gjithé ndryshoret e rastit prej ekzemplarit X, X...., X jané shperdar barabar sikurse edhe shénimi
X pra EX = EX prgdo =1, 2...., n
Gjithashte, DX, = DX =-|:r":, perodo f=1,2,..., # korse X:. L X jané ndryshore rasti té pavarur. Nese

shfrytézohiet ¢ gjitheé ajo, pér disperzionin e j-",, fitohet;

D, =n[%gx; J:ﬂi,tﬂ{x,_j,:nﬂ:r 9

=g " "

B Tani, nése éshté e sakié hipoteza zer, d.m.th, nése EX = a,, ndryshimi X, —a, =X, —EX &shié, né realitet,
shmongépa e fituar ¢ mest amtmetik ¢ ekeemplarit 88 rastit preg pritjes matematike @ saj, Mgo ana gesEr, pritja ¢

shimangepes & mesii animetik pre) priges matematike 6 ) Sshig .,|'D,T1.T_ = 59:. Statistika {FEshes fituar si heris |
]

kEtyre dv shmangéjeve dbe né ndoné menyre | Erabason k&to dy shmangéje ndérmjet veti,

B Domeni kritik pér testim £ tre hipotezave 12 lart- m Domen knitik
pErmendurs varet prej hipoterés allemative, Format 2 ——
domentve mé t& fugishme kritike per nivelin e dheéng H_:EX »a, € ={u,_, )
i réndesiss 52 testit o jand dbEng né tabels,
Hl-:Ex < i C={—“ﬂ.hﬂ}
Vieratu, i, o o lexohen prej Tabzlés 1 pér H, :EX #a, c={“"1—*l':-.rr:}'-'[":_u,.z1”}
shpérdarjen normale; sshiu g

Plu, )=a.®(u,_, )=1-a ded®(s_, . )=1-ald Te gjithé domenét kritik jané pércakmar ashtu gé
P{lie C|H, eshté ¢ sakté] = o,
kurse poashiy gjasa ¢ gabimil 8 mpit 8 dytd Eshi® minimale,




Crjaté testimit t¢ hipotezave statistike, me s shpeshti zgjedhel o = (0,05 ose @ = (L0, Pér kéfto viera & nivelit 18
rEndesisE 5& festit, prej Tabelds 1, fitohen ko domene krisike:

laga
u}?ﬂme a=0.05 a=0,01
H, :EX =a, C=(1.65=) C=(2,330)
H, EX <a, € =(-==-165) € =(—==-2,33)
H,_ EX #a, C = ey — 1,96 JU( ], 9 02 ) O = (e~ 2,58 JU(2,58;0a)
2 Ni stacion grambuliees matén yndyrén e gumeshtit, ku supozohet se yndyra ka shpézdarje nonmale me shmangtje

standarde £.= 1, N& njé dite Eshté grumbulluar qumisht prej 25 prodhoeséive, Fang fituar k&to rezulliate:

Yndyra nié % Prej 1.5 deo 2.5 Prej 2.5 deni 3.5 Prej 3,5 den 4,5

Nomri | prodhuesive 5 16 4
' :

Me nivelin e rénd@sisd o = (L03, ¢ testcher hipoteza se viera mesatare @ vadyrss shie 1%,
Zaiidiife:
E shgvriojmé shiEnimin A~ yndyrén e quméshiit, do ta testojmé hipotezén zero:
H, :EX =3, pérkundér hipotezits alternative i - EX # 3.

. Té dhénat jané grupusr né intervale, g# ta caktojmi mesin artmenk & eksemplaril, pér perfagésues 1 ¢do intervali
byt maarrim mesin e tij. Keshiu, 2 ésheé périsgisves i intevalit (1,5; 2,5] dhe 18 2§ pErshkrubet frekuenca S, pastaj
3 Eshtét pérfagisues i intervalit (2,5; 3,5] dhe i pérshkruhes frekuenca 16, kurse 4 éshié pérfagésues i (3,5: 4.5] dhe
e ka frekuencen 4, Kjo Esht¥ ményré ¢ zakonshme gja njehsimit ¢ karakteristikave numerike 8 t& dhdnave 8 cile
Jang 1 grupneara né mbervale,

Tani, mesi aritmetik i ekeemplarit do té jeté ¥ = %{z 54316+ 4-d)= 2,96, korse viern e test statistikes L7 do

18 jede:
g% pe 596-3 oo
(a8 l
Kemi west dyanshim, pra pér a = 0,03, domeni keitik #zhig
C={—=— 196 JU(l,%6:m= )
Viera e test statistikés w=—,2& ', g do ! thow se hipotezs zero pranchet. Mund 1 llogarisim se yndyra e
gqumeshiit xhpd 3%,

Té theksojme se madhesia 7 ¢ chzemplarit X, X..... A &shié m# i madh se 30, a€heré testet paraprake o
pérmendura mund ¥ krahasohen jo vetém pér shitnimin X7 i cili ka shpigndarje normale, por edhe pér gdo shpérdarje
ljetér,
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Te festohet hipoteza prej detyrés |, gjatd nivelit tf réndisisié af = 0,05, nése prej nj€ rasti mstEsisht zgjedhet
prodhues dhe  jand zgjedhur 40 ené me qumésht, pér ato Bsheé mator pika ¢ ngnrjes dhe jané fituar kiso

riceullinne:
T R R L - S T SRS - SR T TR |
-3 -08 06 =05 -0,3 -04 0.5 -04 -03 -05
-61 -03 -04 -05 06 -08 @ -02 -0.2 -03 -0,5
0] -~04 -05 06 -06 -07 =04 —03 =07 05

Poashtu, dibet se devijimin standard 1 shénimit ésheé & = (0,2,

Zgfidhie!
Té wiirejmit edhe njié herit se testohet hipoteza zero: i) EX = 0.5, A £X >—1{,5. Né haze (2 12 dhinave i
dhéna, mund (& nehsohet mesi aritmetik | ekzemplarit @ realizuar, Firoher ©_ =—0,4325. Tani, realizimi 1 testit
stidistike do 48 jerd

i Y -...I'E . ), 4325 + (1.5 .‘nﬁ — 313,

o, 0,2
Miveli | eéndsise s& restic &shig @ = (,05, pra prej tobelés poraprake, gjopmé se domem kntik, giaté hipotezés

aliernative té dhiéng, éshie C = (1,65;02 ). Viera ¢ testit statistik & = 2,13&€ €, pra mund 18 pérfundojmé se hipoteza
zero hudhbet, d.mth. né qumeésht prej prodhuesit i@ zgjedhur ka futur ujé

Eb Mé bazé i rezulltateve paraprake dihet se gjaca e nj shenjtan ta géllon shénjeshirén Sshig (LY. Pus
pergatiteve pér garé, dshid bk gjuajtje provuese, ko shenjtan e ka glloar shénjestolin 92 herd prej 100

pirpjekjeve. Me nivelin e réndésisét @ = (L1, t# testohet hipoteza se ginsa pér amitjen e qéllimit éshié smadhuar,

perkundér hipotezis alternative se nuk EshiE zmadhamar

Shifte zofidhien:

Ta shénojmé me A: shenjtarin 1 cili e ka gElluar shinjesrrdn, Prej kushieve 1# detyris dihet se AA4) = 09, do

testojmE hipoterEn e A2 AA) = 0.9 pédkunddr hipotezés allernative H: A= 09

Ky tes sillet pérsen o test pér vierd 1 prigjes matemafike, Pérkatésisht, shfnimin @ cilin e shgyriojmé éshie

indikinor | ngjarjes A, Domechineg,

\ {0 L
’*'[pp{a; P{A}}

Té perkujiohemi se Ef = A.A). kurse D = AA)1 - A A)). Domethéni, n# rastin konkret, testohen hipotezat:
H:El=09
HiEl >09,

pra dubet e behet test pér vlerén ¢ pritpes matematike, MNigse .Firl!ﬁhit ¢ sakid, atchent

AAy= 05, prej ku vijon se £, =09, kurse LN, =0.90.1 =009, g€ do 1¢ thotd se disperzioni eshie i njohur,

b




¥ Pastaj, n¥ gjunjtjen provuese jank armtur 92 08 géllsara. Domething, pée shénimin f, #shtt fitwar ekzemplan £,

Xyeeer oy dhe poashiu 92 elemente prej ekzemplaril 1 realizuar 1, kurse et prej tyre jan U (1 paraget se do @

paragitet A, dm.th. | paraget t# gélluar, kurse () paraget déshtim), Tani, t*.' =02, kurse mest aritmetik |

realizimit i ekzemplarit &shif ¥ = % ={,92 dhe a0 parager, né realited, frekuencé relative té ngjarjes A né

ekzemplann ¢ dhent,
W Per vierén ¢ [ seatistika pér realizimin konkret t8 ekzemplant frohes:
T _-P(A) — 092-09
B= - Y100 =— -
JP(A)(1-P(4)) V0,09
W Pér nivelin e réndesisé @ = 0,01, gjaté hipotezés aliemative @& formés B EX, > 09, prej tabelés s fundit gjejmé

sa domeni kritik tshte © = {2,.33,;':“ ). Pasi viern & njehsuar o ={1,6Te € pérfundojmé se hipotezs zero nuk hudhet.
Domething, gjasa pér arritjen ¢ 8 gélluarve nok Eshi@ emadhuar,

0=10,67.

Mbaj mend!

Chjat westimit 1€ hipowzss zero H: AA) =, perkunder pre) hipotezés alternative.
i H;: Fd)=p, M H: Pd)<p, i) H . A) # p,

shfrytézohet test statistika L[ = P{: ! }_J;L ku P ashid frekuanca relative = ngjarjes 4 né sloemplarnin
Pll= )

e rasbit

Domenet mé (& fugishme kritike janit percakmar e 12 njgjién menyre sikurse né rastm paraprak, o mth. afo jané

wdentike me ato t2 dhiéna né dy tabelat pér gdo hipotese perkatese.

G |00 hudhje & monedhis, 60 heré éshié paragitur koka, Me nivelin e féndésisé ¢ = 0,05, 18 testohet
hipoteza se monedha eshte né megull.
Khihe rpiidhien:
0 Le s jets A ngjarje: ¢shid paragitur koka, Nése monedha éshié né megull. giasa g 1 paragiter kjo ngjarpe Eshoé 0,5.
Prandaj tescohet hipoteza zero: M ALA) = 0,5 pérkundér hipotesés zero H: AA) # 0,5
Prej 100 hudhjeve & monedhés, 60 herit Eshit paragitur koba, g do & thot se frekuenca relative e ngjages

&0
Alghis p= e =1, 6. Viera e test statistikiis £ né rastin konkret, do 18 je#

U= LA s N100 =2, Testi #shé | dyanshism, pra pér ix = 0,05, domeni kritik Eshié © = (—s=—196 U (1,96;=),
30.5-1},5

Viera e fiuar o= 2e O, prej ku vijon se hipoteza zero hudhet. Domethiéng, monedhs nuk 2shié ng rregull.

il




Detvra;

@ Dxihet se kabllot g& prodhohen né agé fabrike kand intenzitet mesatar prej | 800 njgsi dhe shmang@ia standarde
prej 100 njesi. Me procesin e n teknologjik jant fitwar kabllo pér 18 cilér Konstatohet se jang mé @ fond. Ky
givkim a éshté i saklé, nése intenziteti mesatar & 50 kabllove 12 ri t& prodhuar rastésssht @shig @ barabanit me
| 850 njisi me rieik 18 lejuar prej 1%7

() Ne haze 12 regjistrimit t banoréve par memrin e banoreve jant fituar kéto @ dhena pér numrin e banoséve n¢ 50

fzhatm ne e zoné;
Numriibanoreve | S00-1000 | 1000-1500 | 1500-2000 | 2000-2500 | 2500-3000
Numri i fshatrave 1 4 2 10 k)

Gijaté nivelit té réndésisé ¢ = 0,05, € testohet hipotezs se numni mesatar i banoréve né 8 gjitha fshatrat prej
asaj zome dshek 2000, nise dihet se num | banoréve ka shpérdarje normale me shmang@je standarde 3500

@ Gasa péir mos suksesin e vaksings tahé p= 0,09, Me vaksinén e re pritel s¢ gjasa do & avogélohet. Ndermjet
1) pacientéve 1€ zgjedhur rastésisht, jand vaksinuar me vaksingn e re éshié konstatuar se te 5 paciem
wiiksinird #shié | pasuksceshém. Me nivelin e rénd@sisg o= (0,05, a mund ot logaritet se vaksina € re #shié mé
© mirE?

@I Giatiét |80 hodhjes & zarit, 35 her Echié paragitur peséshi, T testohet hipotera se gjusa & paragitet paséshi
¥shté 106, pérkundér hipotezis aliernative se nuk ¢shié 16, Niveli 1 réndisise i testi gshig (005

Kujtohu!

Gine# kontrollimit t# hiposesits pir viertn e pritjes matemuotike kur disperzion tl: i sheEnimit é=hitiz i nyohur shirytgzohe

fl - H-I'

test stalistika {f = -.,'rp?l ku @ éshté madhEsia e ekremplarie, kurse g, dshei viem ¢ prities matematike, nise

Oy

hipoteza zero €shi€ e sakté,

A Shpeshhers né situatat reale, disperzioni i shénimit X nuk &shté i njohar,

= Let jeté X, X,,..., X, ekeemplar easti pér shénimin A icili ka shpérdarje normile dhe madhesia @ ekzemplarit le
18 jetk mb e vogil se 30, donth. < 30,
0 Varisisht prej hipoterés alternative, pérséri mund 1 shqyrohen we loje & esteve:

Tesu 1 Testi [T Testi 11
H :EX =a, H,:EX =a, H,:EX =a,
H, :EX >ua, H,:EX <a, H,:EX #a,




Mdryshimi peej rasiit paraprak #ahtd vetdm o até g disperziond i shénimit nuk Eshié § njohur
Peér viertsimin ¢ disperzionit 1 panjohur do to shfrviézojmé dispersionin e korigiuar 57 18 ekzemplarit X,
Ao AL i cili njchsohet sipas kitsaj formule:

1
IS-.'.:= 1 Efﬂ'.—fﬂjr.

a—=1
Nise disperzioni | ckzemplarit éshié $°, sehert ai njohsohet sipas formulés
I 5= =
o DLE A 28 8
M jal
Tani, lidhjn ndéErmjer disperzionit 18 zakonshém dhe disperzionit & korigjuar € njé ekremplar t rastit gshie ky:

3=

§i o 1 5
" -1
Teesti § statbstikés § cili shfryzohet pér testimin ¢ hipotezis rero 1@ kiille dsheé kjo:

T = 'f"w"F S o T N

¢ Domend kritik pdr testimin e 8 re hipotecave té fon

pérmendura, njé loj sikarse né rastin paraprak, varet mt:: Domeni kritik
prej hipotezds altermative. Format e domensve s
Kritike pér mivelin & dhinE 15 rSndisiss s festit f jamd | M, :EX >a, C=(t, uo0)
dhénE né kEtE tubeld,
H,:EX <a, Cole=t,.)
M ke rast, gjasatf, ., dhe I loxohen prej H,:EX #a, = [_m1 e ]u{’n-l.m:r“’]

Tabelis 2 pér shpérdarjen ¢

D Piir shepyrtimin e rasteve kohone ni Ohitr, jand 2 gjedhur ractésisht 15 vjet dhe né bazg 1 raporteve metsorologjike,
Exhie fituar numn | ditdve me diell glatd viteve € zgjedhom;
150 159 105 195 98 180 179 o
152 194 155 20K 180 174 183
M nivelin e rénd@sisd ¢ = 0,025, & tesiohet hipoteza se numr i pritur | ditdve me diell gjat® opf viti 08 Ohér 8shié
180, pErkundér hipotesss alternative se dshit mit ¢ madhe se 180
Shihe repidhyen;
Testohet hipoteza zero A EX = 180, perkundér alternativés / ; EX' > |30, Prej ekzemplarit té dbéng gjejmé se
X, =186,6, 5, =ULT756. Vierae 1 statistikiés do té jetd:

(= 1366180 ro 5ay
10,7756

Miveli i réndisisé 58 testit Eshré of = 0,025, kuree domem kritik gjsté hipotesis s dhsnd do & jed =(r__m,=]|‘ ku
= |5, Prej Tabelds 2 pér shpérdarjen ¢ gjejme £, .= 2,145. Domethind, domeni kritik eshie € = (2,145,
Viers ¢ statistikés 7 Eshig ¢ = 2,37€ £, pra hipoieza zero hudhet, por pranchet hipotera aliernative. N# bazé &
ekremplarit t8 dhené, mund 1@ pérfundohet se nomei i dittve me diell né Ohér éshté mé § madh se 180,
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B Mise i = M), mhert! ginté testimit ¢ hipotezave paraprakisht & pérmendurn shitytézohet e njéits statistiks
sikurse mé pard, NE k¥té mst, test statistika shitnohet me £ dhe domeni kritik fitohet duke lexuar prej Tabelgs

| pitr shpérdarjen normale, njé lloj sikurse edhe ng rostin kor kishim teste pér peitjen matematike me disperzionin e
njokur.

Perkaigsishi, né kété rast, shfryiBzohel 1est statistika

==

o
3,
Forma e domenti kritik né varshméri prej hipotezés aliernanive &chid dhiing né kétd tbelé, ku vlerat
By bl oty o bexchen pérséri pref Tabelgs | pér
; ; : Hipotezn i
shperdurjen normale, aghiu g s Diomeni kritik
m{'l'rr }=¢" m{“hn' }= 1-a g } =1-af2

M, EX »a, C =4 _.o2)
TE péérmendim se per i = 30, ky test mand & realizohet
e H,:EX <a, € =(-e=u, )
ecdhe pse shinimi ook ka shperdare normale, dm.th, "
test] vien piér gfarédo shpérdarje tietér t& shénimit H_1EX #a, € = (om=tt,_y s JU (00

>‘ ME mp¥ siprmarrje, shpérdarjs & rrogave pér muajin janor ks gend késhiu (e shprehur i mijg denaré):

Rioga Tderi 8 B deri 9 9 deni 10 deni 11 11 deri 12 12 deri 13
Mumri & &
| punésuarve 1 5 g 18 12 5

Me nivelin e réndésisé @ = 0,02, 1 1estohet hipotera se viers mesatare & mogés ng kE@ sipirmarmje Sshe 10(000)
denaré.

Epridiie:

Me kissé rase, testohet hipoteza zero H; EX'= |0 pErkundér hipotezés alternative H : EX'# 10,

Poashiu, kemi sest pér vierén e pritjes matematike gard dispersionit 8 panpobur. Do ta shfrvigzojme L= statistikén
pasi kemi ekpempiar me madh#si o= 50 > 30, Té pérmendim se 1 tre zerod (00) 1€ cilat paragesin migshe denaré.
nuk do i shkruajme, pasi ook do o ndikon n# vierén e funda & L stansikés (Provojel),

o Nise pér pErfag@sees o ¢do intervali meret mesi i G, atéherd pér mesin artmetik i@ ekzemplanit fitohes:

X, = %{?.5-] +8,5-5+9.5-9+10,518+11,5:12+12,5:5) =1{}, 5, kurse disperzioni i tij tshte:

i
=Eﬁ'.5’ A+8.5 549,58 .94+10,5 - 18+11,5" 12+12,5°-5)-10,57 = 1,4,




Disperzioni | kongjuar | ekzemplant do @ jei gf, = :-ﬂ_"il E:U = 1,43, pra pér vierén o test stafistikes

£7do té fitohet u=|—'jf;l-qﬁ=19&
1,43

Testi E=hi8 i dyvanshém, pra domenl kritik do i jeté | formis

€ = (o, =t W (oo )s kg =0,02. Dometheng, € = (s, =i, o JU (4, .5,

Prej Taheles | pér shpérdarien normale. giejme se 4, = 2,33, pra domeni kritik do1& jeté C = (—e=,—2.33)U(2.33,=).

Wlera e fituar o= 2 9% O, pra mund i perfundohet se hipoteza gero udher, Dometh#Eng, né sipérmarmen e dhgné, moga
miesatare nuk Ssheg 100000} denare,

Dretyra:
@ )& 18 vletisohet fitmi 1 npE grunage ng hekisr g regjionin e pellagonisd, jank zgjedhuor 18 parcela dhe jand
Ertwar ko # dhEng:
53 4 il Lix] 35 63 59 58 62

&l 0 58 b 62 58 L) ) 62
Me nivelin & rendésisd @ = (0,01, 2 wesichet hipoieza zero se fitimi mesatar Sshié 60 njéci maiése pér heker,

pérkundiér hipotezis ahernative se dshiié mé e vogél s 60,

@ Mé bavis (& ekzemplarit me madhisi p= 50, éshti firwar se koha mesatare ¢ punés s& nj# tipi tansistor Eshé
X, = 1950 or# me shmangiéje standarde 5, = 200 ort. Me 5% niveli | réndésisg, i testohet hipoteza zero se
koha e pritje 58 punés s transistorit éshie 2000) oré, pérkundér hipotezés altermative se Eshié:

2) mé & madhe se 2000 ore;
b me & vopsl se 2000 or;
) e ndryshueshme prej 20000 ors,

&

Shénimi X paraget numdin ¢ bisedave telefonike nEpdrmijet njé centrali pér mé oré. (& & cakiobed numn i pritur
i bisedave gialE njé dite oré. rasiésisht jané rgjedhur 25 ort gjate njé jave dhe numm! e bisedave € kryem gjate
atyre 25 oréve janE kéto:

24 35 L) 28 o 16 3 26 23 LX)

25 19 32 23 I6 17 26 23 27 i

24 22 n 13 30

Me nivelin e réndésise o = 0,02, 1& tesiohet hipotezo se numn mesatar i bisedave 18 kryern népérmpet cendralii
gjaté nje dite oré Sshte 25,

(4) Per krahasimin ¢ dy metodave pér matjen e nishestes e patatja. jané marté 16 patate dhe jané preré pergjysmé,
Cdonjéra prej gjvsmave me njérén prej metodave, Jand fituar kéto ndryshime:

2 (1] 0 1 2 2 3 -3
1 2 3 i -1 1 -1 1

Té testohet hipoteza se ndryshimet ndérmjet metodave nok jand tif réndésishme. Testimi ¥ behet per 5% dhe
1% mivell | Endeésise.




@ E dijmé se disperzioni gshig mas# pée shpérdarjen ¢ 1€ dhEnave prej prifges matematike, Ai e pércakton saktésing ¢
matjes, shmangjen etf. Pér shembull, aparati | cili 08 seroplan & mat lantésing, procesin & matjes gé béhen gabime |
shmanggje. Eshti ¢ nevojshme gé ato shimang@je té jen né ndonjé kofi i€ lejuar, pasi gdo shmangije & madhe prej @
lejuarés mund i€ jeté katastrofike. Ekzistojné edbe npg numér | madh | shembujve (8 kBl g nn impenasing nevojén
it pirkufizchen feste pir vierén e dispersionl (shmangspen),

B Leejete X, X...., X ekzemplar rasti pér shénimin X 1 cili ka shpérdarje normale. Testoher hipowezs zen:
H:DX = r:-f; . perkundés H DX > ﬂ'g. me nivelin ¢ rEndésisé a,

W Pértestimin e kiisaj hipoteze shfrytdzoher statictika 3°
ns;
F B
L

I 2 =
ku &7 =—£ X' —X7 eshté disperzioni | ekzemplarit (¢ dhéns.
&
B Domeni kritik gjuté testimit 12 ké'saj hiposeze éshte = {g:_l__ y=23, ki zf_l:,, lexnhet prej Tabels 3 pér shpérdarjen

; igh

N& bazd & vishtrimeve meteoralogjike Eshté pérfonduar se loriésia (08 centimetra) nd shiresén ¢ fundrinis
. vietore 1 upll ka shpérdarjen normabe. NE ményed 8 mstésishme fane rgjedhur 10 viet dhe 18 aio vite sshs
matur lartésia e shiresés s fundrings vietore 12 ujit nd Shkup, ku jand fifuar kéto 2 dhéna:

» 59 k) 55 39 05 55 41 54 S0
Me nivelin e iEndissé @ = (1] @ esiohet hipoteza se disperzioni i lant@sisé i shiresis s fundrings a8 wjie gshii 20
cm, pérkuncér hipotesés alternative se éshté mé e madhe se 20

B Testohet hipotezn A 0N = 20 perkundar £ 0 DX > 20, N bazé 18 ekzemplarit £sht€ fituar se mesi aritmetik i
ekremplarit £shig ¥, = 48,9, kurse disperzioni i tij éshmé ,:zlzn =0],09, Pér vlerEn e suatistikés ¥ fitohet:

:  10-91,09
me—— =45 545,

W Domeni kritik do té jeté €= (g7 ,.5) ku 5= 10, kurse o= 0,1, Prej Tubeiés 3 pér shpérdarjen {7, caktohet se
Fon, =14.6837. Domething, C =(14,6837 00 ) dhe poashia, ¥° =45 545 C. Domeshné, hipoteza zero hudhe,
kurse pranohet hipoteza alternative. Kjo do i@ thots 2e disperzion: i langsisé @ shiresis s fundrings s& ujit né Shkup
gshiE mé e modhe s 20 cm,




Letvra:
@ Me matjen ¢ masis s4 nxdnBsve né np grup jand fituar kEo @ dhén

Musa né kg 40 deri 50 50 deri 64 60 deri 7O 70 deri 80 B0} den )

Mumr | nxknksve ) 16 20 & I

Me nivelin e réndésisé @ = 0,025 68 tesiohet hipoieza se devijim standard 1 musés 58 nxéndsve Eshté B
kilogramse.

@ Drihet se devijimi standard § masés ¢ pakove prej 40 gramé gshie 0,25 gramé. Ne bazé t¢ ckzemplarit prej 20
pakove, Echté fituar se devijimi standard i realizmit 62 ekzemplarit Sehtd 0,32 gramé. Me nivelin ¢ réndéaiseé o
= 005 dhe o = (101, a mund 2 kenstatohet se nuk ka ardbur derd o8 zmadhimin e devijimit standard?

N
I' <? TABELAT E KONTINGIENCIONIT

Kujftohu!

Mdryshoret & rastit X dhe Y jang of pavanura, nése pér ¢farédo viere r gi i takon vierave té bashkitsiss s@ X dhe
glargdo vierd (& ¥ qF | 1akon bashkesisd 5@ vierave @& ¥, ngjarjet e rastit {X = x | dhe { ¥ = p | jand 1@ pavarur.
PErkaiEsislhl,

F{-’l' =x.¥ =J.-|}=P{I =x} F'{l" =¥, }pErIEE RihE r. e R, dhe v, & R,.

Me shamé detyra praktike, shpeshhert ndodh, pér popullacicnin e dhént 1€ shgymohen mé shumé se nj sheénim.
ﬁ‘ Keshiu, pér popullacionin nxénks & moshiés dhjeté viepars né Shkup, mund 8 vErehen njgkohisisht mé# shume.
shitnime. Per shembull, larmtsia, masn. giinia, ngjym e syve efj.

MNE rastin ¢ kEulg, kur pér popullacionin shgyeiohen mé shumi shEnime, shpeshhier® parashirohet pvetja shEnimet &
jang 1 pavarurs, Pasi gdo shénim Esheé njE ndryshore rasti, problemi sillet nd provin se ato dy ndryshore 1 raseit a
jang 12 pavarura. Prova bEhet me testin scatistik,

Per pupullacionin & dhigni 12 tit shqyriohen shinimet X dhe ¥ Me nivelin e réndésisé o do ta testojmé hipotezén
FETLE
H; shénimet X dhe ¥ jané & pavarurs;

petrkundlr hipoderés altarmative

H : shinimet X' dhe ¥ nuk jand t¢ pavarura,
La t# jetd X shitnim i boshkésise s vlerave B = {r,%...... 1} kurse ¥ éshté shinim me bashkising e vlerave R
= {¥,, ¥yees o ¥, | T theksojme se shénimet nuk eshté e domasdoshme 18 jené velEm kuantitative, ato mund 12 jens
kualitative. Pér shembull, nése X puraget giinin ¢ nx@nésve, mEhers hashkesia e vierave & X do 18 jed K =
{ meshkuji, feméra .

T




Testimi i hipotezis 5¢ parashirugr kryvhet nf baze (8 njé ckeemplar (8 realizoor, Pér kB qEllim, le 8 jend kryer mstjet
L2 o b njesive t8 2gjedhura rastésishi prej popullocionit, domuth, le 8 jeté gpjedhur ekremplar me madbis o Pasi
shqvriohen dy shénime, pér gdo njesi do v ekzistojng mga dy @ dhEnn. NE realitet, me matjen & ¢do njEsie ftohet nga
njé gift i radhitur {x, )k X #shig viera pée shenimin X, kurse v &shig viera per shénimin ¥

D Mise X purogel ghininé ¢ nxéntsve, kurse ¥ ngjyidn e syve, atfhesd nje realizim 1 ekzemplant t# rastit me

0 Pas matjes 58 0 ngsive (8 wgpecdhira rastEsishi la et

madhisi 5 do g jed kjo
{meshkuj, & kaliér), {feméra, i 21 ).(femitra, kafe) (meshioj, £ 21), (femm, i 2l),
ku elerents | paré ni gdo gift Eshté gjink ¢ nxénésit pirkatls, kurse elementi | dyié Eshtd ngiyra e syve i L)

fituar ekremplar | cili do i pécbEhes pref mgiflteve @
radhitur, Me 7 e shinojmé frekuencén e paragitjes sé
giftit (x, ) te ekeemplist i dheng, 7= 1, 2., r; f
] 5 Argherd frekoencat ¢ dhéng mund 18
paracgiten né labeli

Tabela ¢ késaj forme, ku te prerja e meshtit £ dhe shiylla § qéndron ebement . | cili paraget frekuencén e paragitjes
st giftin (X, ¥) né ekeemplarin e dhéné, quhet tabele o kentingjencés.

M mbelin e sipfrme do 1 njehsojmé shumal sipos
rreshtave dhe shiyllave, Le t& jeté m, shuma ¢
elemenieve né meshtm ¢, (= 1, 2..... § kurse A
Exhié shuma ¢ elementeve né shiyllén f j=1.2,..., &
Kjo & puragitur tabelarishe shihet kishiu :

Eshié & gané s¢ shuma ¢ & gjitha frekuencave prej r 1l
tabeiids st kontingfences éshté /A ag =3 Eshig sdhe b L My fEs M f
madhésia e ekzemplarit. Poashtw, & #shi¥é nomri i

gilleve prej ekzemplarit 12 § cili paragited vlera x, 7, Eshté numii § gifteve ku paragitet viera ¥, 0, BSME namri
i gifteve prej ekeemplarit né @ cilin paragates viera x, Ni 1€ njejign ményeg, pér viers 1@ fiksoar /=1, 2., & aamr
a EshiE numri § gifteve prej ekzemplarit pé ¢ cilin paragicet viera Yo

Meése gdonjérn prej frekuencave nE ekzemplann pjesEohet me madhésind ¢ ekremplant 7, &0 5 fiohen frekeencal
relative pér paragitjen e ngjageve pérkalése, 1€ cilél pér 7 mialt 8 madh, péraférsisht jané & barobané me gjasal e

", n i

atyre ngjarjeve. Késhiu E::' #shif frekuenca relative e ngjarjes

1,'_-"."'=r', I"=_1'l|_i. pra pér n mjaft o madh i=.F"'{.'If = !"'=_1-I_|}.
n




Perkatésisht, —L = P{X =x}. kurse B F{]"zyr-}. Tani, hipoteza zero 1# cilén e testofmé mund i shkruhet ne
it n

formtm M, P{X =x.¥ =y }=P{X =x}-P{¥ =y, }.;meﬁm i=1,2,...r; j=12.....5, qEnErealiter &shii
kusho | dy ndryshoreve 18 rastit ¢ jend t8 pavanura,

I Pér testimin ¢ kisaj hipoteze shiryt@oohet ky lost statistike;

., —
f=u§§ "xr”:

I Mése krvhen disa operacions algjebrike ng formulEn paraprake (42 pari fugizojme, kurse pastaj regallimin e shprehjes
=& fitwar), ajo ¢ fton kEE formé & cila &shig me e thjeshie pér njehsim:

¥ =n£ t iy -,

dnl -t Pl Pl

Pér testimin ¢ hipoteaés pér pavarshméri té dy shénimeve statistike X dhe ¥ shiryeézohet test statistika:

i

Per mivelin & réndésisg g = 0,05, 18 ieaohet hipoeza se modeli | awtomobilit , pezho™ éshié | pavarur prej
ijinisé s pronarit. Rezolltacet @ fituara duke shqyetuar 350 pronare 1 zgjedhur rastsisht 18 automobilave 18
dhina ns k& mbeil i@ kontingjences.

Ehike zgiidhien

M Me shenimin Xle ta shénojm# gjining ¢ pronanit, kumse
ahdpimi ¥ modeli i swtomobilit Pexho, NE baxs &
ckremplarit tf dhén® me madhesi 7 = 350, do ta
testojmé hipotezén: H: X dhe Y jang shénime &
pavamra.

Poashiu, shénimi X pranon dy viera Jurse shifnimi ¥
pranon tre vlers, gi do t# thoté se rom 2, korse §= 3,

& Mg njehsimin e shumave sipas meshtave dhe sheyllave,
tabels e ka kétd formé:




Tani, viers & statistikes § &shté kjo!

| et A o + + + —~ 350 = 7, 4375,
150700 ESEI{H 150-80  200-70  200-200 200.80

Pér caktimin e domenit kritik pér ke hipoteze, pér @& = 0,05, sé pan prej Tabelés 3 pér shpérdarjen 7, cakiojms
X iyeosne = Zioigsnyns = Langs =3.99147. Tani, domeni kritik éshig € =(5,99147;22), Vier e finuar e testit
statistik eshié = 74375 C, prej ku perfundojme se hipotezs zero hadhet. Domethéng, modeli @ automaobilic, pezho™

. MHr g an’ k(s 1207 S(¢
& =135

ik EshiE i pavarur prej glinisg <8 pronarit,

Juné shoyriuar pérgjigier @ 200 personave rassishe @ zgjedhur o ke dy pyerje:
1} A mendon =2 pirja ¢ dubanis £shté ¢ démshme pér shEndetm'?

2} A pami chuhan'?
Rezulltatet e plrgiigigve jané dhéng pé abelén e kontingjencés:

gfg.,.,m ;

In 3 10

Me mivelin ¢ réndésise o = (L0, o provoher se pErgligia o pyetjes s dyie a nuk varet prej mendimit 18 personave
e pirja ¢ duhanit Sshté e dEmshme pér shéndetin @ njerut

Lgiidife:
Ti shgyrtojme shEnimet X' dhe ¥ w# cilat paragesin pérgjigie né pyetjen e parié dhe 1 dyé, périatitsishi. Edhe &
ndryshoreve 1E rustit pranojné vlera prej bashkitsist s& vierave {po, jo}. Me mbledhjen sipas rreshiave dhe shryllave
fe tabela e kontimgjencés finohet:

Wiera = statisiikes dshriv

2 1 1
,r’ﬂﬂil[ nr Eiy N 30 N 10

+
160100 160-100 400100  40-100

Prej Tabelés 3 per shpérdarjen 3°, cakiofm F0 . o = Hiage-pin = Fise = 6,6349, pra domeni kritik do & jesé
= (66349, =), Vier e njehsvar ¢ test statistikgs = 12.5¢ € prej ku mund 1 pérfundobet se 1€ dy shénimet jani

18 varr.
ml

]—Efﬂ=l1.5.




Defvra:

(X)) Kandidasss pir kryetar ng njé organizaté 18 shiollés sé mesme jané njé vajzé dhe njé djal. NE ekzemplarin e rastit
mie maddhied 'lﬂ'fﬂ'jﬂ finaar rezulliatet & paragitura né ki @beld (& kontingjenoiés:

Femer 250 220
Meshiuj 230 00

Me nivelin e rendssisé ¢ = 0,01, 1 provohet se pércaktimi i votueséve 1 varet prej gjinisé sé kandidatit,

@ ME tubeliin gi vijos jané dhEné kategorizimet e 100 nxénéave sipas interesimit per lEndén ¢ matematikés - dhe
predispoeicionet pér matamaiken,

Moezatare 10 10 12 9

Me mivelin e réndesise & = 0,025, td provohet se interesimi § nx@nlsve 3 varet prej predisporicionsve B tyre,




PERGIIGIE, UDHEZIME DHE ZGJIDHJE E DETYRAVE

TEMA | > VARGIET DHE PROGRESIONET

T4-5 6 -1 L1 %1 5 LI n

_II-Fl-rl_l_: =i el R Bty | ™ v dg e B n "RETE e o T | =_;

@1“' T s YT Ty e M MNEe L ey @vasy
B s e i =(-1)"m (3) a1 2,3,5.8,13, 2014, 5500 1.2, 3,4, 5.6, 7. 8,9, 10
I+tn_]j|m1 n H."‘I';W ] + . 1 1 v " o by nF Syl Yy R " 1

() &1 1,7:0,73:1,732: 1,7320; 5)%;3,1;3,14;3,141; 30415, () 0 4,242,242, 1. WI684.2 1.
@ o moeatomisht miset; b) monotonisht zvagilohe. ﬁj ) monotoedsle svopiilohiet; b1 menotonisht et

@ a} monssaisht mitet; by monotanisht zvagibaket: ¢ Muk shig menetune, pesi per edo numée natyror & ven

fly Stk ot adhe ay <, G menaonish rvogeiohet @ il |ﬂ!.,| = 1. prej ku vijon se vargn gshid | pfreskinar

B 0 <, =2, pred ke vijon sevarg Skt | kufizuar;, ©) O<, <1, i kufizuas ¢ mek i@ & kufizar;

d) Lé<a, <42 osel<a, <2 . ikufizuar.

<z> (1) Vargje aritmetike jans nén a) dhe ). (2} u) Po, pasi sin’ 60" = zin’ 45" = sin’ 45" ~ sin” 30 '".II"
1 i L 1T I ' - =
b P, pash cos” 45" = cos” 60" = cos ;-:m T @iﬂm. by 325 I::S:IFJ'H. brdl; e =L5% 5 20a+b.

@ =3 -LL3% BT,9 000815 o LB 64,2 T, 10, B3, 16, 19,

- O X i .2
18, 14— NS B 42, 12, -2 =55, =83 ~12.
@ A T T

@ @ # a=10.5, =265 Win=16.5,=-552 (D ua=2,d=% b a=35d=2

] &
H,,,I-g S, =9 bia=2a 5, =Sa+36b (3 0L L-L-3. B 468, cri.i.i.ﬁ....

. +a
(5) Eshiedhini- 2, =3, g, =13 dhe §, =143 Prej ﬂ.=&,—’" litopmE g = 23, krse ime sbvindisimin (e foemula

3, =§{ﬂ.+ﬂﬂ}dnﬁmujmf 1= 11, Niryehiimin of ¢ cakiojemié prej o = g, +10d, douih, d =2

@) Dinetn: 0, =18.d =3 dhe 0, = 2L, b g, =+ (n-1)d, S, =" 2+ (n- 20,
Pre két me ziveadésim fitgime @ =21, 0 =4 {nukgshig zgiidhie), domethéng andtari | kérkuar &shié o, =—42.
@ o =2 d=l; 30, 50, B0, Udbeim. Té tre anilanit ¢ ojépasrjishiim ihénofi me s dhe sdl

9
@ 59,1317, @ J’FIE. Udhezime. a, =:_:-. d=1,a,=x 5, =20, bx=2




(1) Progresione gjeometrike jang vargjetnEn ), b) dhe §). @ 03 -612-24,.; b) -2, -6,-18 -3,

! 2 10 20 40
E|-."I1'| -Ir_---: ,,: . aj 3.9. 111 5'..": 18] e | —13-. —32. ;lﬂ,-..:
a8-42-loi 918625 @ ST g @

2 .41 - i 3 " ’
b ==k 2 @ o=l @ wazd23 'E‘z_’ v 0 -3302)% 3620

=

L] -k Ll i1
;I—LJ{—%)J[—% P 3-28, 20 o 2, *[%J,[l] _ T 1 une 2(8) Dot emadhohet 256 here.

@ wl m=4, g, =80 bl n=b g, = -4806, @ulﬂukﬂhmﬂ:wmq b dy anét ¢ formuls o, =aq™" filojmé:

A, = g, kurse pstaj kit resalitas & shiryt@enjmé nit formalen pir shumia & 0 aitave 6 pas, d muh

s e 2 =
5, = 9 208 7% 887 Duke i révendésuar vierst per &, 4, dhe a, nk harasing s =29"%  figjmz
g-1 g-1 q-1 -1
2048 - 2
=T- prejlug =4, Paptaj peci o, =a,g"" kel 4" = (03, n=6. by g=35, n=35,
(5) & =3, g=2. praprogresioni eshie: 3,6, 12.24.48... (6 9, Udhezim, Shihe deryrin 4,
(T Pre iushit 1 detyrs m_{q+ﬂ=+u,=3& dm.th Al Nise barazimi afrojma
j kushiit yrEs kemi : o .y : Nitap ¢ pasd ¢ ki
@ o va, =364 & (1 +q' =304
{l+.|;|-1-:i;'}:I o

e o ppesiiojmé me barzimmin e dyte, dio 88 fojms .:ra::-_'-l-.:"lz—l-l_'l-g-l-E:ﬂ. prtjkh:jl:ﬂ, q-':%_

|
(+q+q")(1-g+¢") 26:14
Prej o (2+g+g" )=26 fiime a, =2, 0, =18, Domethéng, skaisinjné dy progresione s siills:

2,6 16, de 18,6,2. (8] 5, =27 -1=4204967295,

47
Elkristojnd tre progresione i€ tilla, dhe ator (1) 27, =27, 27, - 27, (01} 27, == %—.—z e (I) 279,31,
. 1n-1 0 - T "~
(@) 8, = (10" -10-9n); Gahezim, 1= dis 1,111=M,..,m...1=m—'.
G ) @ g
@@l}n:l#ﬁ; b o= D43, @Iﬂﬂhﬁ by m= 24, @.]— A2 hr%.nz:
= i i
325 47 t | 3
| AL 14 1 33 3 2 Vo giPo, OSa, €5 1 L.
@ 2"3'4"%' g EE e clag i 141}"1:"““:!:?

<i|'> ab dfivergiesde, me dy pika s gromballimin, b divergjente, me &y pika 18 grambullimiz.

I.. -l I 1.1 | I
@ !’I'E:II+E+E—,+ +F*‘:!+:+§ 1--+2_,+qu.!|1|]'|. 0, <, . VEjOnse vangy hid s,




g
z) |
Fasi a, = |. =I—[E].{l_rli."ffl.mmfﬂﬂ’ﬁd?#guEﬁE!kuﬁﬂm,thEﬂu!uiiﬂmmmm.
-1
2

pl 2% T
(@) ima, =limb, =2, 2n I-: = +2,d.m.|h. a,<c,<hb, pavijesse lima, =2,
A—m = |ﬂ‘+1 ﬂ'l't a=1l —t=

@ il [jn:d} {sﬂ 'ﬁ-l @ al, gl d) konvergient] bl o) divergjen.

: 4
’ (B a) +==; ) oscilon; ¢) == ghoscilon Gla-x 0l @anns (Ha br%; a3

l]-e b che .‘”‘ by &*; chel.

‘{Lml] h]n—; c]=ﬂ @a}—. h}.. ol @'E}] h; @ar— by bs i 2: gt L

(5 n—-. M2 (& u:— h]— @ w T; b 0. Udbezim, (a=b){a" +ab+b' )=a' —b",

‘ @u—: by = -—, e 2(1442): -;h - u}i{z+ﬁ}; & :;:]!3_ @ a7 niE @ I%

2920 51 " 5 :
' 200t "o & “*'7_5' “"=‘ﬁ- @ we=n b2 @04 (1)6r3 0 (i) "';“.

FUNKSIONET DHE VLERAT KUFITARE TE FUNKSIONEVE

@ (@) F(2)=22 -243=9 f(-1)=b f(0)=3 Fla)=2a"—a+3,
@ F)=—t f(-D)=0 f(0)=k F)=Z f(2)=4 (@ e(2)=1 p(0)=2 u{-ﬂ-:’rf,- #(3)=2

(4w ffﬁ'}-flﬂlln_ﬁ:]:: =b+a perbea ) f[ﬂ#}.;{ﬂ_; }(“T""’J E_'-f"] asb-a+b athra—b_

b—g 2 p 2
x=1 ¥-
.lr[-"-'}_.l'r{_:r'_]_' ;i_m Xy
v T S W P

r+l y+1

1-x, x<1)
X =i+l .tal —ws+bh=] [a=-2 |40-4+3=-5 [|a=-I
Oaj flx)= { o ) Fix)= ! =1, @;J .L'd+.'.l i {b=—1' By {a+b+3-4 =='{h=2'

'!l
=1 x=0




(%) Lew jore PR ;1: =2 a) f{t)=0-2= fx)=2"-2
x

by Le 2 jere x+1=r, dmth. w=re 0, S5=me- =i e
Si{fy=ai’ -2at+a+bi-bic=a’ ~(2a~bli+a-bi+c= f(x)=ax’ —(2a-b)x+a-b+c

@) m D, =B b D, =R\{-2.2} 0} D, = R: ¢) ¥ ~524620 = D, = (==, 2]u[d+=);

=2x>0
ﬂl'BhIEHEEiDIE'_I:-:—#Hr_ E]{!-—I'E‘ﬂ Dy "{—h-u_.lUfI.f'].

@I a) Fl4)=[1.4); m FlO)=0; f[l]:%,' f{ﬂ}:(ﬂ.%} (|_|:] peStga D-H"u{ﬂla-%+m ke E]-'. F=R

(1) b =(2Ry' -, d.m.thb=y4F —, fomethint § = xh= xy AR —1°,

@@ﬂ ye=2x+X D =RV, =K fig. 1,

b} y=at—2x=3% dero x,m=l, =% Kulmi: a= ], == o, =g, I.-"I. =K, fig2

oy =E- 3 = [} Eshig asimpiosé homzoatale; 1 =) &8sk ssomptotE vertikale.
i

D, = R0} v, = E\{0}, fig.3

fig. 1 fig. 2
3 4
(2) L B (3) bz, =1 ose x,; =2 b) xix' —5z' +4)=(hx, =0 ose x, =] Dse x,, =42,

I
@) 0 == b 5 =il we &y, =34 (5} -}-=.=%+2brun .q:%ﬁbr.iez; T

.@ 0} x-3=1 domyth, 5,=-2 mse 5,22 b) FeZe=f dum.ih 3=—4 0% 5 =2,

L M PR
ra e

&) f (%)= Joos(=x) =voosx = (x). (&) w f(-x)=2-x) ~(~] - 2] =27 + £+ 206 =(28 - - 2" )=~ [x);

b} f{=x)={-a) +4tg(-x)=-x' - dtgx=—(x' +d1gx}=—/ (x).

@ a) f{-:}n{'-.r]'-|u'm[—.r1=f|—si11:|=.:’|tln:|=,|“'{.:r]: by f(-x)=




@ &) Fl=x}={=x) ~1-3coa{-r)= 5" —1-3cosx = (x); citt

) F-x)=(—x) +2+sin(—x)=—x"'+2—sinx® f(x) fi=r)= -{.I:I = 2asinr) e =f (x). Ad gl ook

¢ ft—x;I:i—x]*:J T PErA=EREN o methton. pie s i Fasksioni EstE G i 1nk, Ronksboni SaiE ke
{=2 peran=-LreN

2 _ill'l[—.l]'-l-tgl:_—il']'-{—l']']_'-'!il'.l.l"tg.l.'i.!l."'_Ei:rl.l"l'ta:l'—.l-':_' .
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I
@f'=]—l¥, =0, pra k=rgﬂ“=|—2.:.x=%. kurse y=—3+—;—[——1 ¥ A= ==}

b eesd5Y, ke k=1 pra a=il; j=-3 dch. Ad-3)
. s 2
@& oy =1:—3;#=:35=l;1:-3=t;=2. kurse y=2" —3-24 2 =(), Pikn ¢ kerkuar &shig A(2,0); by ﬂ[g-ﬂ}
]
@ S iwef kushiic k, = &, kemi (x—1)' =— d.m.ih. lr-l.r=-l kurse y=Inl="0, ALOY

T U S U [ g ey I—= N2 A(L~1n2).
I I 2

(&) Preikushtit & =k, vijon {'—x—1) =3¢’ ~4x 41} dmah, 3x' ~ 1 =fiy—d, pra £=1. Pikat e kérkuara

ahehisa ¥=1. Pikaqe shirihet né lakore v=x' —x—1 &shi@ y =1'—1-1, d.m.th.A(L=1). karse nit akonen
g3 cdx+1 Bshig y=3:12-441=0 pu B(LO).

= 4

(&) Prej x+ 3y =4 =0 vijon _-..=_§x+5_ Kaiewe prej Rushet pér normalizem 14k, -k, =0 vijon

1+(x —3_|J+31r-l-.5] [-ix—l;J:fr. . mth. 1+{3;:—ﬁ;+3}-[—%]= 0. Prej kB vijon 1-x" # 2x=1=(k x =0 dhe
x; = 2. Ordinata 8 pikits prej lnkores jand y, =3 dhe y,=3. pra pikat ¢ kétrkuara gané A{0,3); /{2.5).

@ KEncli nén i cilin priten lakoeot 8 dy funkskoneve Bxhig kind g2 ¢ formojn® tangjenia e lakores né pikEpracjes e ryee.

yux
¥ =

i) piképrera éshié zpjldhge ¢ simemia { , PikEprerjet jand A0 dhe 81,15,

Dériviti | funksionit éshig v =3¢ dhe 2y- ¥ =1 I:LTILHI.J-"=2L. ME pikén A, &k =2-0=1, magwents #ehté paralelz ma hoshtin x .
F
kurse pér lnkoren ¢ dvi@ & auk ekziston, domethiins tangjenta EheE normale me boshein ¥, pra kéndi ndEmmjer tyne Ssha 907, N pikiin

k, -k
B, k=1 % =11, e ki pas Eormmlis lﬂ{r:_._..l. keinl '.!‘F——%  — IF"EI'TI;'-—E"H

4k, ok,
o [IoE A (x4
b Zgirdhja ¢ sistermil {_1.'=n:5 Esheé :n-hhr ke L Pér k=0, y A A ]

= i P e

4 1

Vi [Aru'"]

].p-wh=l.j'=—

Pasi kindet e 18 cilés priten lakoret jané @ bacabeok o 88 giitha pik&preret, mjafton 8 ajebsober kindi 0 pikifn A, Pér

¥2
. - I

2 g
funksionin ¥ =580 .x kemi ¥ '™ cosx, i‘-,=%. Per funksionin ¥ = 0085 kemi ¥ '=—sinx, k= 3

g =242, kurse @ =arcig 242 =70"3143"

{DP&: x=1, v=1"=1"+3=% M(L3), [{x)=dx' -2x. pm k= [ (I)=41'-2:1=3,

try=y, =g Mr-x) HnIr=y+1=0 n:y—y= IIEIH}{I-&]; x+2y=1=0

@ Ejﬁ‘ai o kow f{=1)=2 ry=2x+2 n: v--—-ti-.r-li. Gifstitsdn & wngiensey dhe e

normales, b 12 x+2p=4=0) pfutsia ¢ aagjenses éshié 3,5; m: Zr—y-1, gjatésia e normabes ésheé 1,5.4/5.




@ Piképrerpet me boshiin xjané A{2,0) dhe -2, kurse ¥s-Zx. Mg pikea A(20), & =—4, kurse
fry=—da4d; nig-dy-Z=0.Mepikin B;kmd; {:vedeel nix+dy+2=0,
@ Pérve0, ' =9= y =43, Tangjentiin ¢ kivikoymd né pikin A(0,3). Funksioni Ssheé dhéné né formits implicite

s ¥ (0)m -2, pro & 5243y =0 =0, kurse e Ix+ 5y +15=0,

pra y=of/I—dr—g , ke yles————. 3
u"_g—d.t—x’

@ﬁtqmdajmﬂtﬂ.l}. B[ ;J _'r-{ 1} N pilitn A0, 1L ds10=0, pra ty=1. AL k= (=0 prar: y=1. Pasi
+

tangjenta gehid paralele me boshiin 4, normalja Sshié paralele me heshiin Fodmih x=U wer boskil g N8 pikén

| |
H[L: ] k=A== pn res2ie2=0, karse midx-2y-3=0.

Pasi k= '(x, )= 4, duhetoa giejme pikin. Prej [ '(x, }= 30° = 4, kemi 3z ~ 4, = 4. Zyidhjes

2 2
eburasmit 3, =2dhex,=—7  kurse pér g=2.0;022. 270, pra 200 Per = %. ¥ .(-E]'-z[-i] =_% -

ﬂ'[ 2 3 } Mépikén A, F: 3 =& m: x+dy=2=0 hasent 8, 11 10e-2Ty— =0k r JTc+108y+146=0.

]
(7)) Simetralin e kusdrunsic o dyté Eshat 3 =—x, kurse prej kushait pér paralelizemkemi (2 + 45+ 3) = (=x), dm.
.,1 1
ixtda=] rm --2-. ks 1.-={—§) —4[—-:-]+ 3-:--%, Kieficienti i drejimit i tungjeniés ‘dxns t={—.1r]'-=—l.

pri tangients xhig 4r+4y ¢ 13=0. Gime  angien.. -:smu—~{,,ﬁ+(- ==z

. Pﬁjll'+-ﬂ-"p 3=k vijon -*'-=—- ‘III"E-E.*; 2, kurse ¥ ---:Il_1 kemi :Il?—
14x' =28 I

Vijon x=4, pra pika takuese ¢ tangiemids exhié  A(4.7). kurse tangjenta eshie ¥=2x—1. Normalja #shid
n z&—T=—%{r—l}: x+2y—28 = (0. Cimesiasnommales Sshi nnhﬁ+{2]‘ =75,
i i !
@ Flagy=pix) dmih (-2 )= [20" + 3x- —dr=dz+d, IS -Hr-3=0 5 =3, =g
Lakores v =x"—2x'; per k=% =% A(39), kurseper 1, =~ ;.3, I?A{-E-i? pra tangientas jund

G 1Sx—y=36=0; 1 055-2Ty+2=0, lahores = x4 Jr—2, pikineakisese fans B-[]-J.j‘pdh:'l——?
b 185 —y=20=0s & M+ T0=0,

¢

® y=-Sdmm i LpuEI-y '_riu__'{: 2, ). P regulliondt ftojoni 3 v, — 37 = —x, + ],
J-':_ |||Il'| i

dmth £x, + ¥y, =it ¥y =7




O A B FAT-H1) 2R FAY M F AN A (2 A+ )
B la= = A h Ar '
I

¥, =M +3M0-3=4-53+IN-3=17+2A. P M=1, v ,=17+21=1% At=05, v, =18 & =01 v, =172
Ar=001, v, =17.02mfs, b 'r{ﬂ-{1!"—31'+-l}'-=41—3=4-5—3=!?. gl w= {4 -3 m/s,
@ g i=0s=1mv(0}=% a{l)=—4mis’; b t=25=2"-2-243.241=Tm; v(2)=5{2)=Trs;
a{2)=s"(2)=6-2-4=8mjs".

@le = SEms; o = 46 m/s’; by v=12,5mfs a0 =5,5mis" ) o) v=>0g083; u[ﬁJ ﬁ.;.p;s_ﬁ -z-njm

gmy w1 Z{=5in2|w=125m A= -11-airl-3-- = =61 mfs’
@ v=st)=r —4+3 a=35"(1)=2 -4, Trupl e ndérron kaben of moments kur yw 0, dmoths’ =4 +3=0
ase fo=1; 1 =3,

@ v=i"—%+1, per v=3 vimr=-3r-r1=5::.-4. t, = =1, Zgiidhja BhiE =2 sekanda

i

® v=s50)= 57 Tn}[ J e [ ]m.”__:.u!_
(F) 0 Vi =406 b v=R1204 21" = Okt =1 25k tm@_,_rmz+|f—§1? =10081

Ty =[ﬂ.5r’—1r}'=r—2=5—2=3. dm.th.. 3 shkallé ng selkomie.
10-28°
V=60 livy =64 +1=25, umse £="—"—=3128 ahul,  ({) a=y"(1)=a¢ +be.
@ I:EI a) Zvogilohet pér 3 (—o=,+oo); birricper 10 (—s=, 400 )i cprmenpir x = 0, kurse zvogilohel pir x < {);
b 2vopElohit pir godo A
@ Ih'r.i[l:l.pﬂr.t’ﬂ%. pvogelohel per x }%; b {x)=x(x' =4 )= x(x-2){x+2).

Pt LAt

== 7

Feerol e derfvanil 8 paré jand 0,2 ose —2, kurse lakirja ¢ shenis 5B derivatin #shid - g-TT=-7
Fixi=0 per xe (-20p42+o2), funkssoni rritet; F (%)< per re {=e,=21002), fonksioni svoggloher:
cimited per o (—sa, —1)LI{1L+==), vogitlohes pir xe {-1,1).

(3 w et pergdo xe BAf-1}: bimie per £€ (—1,1), zvoglonet pir xe (—e,—1JUI{1+e2).

2 =
(&) w fx)= {-.;11:-1{ = JI]!_II] )= l-x> 0 xe{—=,1). Pasi funksioni Sshaie peEruifizuar pér

- [EI',I]. kemi X & I:--l-l-,[}.l"l[ﬂﬂ]-[ﬂ.]}. Per & =10, f(x) vuk ekriston, domethiéng funkstoni et pér x & (0,1},

J'[x)< 0 por xe (L+eo ), pra funksioni zvopelohet pir ce [0, 2]NI1L 4o )= (1.2). Ke dujdes [ (2 ) nuk eleriston:
b writet pr 2 € (2,40=), zvopdioher pir & [—o2,1),
® aaf'[r]'=T— {aes }'Jn:‘ :Jnr (142) = 5 Retet por x> ), kv zvoglohet pés x <0,




Bl f'{:]:g-ﬂ" T {__.:: }'=E-:? {]_;'_;-! } Rrilet né [—%%}_ mvingtiohed né [—q—%}[:’-f-,w]
2) Rriter n [—g-ﬂm-nghl nn,g!lulmn&[%+ lh—.%ﬂhr} ke Z

!

L] f~,|:;-]'2m;t{cmx}*=—ulu1:, Mmﬂ[h‘%-h}“nﬂmn&{h,h+%} kel

@ a) [ (x)=—l+sinx pusi—] <sinx <1, vijon [ {0} 0, domethint fusksionl monsonisht svopilehet né gjithe
imtervabin nése, nit disa plka [ {x)=10, pi!kﬂhiﬁlpﬁ'_r=§+ Mx, ke Z, f'[x)=0. EEI HyEvOR; b 2vop
1

(@) a S e)==3 <0 svogelohes pér & R Nak ka viers chstreme: b) f (z) = 2x-5=0 pir x=§.
[*(x)=2= 10, funksion: ka minimum per.r=-g-. o ==-5i; €1 fixl=—dx' +dx f (x)=0 pér x=(kr=] dhe r==1
Fox)==12v+4, 33 x=0, f(0)=4>0, ¥ =-% perz=], fl)==12<y,_ ==2 pér
) maksimum né (1,5), minimum (2.4} b) F{x)=3{x-2) =0 p& gdo xe R\{2}, fenksiond graduslisht

reated. Muk ki ae moksimam, as minimam,
@ ab mimimum 0 {0,07;:(2,0), maksimam né {L]}. b _v':':.l"{-lr—ﬂ, y'=1 pér x =|,’];4—=%,

i RO |
¥ =iﬁxi11—txx=—:rl—1#ﬂ. Imn:ni.wn.mnrneIE,—ﬂ Per x =0, ¥"(0)= 0. Me derivatin ¢ dyré nuk
4 4_| 1,"1' 256

miand 1€ konstatesms? gk ka funkslond pée £ = (), do 12 shqyreopme shenjén ey ' 1) ne methinkn e piks x = 0.
Per shemball pér x=0,1, y(0.1)=0.1°(4.01-3) <0, kurse pér x=-01, ¥ [-01)= [0 J{4- (<01}~ 3) = 0,01(~3.4) < 0.
umth,  domethited derivatl | pare nE methinin e prkis 1 = () nuk e ndérmon shenjén, dom b, pér 5 =0 fanksboni ok ks vierd elsreme,
@ iy minirrwam o (04 0), nabosmum it { 2, 4¢ ), B minivmmses (0,2), @ s minimumné (e~ |; Bymasimomne (e ).
~2efet 4 xl )= 2(14 07 J(2r21)

|:,1't x4 I}1 :

1 - .
@ u) ffi'«'a":tf:—m'?'.f[-rFUPﬁI“i]: [Hx)=

f --{:}=‘="ﬂ'¢=-§{ 0, hmhmmne[L%]-' F(=1)= wﬂ >0, kamisisrusen 2 {~3,~1),

b mundmm ng ]——l
4 4

2 -32
(@ o Maksimuminz [ Z 7 nmlhuumnuiraf.-ﬁ b} makxirnursi na 5-.3"'5 L e ple.i .
4 |4 s 6 6
Leigjeit f{x)=axr’ +hr+c ['{x)=2ac+b Pirx=2, f(2)=2a 2+b=0, da+b=10)
Pir x=2, f(2)=a-2'+b-2+e=da+2h+c=—| dhepir r=l, g I' 4614 =0 Zglidhjae sistemi

da+h=0
8a+2b+c=~] dshig g=1, b=—4, ¢ =3, trinomi gshie f (x)="—4x+3,

ag+b+c =l




f{x)m3ax’ + 20 -36; §(3)=m27a46b-36=0 dhe f'{-2)=12a-4b-36 =0, Zgjidhjnc sisiemil 1€ dhited

eshte a=2,b=-3, pm f{x)=2r'-3r' -36x-1. Provose f*(3)20,a f"(-2) <0,

()0 [ (x)=dx" =16m f{x)=0, pir x=0dhe 1=22 (=120 16 f{0)=—I6<Uknmaksimem £, = f(0)=3.
Fo(£2)=32> 0 kaminiitume f_ = f{2)= _r'{-l]z =13, Vlera e funksionit n® kulijé e inlerabil paibiten me minimemin. Viem
mi e mmadhe shatt £ (0) =3, kurie me e vogla f(32)=-13

by Viera e e modbe Sshed maksimumt £ ()= 2. Vieramd e vogsl aming nd kufijlé e istervalit. dm th, £ {(#2)=0,

x=y=15 = - [_ 1——‘_] 'E; E
D @ 5715 @ siomiinlimms gl om0 e 3 )enfy

(3 Brinjét e drejtkéndishit le (& jené, fig. 1, fdhe y. Sixg)=1- ¥

Prej ngjashmérisé  mekindéshave ABC Ee (PCvijon AR : QP =CC, :CC,. dmh

(0= a4y = 222 - H20-20) 20 Ve
i ; : g 1

Sio= %q;_'if*s'[;} =() péir x=35, _'_-'."g,;}::—g <l), syprine &shit maksimale, pra x=Serg y=2cm 8 =5-2=1lcnr,

@ Lo i jesi x bemnza e kabrorit e el dubst il prebel poe gdo kil 8 ke Buen @ kubiss &h
drefihindesh me bringt 32-2x dhe 30-2v karse lanisin &V (x)={30- 22 ){20- 2x) x = 4x' - 104x" « 640,

y ' i
l.-"l_::]=]1:1—1‘|]E‘:+Mj:l.-"U]:I’.I:A:d:.::l’ii. Zgjadinja ashed 1-15% @ pa mundshme, ©= 4 &k 2gjidhie.

Vix)m 247 =208V (4)==112<; pra ¥V, (4)=1152em’.

CI Mése baza e trekéndishit 8chie X, :l!'hﬂi-lrnhub-T kurse [arttsin = [“;I]_E]'I P
P s
seboned oS (2T TR, a5 s bt s et -2 e

makeimale. f'(x)=2ax(a—3x) f (12)=0 pér x=0 dhe ;=§, £ix)=2a'-12ax, pér x= %.- _r[% |

¢

o
Syprinn S maksimale ndse brinja o reksndeshdt Bshid 3 (L. th. tekéndesh 1 kErkuar eshild basbrimjes,

@ Le it pestl & grvema e hazds me e2 vogel, kuarse ¢ lort&sia e trupezi fig. 2.

IS':[EF;M:I=tr+x}.:ﬁ:_‘k=1~|‘f1‘—1!:j =-1r+_rj-.|rr1—:’ =-,"l{F+I]I1T—J'J.
43
I.ar r dhe }'-r—

2




@ Bzt e trekendéshal & brenidas hicruar e 08 petd pasalele me bazén e madlse, kurse maja n? Kolmin e Sazds me o vopél b elpsis
Nese Alx y), miherd hars AR = 21, lansis

Zx:(b+y) Alxy)

CC =b+y, pm 5= = xils+ v}, Pref barazimit 2 elipsés vijon

r=h E—;qf—fﬂ;::% I'E,.ilT_.;T pra S-E\ib’ =y «fb+y), d.m.h.

52;:; b+ Y (B= ). Syprina ¢ wekénkishic tche maksimale pse .
Zaby3
a

b
Flv)=(b+ ) (B ) kaviers muksimale, Prej ki vijon Ixmayiihmbty= -1’_:5'"' =

.1
@ E‘rEj':‘I:-:rrr:'frr”.' lem-‘:ﬁ E .|:Il'!:_|.f'l':=,:|::'—.l':I kemi HFE'\Ijﬁ—r’:. pra Viri=4ar A= s
r F

Vir)=dmd 36 —r*, Vitllimi ko maksiomm nése £ (F)=36" —¢* kn maksimam, = 32; 4 = 12, kurse ¥, T2zem’.

@) F=1-H, "’=3l": xH:-;r{ld.i—H‘]-H, dm.ﬁV{H}:%m-ﬂrﬂ—H]j. preiV (H#) =1, vijon H =43, kurser=4/f

@ Leid jeed ¢ rreee e bazés, kurse & lor@sia e cilindnl

Prej ngjashmasisé s inekéndéshave GBS dbe O,8,8, fig. 4 kemi :
RZF-H:{H—.FI}..#—H"Z_FJ; "{r]lrrzﬁ-fﬁﬁ[r!ff—r:}, Fir)=i
2
Pﬁr:H;h=£, k'm:n-e1--"",._=r‘m':iI H.
3 3 27
gy G| ~sing +kcosp) _y HC A s bam)
Flvl= i Fle) =0, 0k —singp+kcosg=0, dm thg=arcigh Flg e
® (coup=+ksing) e Frdre (congrrksing]

Perg =arciek, sing—kcosp=10 pru F"{#}? [, damethéng force ka maksimumin nése ¢ = are fg £,

i
@ (D) w y'=6x-305" y"= 6605, y">0: 6-60x>0, Pic x& (o) fusksiond g koalkay,

k|
v i) pir xe [I-la.mi fumksiand shté konveks: b) y"=Me(2x-1}) ¥y~ >0, pér X€ {—w.u}u[%.m ] funksiani

'] 4

¥ i
Eshié komkav, ¥ <0, pér :t[ﬂ.i} funksioni Bshid kinveks. @ a} ],."--_11_ Konkay pér 1€ [—e=,{1),
7 &

konveks pér xe (U, 4e0), byPE & {—1,1) konksv, kurse pir 1 {—ee,~1)LJ(1, +oc) - konveks,

@ al f"{x]:i. F{x)n0, pergdoxe D). Mok ka pika & lakimit, b) f'{x}:i, F{x)=10, mse

(1-7) (1+5)

r=0 Pér x=0 f{x)=0, prapika A(0,0) eshe pikn e lakimic.




b f'{ﬂ=%¥% [ix)= ﬂpﬁu“l'; _r[ J:]=— ()= 0 pir 37 =230, :e{ —J:}J[

") e _1@ at 23 3 al e lakdemat.
kankay, J "(x) ﬂpﬁru[ \I ]I-:mm:hﬁl: F[ “I’;den F[J;-#] arpikat & laki

(B () =cof x4 1f‘{:}=-si 1+£] F(8)=0 pér x+2 =0 dhex+ = =mr=-" dhex= z*
3, ¥ 3 3 3 3

.n]_r {_:_-]u ]‘, F{x)w 0 pergoo xe D, Nuk ko pils 12 nkinir. Konkay per e (o, 2), konveks peérve {2 oc).

_E Y

j’{:}:-ﬂrlﬁs:m{:r l'.l,dm:lm-u-l—{zrre[j 3‘llr[.l!']{{l[IEHI:LII‘{I+-3.—}:-II,d.J11ﬂI.ﬂt:+1-=mJE[ 33

4

T & n \
Py x=——.fl = |=D == A= =0 Pkstelsdmi £ =0 F £ =01
! 3’[31' e 3f[3:|D : '[3}*(3 ]

E

o}a(Ea)

Konksv & it [i—x,,ﬁTt} konveks mé [—%11?:\} B f'{I:|=-4HlI§T.I'. Pika # lakimit jané -P.[

e B C e e
a) fo{x)=(2+4x Je £"(x)>0 pérodo namer real Konksy of B by f"(x)=(r=2)e™; f(x)=0

pir £=20(%)>0 pEr 2> 2 konknovpbr e (24sd) £ (x1<0 pBra<?  konveks pir 16 (—eo,2) Pka o lakimit jani

=2, f(2)m2e” e P(22e7")
f!':l b f {x)}=1-In" x4 5 2Inx ~I~=h1’.:+1in:. j"{:}:%{Inx+]‘||-_.l’"{.t}=ll Inx+l=0Inx==1 x=¢".

.ir.1-ﬂ':" 0, nése Inx> -l x> r";_f‘t_:]-::—ﬁ, nEse nxe =1, 0« r e Fonksion tehes konkay plrrE {E'..'I"ﬂ"}.
kanveks per 1€ (0.6 )oper x=', (e )=¢" -{ln{-: ']]1=£". Pika o bakimic Ple e ).

) 1
Wy [.t}x? Muk ka pikn t& Inkimit, f"{x)> 0 pér¢de £ >0, dm.th.. fonksionl gshet konkay par xe {0, se0 ),

@ ) D, xe R nuk eshid ax gL, o 1ok, Nuk ka zero, prece e boshtin y (0,2), nuk ka asimpeota,

7 3
K minimiisi _-|,-=E F‘E'F; P.Er;:ar-g nikl[&f{%nusihhﬂ.ﬂukiﬁpiﬂtﬁ lakirmbt. funkssoni dqhsé konkay, fig. |

£




) 1 pibekoafizisar piér do numr ceal, dmoh, Dc xe B Zapo b funkssonle fang x=-2 dhe x=1. Pregja me boshtan p (0,2}, Pér x=-1
ket maksimume: ¥, =4 P& x=1 kaminimum ¥, =0 dmeh (18] i (LO) . Pika e dakimit ((L2), fig. 2. o} I perioufioe pir
X6 (—o=+=), Funksioni #shie gift, pre prafiku #shi® simetrik né lidhje me boshrin ¥ derod  jund
x =i, x5 =+42: (0,0, {U. \l'-"i:}. [U.w.l'ﬁ]. Prena me boshrin ¥ (0,0 ). Viernt ekestreme jane x =10 ka maksimum,

B
3

LR =]

; - VK]
Veu D P r=i] kamimmem, y,, =-1. (00) i (£L=1) Hknﬂlakurd!jaﬂf'[--j— - dhe £

koveks n2 [--‘Eﬁ J koikay oFf [—w‘—%-ﬁ- }J[i:-a—.-rﬂ ]. fig. 3.

L R |

\
/

1 1 1
{:#3' i) | peckufizvar p:r::—;. Dy x& {—N.—E | [—Em} Muk esheé as gifi s tek. precs me beshtin £
)

| 1 1
[-2.0). prerame boskain v (0.2 ). Direjréen v = 5 Echb® asimpinik horzoniale, kurse & = o asimpioin vertikale, Kir X =% = pre

1
mjtas § — —aa, kurse kur X —*—E prej djathtas y = +ea, Nuk ka viera ekstreme, monolonisht zvogglohet pérgdo x& [), . Nukka

1 I
pika 1 Inkimat, konveks né [—ﬂ'ﬁ' ——} konkay né [-*E-I-N] fig. 4,

b

bt L xe [—em, o0 ). Funksioni Bshts ek, grafiki éhté simetsik né lidhje me fillimin = koondiamtave. Pika (040 piképrerja me boshter.
Boshti xéshii ssimphote horizontabe, 88 (1,1} maksimum, né [ =1,=1) minimum, rritetné (=1,1), zvopéiohet pé (—==,~1JL{1,+=).

Pikut e lakimiit ﬂ{—-.l'i—"?} P{0,0}. ﬂ[ Jﬁ%} Konveks e (=43 JU(DW3): koniav v 5 e (=3,0)U(/5, 40, ig, 5

@ u) [ pérkufizoar pir d—-x' =0, dmuth. 0, 1€ {—oa~2) (=220 L+od). Fuankssoni Bshié sk, grafik Ssheit sametrik

nié liclije ee fillmin ¢ koordinacave. Pika (0,0 #shes piképreria me boshiet ¢ koordinatsve. Drejitzar v=-2 dhe x=2 jan¥ asimpiota
venikale, Kur & =+=2 prej majias ¥ —+4=o, pése £ — =2 prej djathtas ¥ —>—== Kur ©£=+2 prej majias ¥ =++o, pése ©—+ 2 prej
djarhens ¥ — —=. Boshth x &shid asimpootd horizontle. Kur x — 0, y =), n#se 1 —p—oa v —-+,

Jﬁ+4r

Fix }'{ o7

Fonveks né {~2,0)L(2, +=), konkav né (=~ ~2)LI{0,2), fig. 6.

. Funksioni nuk ka viem ekstreme. [ [x) > 0 pérgde X Ly, monntanisht mitet. Pika B {0,0) #ska piks e fakimit

T S




fig. &

fig 7
b | perkufizuar per & — 45+ 3= 0 0 xe BA1L3}, Mk st gift, nuk gsbii ek, w=( dhe vt jané zero tf funksionit. Drejiées ¥ = 1
dishi asimpeoté horizontale, karse 1= dhe xe3 jonE ssomptots vertikale, Pér ¥ =2 ko minimum ¥ =4 Pér > I migel, piir 1< J
pvnpebobet. Mak ka plica ti lakimid, fig, 7
(E}HJ D, xe B Nisk &shi as gift, nuk ésbid us tek. Pér x =), y = 0, Boshti ¥ &ibté usimpeoeé horizongale
Kur X —# =oa, v =b 0, nilse r—3 $on, y —3 4os, y 200, piir gdo x o 0L Pér ¢ =0 ka minemum, y =0, pr x=-2 ka maksimum,
V.., =de"; Reiet né (~s9,~2}, {0, +0=) : avogitlohes ne (~2.0), fig. 8,

b 2, 1 e (oo, 4es ). Zego ¢ funksionie Sshig o= 0, dchig k. ¥ =0 (boshti 1) esheé asinptots horizoatale,

V2 V2 - V2 o F

Wiernsksireme pér.:=T kg maksimum ¥, -T:.' . p!r:l-T minimiam ¥, =—T-£'-i-

Piku 12 Inkirmit :=—%, =41 dhe xn%. fig. 9.

'@ u) [, xe (0,00 ). Zero e funkeonit kshiz vel dm.th. (1,00, Viers ekstreme pér x=¢' ka minimuam
¥, ==, Nuk ka pika it lakimit. Konkav pér gdo e I}, Zvogtlohesnié {0e”' ) ; Rritet o8 (e 4= g 10,

|
| y=k-Inx

fig. 10 fig. LI




by £ € ((ltoe); Mok ka pero, auk #shie os gL astek. v >0 pir 22 D,:  drejitzn =0 #shié asimpiond vertiale. kur x — ()
pirkatesisht ¥~ +o=, Pir ¥ = | kaminimum v, =k pér 1 (1) svogBlohet. Pér x e (L= ) rriter; konkav pér 1 e (0,400,
fig. 11,
@l oy Oy xe Bl Fero ok funksionit .¢=—E+h. k& E; Perioafik me perinde 2 vier cksireme

3 =ginz-cosxy =Digr=Lx= :—-r kx ke, pér _-:=5T1+ e, v i,

5

2
Fumksioni ka minimum 7, = =2 5 - ~2; Per £= E +2km, y i {x )= 0, Tunksioni kn maksinum y__ = 2: Pk 18 Lakimit

'
jonnsE F[\i:r—%.ﬂ-]. domih, garot jand pikat e lakamil, fg. 122

pegin’ 1—3sinx

A

] !
Py

b - 2"
£ A B
* a 'H‘- & 4

fig. 12

w
—

fig. 13

by 2 x€ K, Femoi funksionh jmé x = &kr, ke & Perlodik me persode 2x;

I’I!r.t=§+1.t:t.iez kn minimon, ¥, ==2; Za .|r=—»3:¥+1|l-.r,hi £ kamaksimum ¥, =4, fig 13,

GIASA

@ (@ =vg=12. (@) =115 =14,

@ (1) Q= {(stema, |}, (stesna, 2, (sresna, 31, {seermn, 41, (svema, 51, (sterma, 6}, (koka, koka), (koki, siema) ).

(@) O (DMEMEMZIMZIMLSMA AT MASHZA D AINZASL A2 1423044250,

(3D 0=, 3 2h |, 2 €1, 2,34, 5, 6) e & Eabith swamt § pikve i sarin o pos, 7 — manir i pikinye o
zarin e dytil, kirde - numel @ pikave | ezl @ ek

A= [y D5 ye {2 4,6}z (1,3, 5 ), B=|{xy 2} onzell, 3,5},

C={{r.v,2)|x ).zl 2,3, 4.5.6). c+y+2e |4,6,8, 10,12, 14, 16, 18} }e
D={xyoxyvze(l,2.3,4.56),x=p} = f{r,x.0)| x.z e {1,234561},

E={(xp3) |xpze (125,46} ), F=E




@I Nise O parsget deshiimin, kurss 1 12 qelluargm, algherd:
Q= (1, 1), (10,00 (10,1, 1), (1.0, 1,00, 40, 1, 1), (0, 1, 0), {0, 0, 0y, (0, 0, 1, 1), (0, 0, 1, 0}};
A= 0L 1000 0,1, D) (1,0, 1, 00, (0, 1, 10, (0, 0, 1, 1))
B= 010, 00 60, 1, 1) 00, 1,00, (0, 0,008 €= (1, 10,0, 1, 15, (0, 1, 1)}
-[:JE-.-\A,.-'L, C=AA, D=AdA, E=AALUALUAA, F= AAA+AAA+AAA,
G= AAA + ALA +AAA, H =D,

(1} Prej kushteve s detyrés FLA) = 0,95, A8 = 0,98, kurse AAH =094 Ngjarja € = AU &, pra

PIC) = PAU Y= PLA)+ PUE) - PIAR) = 0,99, Ngiara D= AR = A1 B, qé vijon prej ligieve 18 De Morganit,
Prej kitu, P{D)=1-P[A8)=1-0,99 = 0,01,

@ Bashkiisia e ngjarjeve elemenare £2 = (£, E, £, £, |, ko £; éshté parugitur nuanei 4, f= 1.2, 3, 4. Poashiu, g = K7

ks K Eahuit koeficient i proporcionalitetit 12 cilin do tn caktojmé prej koshtit o+ 0+ o+ o= 1.

Késhtn, K11 + 2+ 3+ 4= |, dmth A=1/10, kuse p= #10, 7= 1,2.34. AA)y=p+p=03 AH=p+p=05

@_.j =i lspe 1,234,561 ). Numd i slementeve né 3 dshes V7 = 67 = 36, Nése A gsho ngjarje: shuma ¢ plkave

£8 dy pareve Bxhig 10, atghers A4 = ({4, 0003, Ski6, 41}, dom.ih, ekzistajng 3 mundis 18 voliishme per pargiten @ ngjazjes A. Prej kéto,

P15

12
@ Mum § pérgpithshim | zgiedhjeve 1@ mundshme 1 3 prej 5 gintésive t8 ofraarn, Bhtd O =10, Mése A dshié ngjarjs: Prej e
sepeenildve & zgjedhar 18 formalue rekindish, sigheré A do i@ paragited nése shuma e gialgsive 18 glarédo dy segmentgve Exhié mé |
i prej pEEsieE sb segmentil 18 e, Pred ki, mundess i volishme ka glitee) 3 Ao jams: (2, 3,40, {3, 7,91, 14,7, 9} Fiojmé

EP{AJ-:%-D.J.
@ Finuese [ant boeod me pumrin rendoc 20, 40, 640, 80, [0, pra Fld]=ﬁ=ﬂ.'ﬂ'ﬁ- Ojasén e npjares 8 do ta pércaktojmé

e .
nisplrmer ghasis 1 ngjarjes s kunderts 8 : asnisra prej dy loiove i blerm nuk éshi2 fuese, PI8) = E’-— = (0,900, Teni, A{8]1=0,098.

]

Cﬁ} ), = 455 skt numel | pirgjithshitm i mundésive prej 15 Numbave & sgiedhen 3 1 cilut juné thyer. Le 1€ jei2 A ngjarje
Itamiba 12 thyera gjithse] ka 180 W, Munditsi & volitshme pér paragitjen ¢ ngiarjes A jané keto: jané thyer 2 llamba prej nga 40'W dhe
| Mt prej 100'W; o5 3 Ummiba prej ngn 60 W, Prej ki, musdisl & volitshme pés paragitien « ngjares A ka gjithsej C5C) + 00 =73,

-

e
Kiézhtw, Pld}= Iﬁ-.-'! =16,

(1) T shenojmé giaries: A: nume i terhequr éshit gift, B aumei i térhequr ésheé i plotéppesétueshim me 3.

PLARY 3.""'1] 1
5 asen kushions fi g Al =——= -
pas pErkafiziomb per g 151 itme s PLALH) PLE) &.I'EI] 7

Le 12 jeis 4 ! shenpan & ka gélluar shEspestnin o gaujgen 7 or= |, 2. Prej kushieve tf desyrés A4 ) = 303, karse

FiAA) _3

AA A =05 Keérkoh kishiore PiA, |4 }= ;
= et gjasn kishiore PLA, 14 )= PiA) 8




{2) snenajmi

B parapaguesi nuk ¢ ka gilivar shifrén ¢ baroer 0@ dy pérpiekiet e para, poos ka gElivar né pErpikien e treti,

A pamaqagues ¢ ki gelivar shifrén e barvar of péepjelgen 1 7=1,2,..

Té vEreymi se ngjarjet A nuk jane t& varmira, Perkasisshi, me gdo shifér jo o géllur rvogelohet numn i slifrave grej 12 cilbve rjedie,

?ﬂgi&nﬁﬂdnﬁrunupld.riﬂ:pmqumﬁnuhqﬂlnnﬂﬁmlipam:h;nzwiﬂcr&dyﬂ.wfntwmd.mm.B=.LT:.-I.,.

Pér gjanién ¢ kénaj nginrie kemi: £ (8)= P4 )P (4,14 )P(4,0 A1),

uyShifra e harusr esheé njéen peej shifeave 0, 1, 2. 1), Gjasa gé ta déshion shiftin né pérpjekjen = paré éshie P[4 )= %. pasi 9
. i = =4 8

shifra jani gabimisht, Pédkmiisishi, Ffﬁ.: 1A )= o pasi nése kn dichmar pé pErppekpen e park, ngelin edhe @ shifra prej & cilave 8 jani

. —— 1
gahim. Mi fund, F{r‘l, I .-'1.,.-'-;]‘- E pas dy perprekieve (& deshiar, ngelin cdhe § ghifrs BB mandsiime, por velSm mjera EshiE e vérem
M zévindisimin e formudiés paraprake. piir gjasén ¢ ngjarjes & filcher A H= 1000,
biParupaguest din se shifre Sshu? gift, pra egpedh peeg shifrave 0, 2, 4, 6, B, N& o njfits ményre sikurse paraprakishi

P:H}- _____ -

@ PIMATEMATIEA) = F{M 3 PCAILM 1 PT L MA)- PLE | MAT ) PAM | MATE }- PLA| MATEM )-
WP T MATEMAY- PO MATEMAT ) PUE | MATEMATT ) PLA| MATEMATIE)

£dvd ]l A8 0110 I

e ] r——

"W 9 ET65432 15200
@ T'i shéncimé kito ngjarie: A7 lojiart A wrbeg wop 18 bardh né iérheqien /i€ tj,
B Lojtsri B férheg top of bardh sé chegien 18 6, =1,2,.,
L& Fivon Mrjtani A,
Mgjariet A dhe & jard ngjurje 1 varura, pasi gdo sirhexje voret prej ecurisé parprake (lopat e Erhegur kithehen ng kuas,
Mgjarja 0 = A + A8 A, kurse plr gjasen e f fitohet kjo;

P(D)=F(4)+P(7)P( 13 )P (41 35)

() Muiarser A dhe B Je 12 perkufizoben b i€ njijién ményré sikurse te detyra 5. Por, tani, pas g Erhegje, lopi i térhequr kethehet
o kati. pra gdo eksperiment pasandbes krybel ng kushte (2 ojéjta sikurse parapraket, Kjo do 12 thaté se gdo ecor pasprdhitse nuk do (@
varet prej parnardhesve, d.m.th. A dhe B jang ngiarje & pavaruradhe AA )= A8} = 477, por be tf jet# O ngjarje: do @ fiton lojtari

=1.2...., pér giasén B fisohet: PUB) = PUA PR, )+ PUA ) POB PO, VPR, |+ PUAPUE A B, IPLA PR, )

34 (3% 4 (37 4
=ommiamfe| e=| = — | b—— :
i [?J T+’[TJ T Wessa




@F"ﬂ-ﬂ Udhizim: p caktofet prej kusbtit 0,3 + 0,2 4 p+ 0,1 = 1.
Pll<X=5}=PX=2) +P[X=4]=0,2+04 =05
C- 2} Bashkésia ¢ ngparjeve elementare gshit kjo £2= ({1, (300200, (2.30 04 1004, 30024, 10,02, 4,33, (4, 200, (4.2 53]

Prej kétu caktohen shumat ¢ mupdshme 2 numrave 2 sérhequr pred iopave t2 iérhegur. Al faok; 1, 3,5, 7,9, prksi@sishi baikkisia e
vierave 1€ ndryshores sé mastit Xéshie £, =[1,3, 5,7, 9}, [ shénojm ngiarjes
A : dshed Echequr top me namrin 4 =1, 2 3 4

Tani, ngarju (A= 1} do 1@ panugilet, nise né térheqien e pard fitohes numn |, pra giasa e njeshis P[X =1]= P[.ﬁ]:%. Dhitkoe b pasier
parasysh ngjariel elémentare, agrna [X'= 3] do |8 paragitel, nése né Erhegien e pare fitohed nomm 3 osé nése né dichegjon ¢ pae filoket

izt 2, Murse nf tErkegien o @y momei [ Preg kit gjoesa et Sshid

L | ==

PIX =31 =P(A, + A A1 = P&+ POAJP(A | A =11
Duke vazhduar né i njéjién minyrg, fgmis PLX = 5] = PIAA + AL = FIAIPIA LA )+ PLAPLA ..1”'.-1%;

PIX =T} =PUAA + AAA + AAA) =20 PIX 8] = PIAAA +AAA) ==,

1 3 5 7 g
Késhm, X |
b % [I."# I T I - l."lz]

Ndryshorga ¢ rastic ¥ peanon viern prej bashktisiss £ 01, 2, 3], Pér cabumin ¢ gjasave pérkaidse i shiinogme ngjasjer B né
ifrheqien ¢ do b8 fikohet numés ek, /= 1,23,
Atehert, ngjarjn [ = 1 | do i parngites, nései né iérheqjen ¢ parkt fitobet numir ek, pra glase c i) s P{Y=1}=P(B F24=1/L

MNgjarja [V = 2} do & paragitet, nése né igrhegien ¢ pard fitohel numier gift, kurse o8 12 dyidn numér ek, pra

i | ==

PY =2)=F{ER,)=P(B)PB, B )= %

4 | 2

L 23
i T T

Nise varhdapms mé wije. filopmé: PIY =3 = PLE A, = PR PR, VB PR, | BB, )= ﬁ . ilmth ¥ [

' 1
@X:{]:‘I ”1‘ lid 1:4}Udhﬁzim:?urm*mnﬁwnjfhrnnﬁnytﬁﬂkurmglmpﬂcﬂ:dw:ﬁmpﬂmjhF.Endr}-smnﬁi

rastit ¥iné degyrén paraprake.

@ 7. 2 3 4 5 f 7 B 9 {H I 12
11436 2/38 3738 4/36 5736 6/36 5136 4)36 336 M 1)3s

siburse ¥ deryrid & mdsimat paraprak, pér shum b numesve @ fitnar piotd hudhjes s terraedar,

]. Ldbsizin: Purshel nf 18 njépsn minyri

4
f ] 0,51 . 0,49%, péri=1, 1, 2, 3, 4. Kihi,
A

(5) Véne se X=B(4,0L51), Prandaj, P{X =i] =

L L 1 2 3 4
100576 0,24 03747 0,26 0.0677

T




(1) 7' shitnajmé ngjarjet A, makina - eshed prishur giaie ditey, £= 1, 2, 3, 4. Keto jant ngjarie t& pavanies dhe
AA =01, A4) =02 A4,) =008 karse A4,) = 0,1 1. Mdryshorga e rastit X - numrd § makingve 12 prishura gias dicks do i
pranon viera prej bashkiise 8 = {0, 1.2, 3, 4] Pér vierast pérkaidee finohel

PIX o0 = PIAALAL)=0,90,8 0,91 0,80=0,583128

PIX =1 =PAAAA + AAAA + AR AL + A4 AA)=0,340318

PIX =2) = PIAALAN + AAAA +AAAA + AAAA + AAAA+ AAAA)=0.070178
PIX =3} = PLAAAL « AA LA+ ALAA + AAAA)=1,006178

PIX =4 = P{AAAA) =0,000108

oo i 1 2 3 4
Terfundimasht, X | i

0,583128 0340318 0070178 0006178 0,000198

“@ EX=325, Dx=13875 (2) EX-2,648, D= 2049,

@ ShEnopmé A : shenjtari ¢ géllon shénjesirén ng pérpjekjen 7, i= 1.2, 3, 4. Ngjarjel 4 jani € pavarurs dhe

Pld) = p = 0,6 Ngjarjn ¢ restit A = oumri § shenjturéve n# sh&njestér,pranon viers prej bashkésise
R=11,2, 3,4} kurse pér gjasat pésicatise fitohet:

PlX=1}=PlA)=08

PLX =2)=PlAA)=116

PLE =31 = PLAAA) =0,032

PIX =4)= PIAALA + AL L) = 0,008

| 2 3

T’""x'[u.s 016 0,032 0,008

J Tani, EX'= 1,248, DX'=0298,
(&) Lew jere Xmumari i pikave i zar, ¥ mamri i piknve né zarin e dyté , Atehers X dhe ¥ kan shpérdarie i njgite, s péreakniar me-
I[lEEiSﬁ] I.l'lIEJ:Sﬁ']

6 /6 1fe 16 146 1/6 'iirﬁ 16 1/6 Li6 L6 146

diee Xdbes ¥ pamid nbrychowe 08 npjarpeve 1# pavaners pass memdBaen ¢ ajint zar ndikos e et dhe araspelbias. (Hejmé EX'= F¥=13 5,
lowrse Y= DF = 35/12, Me shiryi@zimin ¢ vetive 1@ pritpes mateimsiike dbe disperzionli prej shumes 2 dy ndryshoreve (8 aglarjeve

i pavarura F rasii fitohet:
X+ T =EX+EY="7, DX+ Fy= DX+ DF=TW12=3%6,




STATISTIKA

@ @ Shémimet kunntitative jang: intenencti 1 Hambés, madhdsin (nd cm) dhe peshnkurse kuslitative jand: ngjyra dhe
mregullshimerin,

@ Ekzemplar t& mundshém me madhiisi 2 jané: 2.2; 2.3 24 2.5: 3,20 3.3, 3.4 3.5:04.20 4,3, 4,4, 4.5, 5.2: 5,3 5.4 ose 5.5.

Virzjtje: me shenjén piké-precsje {1} jané ndaré ekzemplasdt ¢ ndryshdm

@ v=11,5. YEme ndryshore rast si funksion prej ekzemplarit 18 rast, karse - Bdhig numén real, | cill, £shat i realie,

wlera g mifiryshores s rastii ¥

(@) T snnjmé ngjares

Az né bmdhjen ¢ -t¢ tetraedrit eshié filuar njéshi, = 1,2, 3.
Prej kisshteve 1 detyrés ésheé & qarté se ngjorjet A jand i pavanrs,
Nitse Eshii ¢ sakit hipoteza asro, atgherd A4 )= 14, p&r /= 1, 2, 3. Hipoteza 2er0 do b budhet, nitss pamgitst ngjass A A A, pra pér
pjasin pir gabimin e tipit 12 pare fitohet:

o= P4 AA | H, Eshi e cabknd] = P4, ) PIALLPTA )= (1) = 1164,
Mits dshid o sakié hipotera alternastive, kurse S3hitg jo ¢ sakié hipotezs zeco, atbhers hipolezin 2ere do 4 pranojoid, ol UE pakidn ok nfé
Tisdhje ke fitohet njéshi, d.m.th. nBse parsgitet ngjarga E L I:: I_,_I..;} = A A A, Poashis, nése H Eshe e sakig, atFherd A4 )= 112,
perf=1,2, 3, Tani, pér giasbn o gabimin @ dpic @ dyg fiojmé;
B=PLAAA, | H jshid e sakit)=1-P{ A A A | H ehiéesakis} =1 -(12)'=T/8,

Fugm & testit Eshig p=1- f= 1/8.

@) (2,45)=09929, $(-295)=0.0016 dhe $(4,45)=1() yi-144)=00749 dhe p0.76)=0.TT64.

@ Fiaogay = M0, L g =1.723. @ Fisan = 24,9958, 12,0 =T ITTTG.

‘ @ Testohet hipoteza zern H: EX= 1800, pérkunder hipotesés alternative A; EX > 1B, me nivelin ¢ réndésiss
=001, Shmangdia standarde © = 100 &skié e njohur. Viers e testit scatisoik do e jes:

PO ol 3 10 l“"*':‘;;ﬂmﬁﬂja. Pir gr= 0,01, domens kritik bt C = (2,33,00). Pasl u = 3,54 & €, pérfundojmé
il

we hipatexzn £, haidhet, kurse pranobet £f, kjo do 1 thote se kabllot e ring jang mé & fortd se 15 vjetnt

(B) Nese pér phrfugisues & co intervali meret mesi i (), stéhert fitohet se %, = 1850, Tesiahet hipotezs

H, . EX = 2, perkundér hipeicess ellemative H | | EX = 2000, me ofvelip ¢ rémddsisi e = 0,015, Pérvierin e testit 8 siatisiilbs
[ffitohet u-ﬁ-juﬂl—_-—-n-ﬂlml-'lr;=—3,ﬂ3|§f=|:—ua,—j_,l]ﬁ-}|_.||:ljﬁ_m'|-,|:|'c;ih| vijoen se nismed mesatar | banaréve it Bhtral nd o
regjion #shii i ndryshueshm prej 2000,

() Nice A asheé ngjarie: vaksing £shig e pasuksesshme, aiher testohes hipoteza zer:
H: AA)=0,09
perkundér hipotezss sltemestive H: AA) < (08,



Prej | 00 pachentéve (& vaksinaar, te 5 prej tyre vaksins ka gené e pasuksesshme, g do 18 hioti se frekuaencs nelative ¢ ngjarjes A &shoe

p= %:D,I]i % leen 2 test stntistikes L nE rastin kankret, do 12 jeté

0% -, 09
W= %]:mm-ﬂlm = =L4. per r=0,05, domend keitik &g C = [—eo,~L65). Vierne fituar u=—1.4& O, prej ku vijon se

hipoteza zero budhet, Domethiné, vaksina e re nuk jep resulite mé 1 mies prej o vietris

Ig Testchet kipoteza A: A.A}= Lib, plkundir hipotezés altenative M LA = 16 Niveli 1 iad@sisd o testit Sahai 0,05 kurse viera
357180~
e lesnn srabstik dahig w = LD J180 = 1@ O = (=00, =186} (1,96, 0=],

J!lu’-ﬁl'{ilﬁ?
Duomethind, hipoeza zoro nuk hidhes,

@ Tenhe hipoters H; EX'= 60, pérkundés hipoterss altemative 4,2 £X < 60, ku disperzioni & shinimdt Eshté | panjohr,
Prei ekzemplurit (& dhiéns gieymé: X, = 59,278, 5] = 9,977, Shirytéoohet Test statisaika dhe viera e )
. T~y VI8 = 5':1,139—6““&—:_'}.9_55_ Pasl 1 C = (-, ~2,567) vijon sz hipotees zere nuk hudhet, domoib.eé ardhura

Tia {9,977

né belotar ni regjlomin e pellugonisg jané G0 npEa molése.

(@) Testobet hipowea seso £ EX = 2000, parkundsr hipotezks sliernutive 2) H : EX>2000; b}, EX < 2000;
) 3 X7 2000, Disperzioni i shénimit muk e | njohur, por gshus | vienssuar ok huxé 18 ekzemplarit dhe T, = 2007, adérsa mesi

seitmetlk | ckzemplarit #shié T, =1950. Pasi o= 50> 30, shfrytézohet £ test statistika. Viera e tij Eshid:

H=H;5-|:|2;—H}1[:uu 50 =—1,77. Domeni keitik do  varer peej hipoteés alternative . o) w@ O = [L65. =}, pra ) nuk hudbet:

hi we € =i—==,—1,63), pra & hudhet

auel= f.—nq.l—llﬂﬁ.}u{j_% u} dhe h;nut hudhet, Pésfundimi: pranimi ase hodbja e hipoteads pero varct pref ose) se si 8shig
vendusur hipotezs allcsnative.

@ Testohet hipoleza tero H: EX'= 15, pérkunder hipotezes altemativeld © £X'# 25, Prej ekzemplarit cakobet

T = BBA, T =355 Viees s T eatiikatti it 4 = 2242 R widn,
;3115*':

Poashiu, § & O = {—os,—Z, 892y I, 492w}, pra A, nuk hedbet. Domezheng, dhe oumei i thigieve nepermjet centrabés mesatansht
Eshutit 25 piahk npk are.

@ Mdrvehimel ¢ metodive muk do 8 fené b8 réndBxishme. nBse viera 2 priljes sé (yee dehné 0. Prandaj bestohet hipodezs zem

H; EX'= (0, peckundér hipotczés aliemative H 2 EX'e 0, Gjemie X, = 0,75, 5, = L6%. Viera ¢ test statstikés Eshatl f= 1,77, Pér

i m (3,05, domeni kritk éshed © = {—oo, <2, 13110 (213 =) 1 € O, pra ginté 5% niveli i réndésisé, kpatezn zare nuk kudhel
Gijithashdu, hipoteza zero nuk do 6 hudhet edbe pite gdo nivel i réndisise, pra adhe pér 1%,



{i} Tesiohet hipsteza H.; OX'= 5, phrkundér sitematives 7 © 02X 5. N& huss i ekremplacit pircakiohet se

5l = 88,64, Viem e aatistikss 3 sshé p' =

i B, 64

= 6925, Domend Kritk gshié i formis

C =fﬁ¢_m.h}ﬂ (71,4202, ). Prej tabelis &shié kexunr viera pér Hapa e Pl s schit wlera mid e afiird vlerits of kitrlouar, prej

wlerave i cilat ekzistojei ng Tabokin 3. »* = 69,25& C, pra hipoteza zero nuk hudhet.

@ Testobet bipotezs F; DX w 1257, perkundér aliematives H : 03> 025, Viers e stastikits 3 gshi

y _ 20:0,37
X 25

= 32,768, Poashiu, pir =003, feC= {;,",Im:,.u]= {Eﬂ.lﬂﬁ.ﬂﬂ}. pra hipoleza sero nuk praschet me 5%

miveli i réndésise. Per cr=0,01, 18 € ={ 5.7 = (36,1908 o), kurse kjo do (& thoté se 5 peancher me kit aivel 18 rindisise

m Wilera o best siatasEikis ;: ="}.,,T'.'!-E ﬂ:{ﬁ,ﬁ?ﬂ‘-ﬁ],ﬂu}, pra pi','.r:pl;l.imi.ivul.lnﬂ-'re varel gres ﬂhlﬁii&iﬂlﬂlﬂﬂﬁl

@ ¥ =20,438e C = (14,49%4. 5 ). Ineresimi | nu@nitsve varet prej predispozioneve.
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TABELA 1 PER SHPERDARIJEN

NOEMALE

S 0003 | 0003 | 4003 | 0003 | 0003 | D003 | 0003 | 0003 | 0003 | 0o

| T AN AN G G L L] A JENIS AXNS NS
D010 | (00 | 0009 | D008 | D00B | D008 | D008 | 008 | 0T | om0T

N3 | 0013 | 013 | aoiz | ez | il | ool | aai W | oo

N ANlg JAHVIH 1T AMHLA ANil6 Anls ANILS A4 AupES

RE TS JH24 A2 g3 N el AR2E 002 AMI20 A

S| D035 | D03e | L0033 | 082 | 0031 | D0%0 | 029 | 028 | o027 | 4026

| T | oS | aE | 0081 | o041 | D | 0R% | 0038 | 0037 | 0036

'.:Eill A2 TR JAE159 AHIST Ai55 AHESY IHi52 AHIST TN ax

| 08z | a0 | 7R | 007s | D03 | D001 | 0B | (068 | 00Gb | 0064

S 07 | Dl | Dbz | 0099 | 0096 | D084 | 0091 | 0EB | D087 | (NHd
A3 Ol 34 D132 012% JM25 0122 A1 aF A6 JOLES N0

] ANTe AT AT AN A6z 158 1] 58 LN L1 dh 43
| a2k | oz | a=17 | uziz | oeo7 | aae | 0197 | 0092 | O1%R | 01%3
.{ET IRl 274 JI25H M2 1256 2500 a2d4 1234 (1233

AASD ANEST 344 RIEKS] IR ANRI2 RIENL 3n7 AT301] 294

S0 | 0446 | w36 | 27 | 0418 | Da0v | e01 | 0902 | 03% | (875 | 0987
“W6 | 0548 | 0537 | 0826 | 4516 | 0505 | 495 | D485 | 0475 | 0468 | 0454
== _" Al (M55 And3 A0 el Rk HEL J5E2 571 1554
[ 14 | oeos | omn | o7 | anea | ome | 0S| oozl | anos | oesd | sl
[ oueE | 0us) 934 | AWIR | 0901 | WS | 0E6w | AWs3 | 0mis | (RI3

o5 = 1151 d131 A1 LR N L] 056 3R i IIj'}.EI- ARIAS
- N EE 335 1314 JZ252 J271 A251 230 AZ10 A1sn A070
; 1587 | L1962 | .1930 | 1518 | 1492 | 1469 | .14a6 | .14 1401 | 1379
184l | 18I 1788 1762 | 1736 1710 | .16RS | 1660 1634 1611

o 2119 e 1) 2061 2033 JHHIS AW3T ML 19237 1594 | 867
* 5430 | 238G | 2358 | 2337 | 006 | 2366 | 203 | 2306 | 2177 | 2148
2743 | 219 | 2676 | 2A43 | 2611 | 2978 | 2846 | 2814 | 2483 | 2481

3085 | o080 | 005 | 2981 | 2946 | 2912 | 2877 | 2843 | B0 | 276

dds A 3372 3336 AN 264 3128 3197 A1 56 3020

R3] | 3783 | 3748 | 3707 | 609 | 3632 | 3994 | 3887 | 3820 | Saks

4207 | 4168 | 4120 | A090 | 4052 | L3013 W4 | awa6 | 1897 | 3859 |

AGZ A562 A522 A4E1 A4 Ang A5 A2 A2ER AT

SN Uil A9 Az ARdn AHL 4761 AT21 AhE1 bl |




I
I
TABELA | PER SHPERDARJEN '
NOEMALE
(vazhdim)
£ S O G
5040 | SOR0 5120 | 5160 | 5199 | 8239 | 5279 | 319 | S0
5438 | 5478 5517 | 5557 | 5596 | 4636 | 5675 | 5913 | 575
3832 | sET1 5910 | S04x | Sue8T | G026 | &062 | 6103 | LBL4l
B217 | 6255 | 6293 | 6331 | 6368 | 6406 | 5443 | 6480 | BSLD
50 Fin R S JATIHD BTG KT Al A4 HETY
6950 | &BRS | 7019 | L7034 | o8 | i3 | 0157 | g0 | i
W1 | g32% | 357 7389 | 7422 | 7454 | 1488 | 7517 | 754
Te11 T2 | 7673 7704 3734 | .7i6a TT04 TE13 R
790 | M0 | 7967 | 9093 | m023 | B0Sl | 008 | Awe | Ain
RiBg6 | B2 | B238 | 5264 | B0®9 | B315 | B340 | 5365 | 530
R438 | 8461 | B4BS | ES08 | 8s% BS54 | 8577 | 2399 | 621
&665 | BeB6 | M0 | A9 8749 | 8T | 8790 | .&Ei0 | .®R30
Bh69 | RRER | ®W07 | R9IS | W0a4 | &0a2 | _GAD | L8997 | o015
S0d% | D066 | 0mz | 9098 | 9115 | 9131 | 9147 | 9162 | o
R R U236 LIS el 270 il G a11g
345 LR57 R L3Rz JBang R AR L el Miaal
463 | 9474 | 9484 [T 55 9515 | 9535 G535 | 9543
9564 | 9573 | 9587 | 41 | 4som 608 | G616 | Bh2s [TEE]
9640 | 9656 | 9664 | 9671 | D678 | 0686 | 9693 | 065 | 500
W19 | w6 | oraz | 908 9744 | 9750 | 9796 9761 AT6T
9778 | 4783 | SRR | 9793 | 9708 | 9803 | GA0R | GEIZ | RIS
9826 | 9830 | Sm34 | URIR | Gmaz | G846 | G850 | o854 | o9mn7 |
0864 | Om6R | OET1 0875 | ORIk | 98] GHE4 | GHET | .GE9D
9896 | 9898 | 9bon | sond [ 9%e | 9wm | w1 | 913 | 96
S0 | w921 | 9925 | eear | eea¢ | oeal 9931 | G034 | 5936
S0 | 8941 | G043 | 9945 | 9946 | U048 | 9940 | G081 | 9953
2955 | 9956 | 057 | 9959 | w60 | 99l | 99T | 0063 | 90
9066 | 9067 | 0068 | 0060 | SO0 | 9Tl | 9972 | 9973 | 9974
LYk JHTTS o717 L LOTE a7y ATy = SR
G52 | 9uMz | 99R3 | 9984 | 99R4 | OWRS | U985 | S9E6 | 0UE6
9987 | Sus7 | 9uRR | GuRs | OGRS | 9GR9 | G989 | 0900 | 0990
) TR BT E | 92 | oe9: 0002 | 9993 | 4943
9993 | G9ud | Duha | o094 | 00%4 | o994 | o99s | 9995 | 9995
9005 | 0905 | 905 | Doo6 | w0%G | G996 | 9996 | 90 | 995
9997 | 9997 | 9997 | W | w91 | e | w97 | wee7 | 9908




TABELA 2 PER SHPERDARIEN 1

[
3% B 1% 0 o8 [ s | om 0L | 08 | 0z | 001 | 00nS
1000 | 1.376 | 1963 | 3078 | 6314 | 1271 | 1589 | 31,82 | 63.66 | 1273 | 318.3 | bdbb
A6 1,041 1.306 | HEH 2.5 4303 4. 540 6.965 GUTs 1405 F233 AL.60
F65 | O7E | 1,250 | 1638 | 2353 | S.182 | 3482 | 4541 | S84l | 7433 | 1021 | 1292
T4l | 941 | LI90 | 1933 | 2052 | 2776 | 2.99% | 3.747 | 4604 | 5598 | 7.173 | B.610
.T-I.'u‘ 'l'-:b!} 1.156 1276 2405 2.571 1787 31485 4032 4. 773 5.H93 6.260
FIE | 006 | 1134 | 1.840 | 1943 | 2447 | 1612 | 3.143 | 3907 | #.317 | 5208 | 5959
FI1 | B0 | LIID | L41S | LAUS | 2305 | 2.517 | 2098 | 3.490 | 4029 | 4.785 | 5408 |
E'{h'_:. iﬁﬁl 1108 1,347 | Rh 2.3 2449 T A6 3.335 3833 4.501 S.1
T BH3 (L] 1.383 1.833 T 353 213598 IHZ1 3,230 1680 o 2y 4,751
TO0 | B9 | 1093 | 1372 | 1BI2 | 1228 | 1359 | 1768 | S.060 | 3581 | 2.042 | 4587 |
BT | &6 | VORR | L3632 | 1796 | 2260 | 2328 | L7IR | 3004 | 3.497 | 2015 | 4.437
595 | Ei3 | LOES | 1358 | L7RZ | 1179 | 2308 | 1631 | 3088 | 3428 | 3930 | 4918
&4 | &0 | 1079 | 1350 | 1771 | 2160 | 2.282 | 2630 | 3412 | 3.372 | 3.852 | 4.221
Al nd 1476 1.345 1.761 L. 145 2. 2ndd 2577 1326 L 4. 140y
591 Ry [ X174 1.341 1.753 2.131 2.244 2012 7047 1.37%6 3,733 40T
w00 | E85 | 1071 | L1337 | 1746 | L1120 | 2235 | 2583 | 2920 | 3.252 | A6H6 | 4015
EED K3 | (W 1.33%3 1.'.-|'4|'| 2110 2.324 2567 149K 1272 1.f46 1965
Fit] 61 1067 I 4] 1.734 2101 2.214 L) ZHE 3.197 1.nl11 3922
28 | Bal | 1066 | 1328 | 1729 | 2093 | 2.008 | 2435 | 2861 | 3074 | 1579 | 3845
651 | 850 | 1064 | 1325 | L7233 | 2097 | 2518 | 2845 | 3.153 | 3.552 | 3450
i RSO 1,003 1323 | e | 2. (Rsh 2.18%9 2318 ZH3L 3.145 3327 J.E19
686 | RSB | 1061 | 1321 | LT17 | 20074 | L.183 | 2.508 | ZB19 | 3019 | 3.505 | 3.792
Fatim] HEH 1. 0H500 319 I.EH- 2. 2.197 2500 2 a07 3, ke 1485 1. 768
HAS x5 1.059 31N LT1L 2064 2.2 2442 2797 3.0u1 3467 3.74%
584 | B56 | LOSE | 1316 | L.7OB | 2060 | 2167 | 2485 | 2787 | 3078 | 4% | 3.725 |
&84 | B | 1038 | 1318 | Li06 | 2. 2062 | 2479 | 779 | 3067 | 3435 | 3007
fiHd B35 1.057 1314 1.703 2052 2158 2473 1771 3057 31421 .64
FE3 | 858 | 10%6 | 1313 | 1701 | 2.048 | 1154 | 2.467 | 1763 | 3047 | 3408 | 3674 |
BES | B34 | 1035 | 1311 | L.69% | 2045 | 2,050 | 2.462 | 2756 | 3038 | 3396 | 3.659
AR R34 1.055 L3 Lk .67 21K2 2. 147 2.457 L2780 A0 1388 A.646
BRI | B51 | L.OSD | LO03 | 1684 | 2021 | 2.123 | 2423 | 2704 | 2971 | 3.307 | 3.591
579 | 849 | 1047 | L2989 | 1676 | 2. Z009 | 2403 | 2678 | 2937 | 3.261 | 3498
ﬁ-'."il B4R 1.045 | 20y L&TT 2.IHK} ol 2,340 el 0 2915 3333 Fdal
B8 | Bd6 | 1043 | 1202 | 1664 | 1990 | LOBR | 2.374 | 1639 | 2887 | 3.195 | 3416
arni H45 1.042 |20 I.I'iTi:ﬂ 984 2081 2304 1R26 2571 3174 3.0040
A5 42 1.037 | 282 |.G=8E 1. 962 2056 2330 1581 2213 3098 3300
B74 | B4l | 1036 | 1282 | 1645 | 1960 | 2054 | 2326 | 2576 | 2.807 | 3081 | 3.291

|_§| B -Elﬁ EIE: Esﬂﬂ'ﬁlﬁ B’zﬂl-ﬁ L ﬁlﬂ El: ﬁ:ﬂ:ﬁ]an wl-.u ﬂ.!'r.l-al'ﬂ ur-al-




TABELA 3 PER SHPERDARIEN -

]:_ R R ] (LCNENISTE [LEE2] L3532 FES TR
i [LOTEN2S] CLONRNOT 1{ERASA LIRS ET il C e i}
i 00717212 0114832 02157455 1351 BdH (524375
& ik S 297110 NAS4L19 0, 710721 1063623
5 0411744 0.5543000 0R31211 1145476 161031
ot LG75727 (LET2HS [ 237347 163539 220413
7 0 URE265 1.239043 168087 2.16735 243311
B 1.144219 1.646482 217573 2.73264 145954
(] 1734025 TORT012 170039 332511 2.16816
] 2.15585 255821 124697 3 54030 286518
i1 T H0321 305347 381575 457481 55T
12 107182 157056 240379 222607 6. 308
13 156503 £ 1065 S.008T4 5 89146 74130
14 4 (468 FY=TE] 8 A2HT2 65706 778043
13 1 B 529033 626214 7 36004 B.S467S
16 514224 581221 907 6t 796164 031223
17 59T f.TTA T.506414 BAT1TG I0RS2
) hIBaxn] 701481 R IUITh TETTPIT 108649
IL fHAI08 TRIZFTA B.O0555 10017 11 .65
by ] TAIIRG B340 9. 50003 105008 128425
21 RA3366 R.E9720 1028203 11.5913 13.2396
T Rd272 0, 54249, HSs23 12, 3380 140415
3 T2 100, BS6T 115585 1AFHIS 14.8470
Fr] 9 28623 10,8564 124011 13,5484 15.6587
N 10,5157 115240 ENTLE 146112 64754
6 111603 121981 13,8439 153791 17,2919
Fil | 1.BO76 128786 145733 16,1513 121138
= 124613 13,5648 153079 169279 18,5392
9 13,1211 14.2565 160471 17,7083 19.7677

BE 13,7867 130535 hoTw TR 4975 01,5097

40 07065 22.1643 2443131 | 265003 20,0505

BT 79007 30,7067 323574 347642 376886

) 355440 374848 AARLT 211879 364580

20 #2752 354418 487576 517393 35,3290

[T SL.1720 535400 $7.1532 CTRCTE 64,7778
%0 S0 1063 61,7541 B8 5460 G126 733912
TT) 513116 00640 742210 TTO20S H235%1




TABELA 3 PER SHPERDARIJEN r-

(vazhdim)
0,100 0050 D025 0010 0,005
q 370554 184145 5 1369 & 63400 T R oAL
0T 60517 509147 737776 921034 105066
3 625130 181473 9.33840 11,3449 12,8381
) 7.77944 945773 111433 13.2767 14,5602
E3 023518 10705 128325 15 0063 16, 7496
3 106445 124916 14,4494 168110 18.5476
7 120070 14.0671 160128 18.4753 0.7
B 133615 155073 178346 O 21,0840
W 196837 16,8190 19,0228 71 66l FERTT
0 159871 183070 20,4831 13 2043 25 |KE2
11 17.2750 196751 21.920K} 24,7150 2. TSRS
E §8.5494 210281 23,3367 35,2170 IH.2905
-[E b (LR 136210 24 7356 17601 IS4
I:i!. 21,0642 I3 5848 26,1 15k 29,1413 130193
15 12.3072 33,9558 27,4858 30,5779 128013
16 33,5418 36,2061 25 485 31,5905 342672
17 34,7600 17,5871 301910 34087 15,7185
I 25 0A04 18,8691 315264 74,8053 17,1564
B 2706 30, 1433 328523 36, 1908 38,5822
0 284120 314104 . 1695 37,3662 39,9068
] 206151 L6058 354789 ECRER] 214010
B 08113 330044 36,1807 A0, 1804 a2 0%
1] 320069 3% 1925 00757 416304 34,1813
7] 33,1063 364151 5641 420708 FLEITT
] ETRTTT 376528 P FFETTY TR
36 355631 IR RRS2 41,9232 156417 481800
'I;'F 367412 &.1133 i3, 1944 696030 FLEEE N
[ E_ 375159 41.3372 44 60T e w933
4 ﬁ' RO RTS 471 5569 45 72322 49 SET9 511356
-';ﬂ_} &) ISR 4317724 4i&. 5797 S ELAT 5367 H)
] 518050 557585 59,3417 B30T 667650
S0 631671 67 508 1AL 76,1539 70,2900
] 743570 T0819 R3.2976 RE.379d o19517
% 35271 T 95 (3 00425 104,215
TE0 065781 101.879 106620 112329 116321
B0 107565 113,145 118.136 124116 128.299
T 115498 124,342 129 561 | 33507 130,159
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