BOTiN, ﬂgd NMiladinGs r,.-|13|
NIKGITSIREtES ki

MATEMATIKA

viti III

L

Rl

e -
g







Borfvojs Miladingvlg
Nikolla Potresid

MATEMATIKA

viri 111

ARSI (| GIIMRAZIT




PARATHENIE

Ky libér do t& ndikmen gjal 1# mésuarit ¢ matematikés né vitin e treté. T4 jesh aktiv dhe
1rregulleE né pung, Jarse ajo do 1 ndihmon né ményré tf pavarur 8 pérvet@sosh njohuri gé do
té gjellé kénagisi dhe sukses né mésim.

Libiri ésheé ndaré n& katér térési tematike. TérésitE tematike fillojné me pérmbaptien ¢
tyre, kurse njésitd mésimore jané me numra.

Vereji shenjat né njésié misimore dhe véreje porosing e tyre.

Kujtohu! Mpgsité mésimore fillojné me digka qé ¢ ke & njohur. Duhet &
kujtohesh dhe o' zgjidhésh kérkesat ¢ dhéna. Ajo do ta lehtéson 18
mésuarit ¢ pirmbajtieve & byre
Me kéto shenja njsia mésimore éshié ndaré né pjesén per
konceptet ¢ tyre,

E%} %} &9 Me shenjat ¢ kétilla jané shénuar aktivitetet, pyetjer dhe

’ 1 »e0 detyrut gf do i zgjidhisk né oré 18 mésimit né ményrd &
pavarur ose me ndikmén e arsimtanit @nd, kurse ajo Slué ne
nEsingE mésimore.

e shenjén rreth 2 jepet pyetie nd t8 cilén dubet t& japish pérgjigje.

! Me kétd shenjé éshté dhéné informacioni pér sqarimin e konceptit i,

Mbafmend!  Kjo té udhézon cha éshté e réndésishme pér konceptin e ri.

""‘ Kjo poros: 1 jep ng dije t'i kushtosh kujdes mé & madh.

Dedyra Pas ¢do njésic mésimore jang dhéné detyra, Duke zgjidhur
@ @ @ rregullisht dhe né ményré t pavarur né kéto detyra mé miré do
’ 3 iy e ta kuptosh 0t qf e ke misuar, Pérgjigiet tuaja krahasoji me

pérgiigjet dhe zgjidjet té cilat jang dhené né fund t& libii.

Kur do 1€ hasish ng vEshtirsi gjaté 12 méswsarit e pErmbajtjeve 1 cakiuara, mos u dorkzo,
pérpiqu pérsén, bér kEmbngulés.
Do 1€ na gezon nése ky libér 1& mundéson té arrish subkses t& shkElqyeshém.

Npga autorét
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Funksionin eksponencial. Venté e @ Grafiku | funksionit logaritmik 18
funksionit eksponencial 4

@ Rregullal pér logaritmizin 22

@ Grafiku i funksionit
Pty 8
Lidhja & logaritmeve me baza iré
ndryshme b
@ Barazimer ekeponenciale 12
@ Logaritmet dekade 19
’ Koncepti pér logaritém dhe
lﬂmﬁ:ﬁ 14 @ Rarazimet logaritmike 3



FUNKSIONI EKSPONENCIAL
DHE LOGARITMIK

© Kujohu! W Viera e fugiséat,a = 0 dshd

-' njévlerésisht ¢ pércaktuar pér
dF=g-g-a-..a a0 R, ne HN. fdo numnér racional .

i | Ky givkim vijon peej piérkufizimit pér fuging
=] | &%= = a=0, me tregues numer natyror dhe racional.

ot
a* =4a"  a>0, mucH W Fugia &', a =1, gjithashiu, £sh@ njévie-
reésisht ¢ percakiuar nése x éshts numér

iracional. K&E gvkim nuk do tn vEretojmi.

Kufizimi o = 0 8shié funsr pér shicak 1€ kushtnt @ < 0 fugia o pér disa vhera 1€ treguesit
1

& nuk dshié numér real. Pér shemball pér a = .09 dhc:=E ks [-9]3 P BT TPE

Upericionet me fugi treguesi i € ciléve éshté numér real nxirren sipas rreguilave gE viejng me

Iregues nUmEr naror,
Wérletimi i disa prej tyre Sshité shumé i ndérdikoar, prandaj nuk do ta bégmé.

ﬁ?’ Kryeji operacionet e shénuarai:
S
WO CF e 0 Bt af(aod Ve 0 §i16%:

b e N d}[[%]ﬂ ]-ﬁ_

Vérefe zgifdhfen
© Operacignet me fugi nxirren sipas kEryre rregullave:
1an gt =ay o bl Ffay =g

dla-Eyr=-gn o [E]'=§;“- bell, mne B

A (- P x )T = g -

o (6] 4Ty
(=



E- Sipas asaj qf u pdrmend paraprakisht pér fuging o', g > 0 éshié npvierésisht i
1 pércakiuar pér ¢do aumeér real &, domethéng mund t2 pérkufirojmé njé pasqyrim

Fx=a ose ixy=, a=>0, a# ] me € cilén bashkésia B pasqyrohet mé R,

n fix) = o, @ >0 dhe aw | quber

WerejtEm pse ¢ furém kufizimin o > 0, kurse kushting # | &shié ¢ garté, pasi nése a=1,

meherd y= 1" | pérgdo x& R pra muk ks kuptim t shgyrtohet funksioni i cili ssh@
konstant.

[;i?ﬁ' Cilét prej kétyre funksioneve jané ckspenenciale:

3 1Y 1y

Véreje pergjigie:
Vietém funksionet a) dhe ¢) jani eksponenciale.

&\P Wizato grafikun ¢ funksionit:
l s W

B ¥ =27 b']_].l:[i] D ey =3 el F=[%J .
Vireje zgffdhjen:

Furksionet 58 pari | parsgesim tnbelarisht, ku pér argumentin 3 japim numira 2 ploté dhe
pér caktimin mé 2 kehig t8 vlerave i fanksionit

X a|l2|a]o]1]z2]3 :
y=2 |L{1 L) x)2]|4a|s
B |4 ]2
| 1|11
y'[:]xﬂ Ll B bl g
x Sl XA 1123
y=3 L1l ]|s]e]m
27| 9 | 3
,u=[l]‘ﬂ o |3l ljl]L fig. 1
3 3|l9|z7

Cirafiket & funksioneve &) dhe b) jané paragrtur né fig. [, kurse o) dhe ) né fig 2.

=]



Té shgyrtojmé disa veti t# funksionit ¥ = 2°. ¥ |
1. Funksioni 8shté pirkufizuar pér t¢ githé numrat realé gi
vijon prej vet perkufizimit D: x & R & &
2. Vierat e funksionit jan ¢facédo numea pozitiv realé, vijon % 7 §
prej pérkufizimit, dmth. F:ve R e 6
1P x=0 vijon y=a’ =1, d.mth grafiku kalon népér £ 2
pikén (0, 1). 4
o z ﬁ‘*.-'"a‘ h-"r" 1 /
a3 Fm:;h.juni_}m_,l{ﬂ mansonishi rotet nése pér clarddo ,_J/IJH"‘*
X % € D dhe x, = x,, vijon se :
= J"[I -B-I-I_?]i:ix
Ax) = fAx ) dmih., —=
)’ iz
W7 Funksioni v = f{x) monotonisht zvogélohet nése pir i)
¢ﬂr=c§u;,.,:ED-ﬂﬁx_b-.:r vu-nnseﬁx]j-fﬁ;rld th. _”,1}

L]
4. Nise x,> x, > 0, atthers 222 fln)_2* =28 %1
f{-ﬁ] 1"
Nése x, <0, x, <0, kurse x, >, néaté rast le 1@ jesd x, = -k, (k > 0), kurse X, -

b
"-kll {kg}“]’dhr[ﬂlﬂ'ﬂl t }'k.!’ alEhers -'F{IT.} 2 zll __.Ir_qr}!.

flz) 7
Nésex, =0, x, <0, stthes > x. LewjetE x =-k, (k > 0), atéhers
J;
f{ﬁ}=%=zﬁ-zhzzﬁ¢:1.
f("l} 2

Domethéng, funksioni v = 2* monotonisht rritet né téré fushén e pérkufizimit.

3. ¥éreve, kur ¥ pafundésisht zvogélobes (majtas prej zercs) vlera e funksionit ngel pozitive
dhe gradualisht zvogélohet, megjithaté viera e tij asnjé here nuk mund & jers & harabarts
me zero, d.m,th. grafike i funksionnt afrohet deri te boshti x, por asnjé heré nuk € prené as
qé @ takon. NE kétd rast themi se boshti x-éshté asimptoté e lakores 1= 2°,

Mbaj mend: A

Drejtéza ndaj =& cilés ndnnj&
gradunlisht (deri né pakufi) lﬁﬂn Fﬂ!"
nuk ¢ prené qubet asimptoté




|'-..-._ Disa veti t& funksionit eksponencial y=a', a> 0 dhe a# 1.

1. Funksioni ésht€ pérkufizuar pér 6 gjitha numrat realé, dm.th. [ xe R.
7 Vlera e funksionit &hté bashkésia ¢ pumreave pozitiv realé, dm,h.
V.:x & R, Domathint y = 0 pérgdoxe R.

K#to vetl vijojnd proj pérkufizimit 18 funksionit
3. PErx=10, v=a°=1, dm.th grafiku e prend boshtin y né pikén (0, 1).
4, a) pér @ > | funksioni monctonisht eritet, dm.th, pér x, x, € 0 dhe x, =X, vijon

.f{-l':}=£=ﬂa,-5 =1

fix) a°

byPer 0<a<1 funksiom monetonisht zvogélohet, dmoth, pér x, x, € D_r dhe x, >
flx)_a"
fix) &

5. boshii x 8shié asimptoté ¢ funksionit eksponencial,

I11 wijon =.|,—:r, =],

ﬁ Shayrie vetité ¢ funksionit y={%]| (fig. 1) dhe y=3" (g )

Detyra
et

' > AN
a][i—[iju]: byd 7487 =16
5§ 13
(@) Krahasoji fugité: ’
o i o
ay Y2 dne Y2 s dhe T dl[l‘] dhr:l_lj;]

by U5° dhe 457 ¢ 3% dne 39,




@& Thjaﬂﬂ?i aligirlijet:
<y 1.
e e o)
() vereto identitetin: -
-1 BT
o (53)") = b [EJ ] =81,
@ Cilat prej funksioneve jand rritése, kurse cilat mvogiluese:

Y s AT L w1 ¥
R A v—Y
(@) e sistemin ¢ njité kooedinativ vizato grafikun € funksioneve:

I L G e 2
n}.v—[nﬁ] idhe :.-[4].. b} v =10 dhe y=10*,

(@) M ndihmen e grafikut té funksionit y = 2¢, vizato grafikun e funksionit ¥=3-2° dhe
pm

W Grafikun e funksionit 3 = 3% + 2 ¢ vizatojmé ashty qé grafikun ¢ funksionit y = ¥ ¢
zhvendosim népér boshtin v pér 2 njési lang, fig. |

E

W




Gralikun ¢ funksionit ¥ = (x - 1 ¢ vizalojmé ashiu g€ grafikun v =& ¢ zhvendosim
népér boshtin x pér | njési djatheas, fig. 2.

Grafikun ¢ funksionit ¥ =alx - a¥ + & mund ta vizatojmé né dy meényra:

I* Me zhvendosien e grafikut & funksionit y = ac® népér boshtin x pér vierén e o, majtas
ose djathias viarésishi prej shenjes s& a, kurse pastaj até grafikon & zhvendosim pér vierén
¢ & larté ose poshié varésishi prej shenjés sé £

2* Girafikun e funksionit ¥ =’ e vizawjmé me ndihmen e sistemit koordinativ X0,
Y

(b fituar me translacionin ¢ sistemit koordinativ xOh)
kv O fa, b). ME fig.3. &hté paragitur grafiku @

=

funksionit }'=%(I+2]‘1—I.
0 ta vizatojmé grafikun e funksionit \
L

L= S A T

¥=at" + 1 veproime né & njéien ményré sikurse
Ej#té 18 vizahoarit ¢ prafikut f funksioni keiror

v=dir-af + b lcakiojmé m dhe n, @Sciléckang _* 3 7.
domethénic & njdid siburse @ dhe & 1@ fimksionit Wilaaly - -1
katror, fig. 3

—_ e

o5 . P

EIE” Vizalo grafikun ¢ funksionit y = 2777 - 2 me:
i} translacionm ¢ grafikut 8 funksionit v = 2"
b} translacionin e sistemit kordisativ,
Ve gjidibjen:
Funksionin ¥ = 2* dio ta paragesim tbelarishe:
|z |-3]-2]-1]0o|1]2]3

2212 1]z ]4]s
B |42

.|"-1|-_E|.

Yiére, duke 1 krahasuar funksione
y=ag"+n dhe y=2""1=2 kemi
m=-3 kurge n=.2,

a) Domethéng, grafikun » = 27 duhet ta
rhvendosim pér 3 njési majtas, kurse pasiaj
grafikun ¢ fituar ta zhvendosim pér 2 mida
poshie, fig, 4.

L




b} E caktojmé fillimin ¢ kaordinatave {:'I e sigtenm
ndihmés koordinatiy (e translatojmé sistemin
koordinativ £0y pér vektorin {J_ﬂ: 1.

Te zistemni ndibmfs koordinativ Ilﬂt}'l e vizatojmé
grafikun ¢ funksionit v = 2°, (fig. 5). Q (m, n),
dom-th. @ {-3, -2}

T shgyrtojmd disa veti 8 funksionit @ dhénd
eksponencial.

1* Fusha e perkufizimat Echté bashkésia = numrave
reald, dmth, D:xe R

2 Vlera o funksionit F: v & (-2, =).
¥Perx=0, y=2'-2 =6, dmih. grafiku ¢
prené boshim v né pikeén (0, &),

-y
ol T4
[
[
5.I'I
3
#
i}
¢
Il' Zz
£y
o o z
4-3] <2 B
_.-"-‘. :zl X
i
F'ig.!

£ P =0 kemi 2*7-2=0, P 1=2psa x+3=1, x=-2.
Domethénd, grafiku & prené boshtin x né pikén (-2, ), d.mth. x = -2 Bshid zero e funksionit,

Mese barazimi @™ +n =10 nuk ka zgjidhje reale, atéheré funkstoni nuk ka zero.

5 Shenja e funksionit: 3 >0 nése 277 -2 >0, ' >Jmexr+ 3> 1 osex>-2, gé
vétrehet adhe prej prafikot té funksionit, dmth. >0 pér v & (-2, sa), =<0 nise 2774,
2«0, ' <2osex+3<] osex <2, dmth y <0 pérx € (-==,-2).
0 a=2>], domethénd, funkswoni monotonisht mifed nE tEré foshén ¢ pérkufizimar,

TDreptéza y=-1 Zshis asimptond e lakoares,

-~ Drgjtéza y = n Eshil asimgdoté horizontale e fusksionit y=a"* + 1

1
== ] +1.
by ¥ [2]‘

-1
E}» Vizato grafikun ¢ funkeionit &) y= {% j :

Shayro venté e funksioneve,

Veéire sgfichyfen:

i
@ Funkspomin ¥ =
5

-1 0

| = | 2| I
Gigan!

1|2

l ‘
4

b et

E] tho 13 panwgesim tabetanisht:

]
4

&Y

F

=& =l
-1

o

G2 3 4%

fig. &5



-'r
apm=1, n=0 pra O (1, 0) Domethéné, grafiku | funksionit }'E(% dghid ehvendos
&
pér 1 njési diathias, (Mg &), ,¥
5
Bym=0 n=1 pa (0 1) Domethéné grafiku i 4
Funksionit }'1[%]- dubet 18 hvendoset pér | njEsi lamg, 3
(fig. 7). 1 (e~ VAR
i R e 1 ) i,
Shqyrtoji vetité = funksionii "|-I=[EJ".-I. g o : o1 2 3 4%
D xe R
rVive (l,=) fig. 7

¥ Pér r=10, y=2 urafiku e prené boshtin ¥ né pikén (0, 2).
4 Funksioni monotonisht svegélobet.
& y = | Eshté ssimptoté ¢ funksionit
Detvra
@ Diske i shfrytézunr vetité e funksionit eksponencial krahasofi fugité:
1

] T A i
a) (1.5} dhe (1,5); lﬂ(E] dhe (0.5)"; @7 dhe 77;

(2) Eshes dhénk funksioni eksponencial y = 2° - 2.
a) Plotésaje tsbelén;

Lx|s] [a]of |2]3]
E I 2 I O T I

b} Vizato grafikun e funksionit
ch Pér cilat viera b x dshed: Ly=0; 2.p>0; 3 p<l; 4.-]

@ Mé ot njEjtin sistem koordinativ vizate grafikét e funksionsve:
i) y=d p=F. ] y=¥F+ L
bip=2, p=lrl p=-L
Shoyrioji vetibtd ¢ funksionewve,

@ WVizato grafikun ¢ funksioneve dhe shgyrio vijimin:
apy=r-t+2, my=2"-1,

<y <67



Kbt [ Cakio zerct e funksioni
- p=2_16.
N2=0plredoxe B BY-16=0 2=2+ x=4

L
W 3=y 3”=§—=-

BY-Fed-30 D=3 = p=i),

i
U O
" Funksiomi ¥ = fx) éshté injektiv pér @:- Cili prej barazimeve Eshté ekspo-

pdo x, x € ﬂ; dhe x *x, vijon nencial:
..'trl} #.ﬂ.:;}- a) ﬁ’+|=2r: h} 3.1'! __1=-1-\.E':
. o] 4v =2 - 37

Barazimet eksponenciale do 1" zgjidhim né bashkésingé e nummve reald..

Pér zgjidhjen e barnzimeve cksponenciale nuk ekziston metod® e pérgjithshme. Disa loje té
barazimeve eksponenciale me zhatimin ¢ transformimeve identike mund té sillen né formé té
caktunr prej ko mund 1# caktohet zgjidhja ¢ barazimit,

Barazimet ekaponenciale mund 1& sillen né kit form
a™=g", a>1 dhe a#1,dot'i 2giidhim né bazé & monotonisé dhe injeksionit
1€ funksioneve eksponenciale, d.m.th. vien kjo ckuivalence:

=g e fix) = pix).

%‘ Zgjidhi barazimet ekspanenciale:
= +3
8 2 2= I: m[zj =§; &) 100 - 104+ = Y1000 ; #J?”'G]‘ :

3
Vire agfidhyfen:

W) 2 =16; B 1P E-1= lfm’}ﬂT'; g} I = [—;—]H!:
el 1= I[ﬁ_‘; Ot m Flevd,
x-3=4; =IT+I; =3 = ax - §;

x=T. .t=51'. :=§.



@:‘- Zgjidhi barazimet cksponenciale-

Jl-l 51" -1" -1 aHl I.l 1 al i+l
st B esie— ol =1 gi¥#=127
aj 3 5 1"4 el 2 tl] 1. ¢
Viére zgfidhfen:
a=1 5.1—] =]
a]T=_.§_; n:]-l' Iz—‘lnllafl;
Feelel o Guel-i, I+1—I—'|={_l;
r-2=0 x
ym] r+l--x=0

=1 x=1 ose x=-.];

BFB}’ Lgiidhi barazimet eksponenciale:

a]Ij_r-l-!_}h—l_|.3:|_,J_2]1. b:|3l-2_3|.1=:!_¢u1

) 2R el JObm I8 oy X Il=3m d) 5+ 5 = 6
Vére sgfidisjen:
2] 33 -3.3+3=11; gl + z -
F9-3+ =21 iI-- 1
F=a ?EHE]-J’;
=1 %=§: x=1;

&

E?‘ ZLgjidhi baruzmmet cksponenciale gé sillen né barazime katrore:

A - T+ T= b= 0I5 o 36=1
G350 36=0 d)5 -5 =20 &) WA1-1099+3=0.
Veére agjifclfen:

Barazimet do t'i #gjidhim duke futur événdésimin, d.m.ath. do ' sjellim né barazime
katrirne.

b 13T|-§;-6= (. Me révéndEsimin 3 = 3 barazimi éshté i formés: - p-&=1;
¥ =T: YW=3 gse y =<l Pér y, =3 kemi ¥=3,pm x= .

Pér y, = ;1. barwzimi 37 = -2 nuk ka zgjidhje. Pse? o

dy §' ——= 20, Me zE\'EudE:s_ilnEILi:;j‘:'l=}' barazimi ¢ merr formén: g ~ _}'. =1 ose
W2y -125=-0; y,,= ; =25 ose p,=-5 Pér y'=25 kemi
St=15.pm x =2 Pr y,=-5, barazimi 5 = -5 nuk ke zgjidhje.




&) Barazimi i dhéng &hié ekuivalent me 3(48)° =104 + 3= 0, Me zévéndésimin 25

v, barazimi &shté i formés: 317 - 10y + 3 = 0, zgjidhjet ¢ té cilit jané p, =3 ose ¥, =

Pér y=3 kemi 49 =1 e .‘:’-EE. dmth, x=2,

| 1 1
Pér p= 3 kemi {o =73 e ¥eldtdmth x=-1

Detyra
Zgjidhi barazimet eksponenciale:

1 ju;; 64 el awl rel
@) m2-=1024; b) 7| =i 9 Vet =,
@ o s -%: 1y 3° 2 = 3905
@ a@yi=6  p2r3eIod6.6
®3}4"'+4‘=33C|; b) 3+ 3. 53 =140,

! i

@ a2 -ra=raen B ignag o e
(8) myar+7 . 2=44 B)I0-2-4=1§
@) a4 =228 BS 2% 3 =32
(B ay+a=2-65 053~ 5.

A BB Cakio x prej barasisé:
)y =1L W=7

Per = =132

Vicra ¢ fugisé caktohet me operacionin Vére pérgjigien:
Fn-qull:ﬂ .ﬂ} 2: = 2!- ‘I:_H:'n = 5_
5ok =
x=32 = 5= 332, b} Muk ekziston numér iracional i cili de

Baza ¢ fugisé cakiohet me operacionin e jeté zgjidhie ¢ barazimit.
rrénjEzimit.
Caktimi i treguesit 18 Deqisd prej borazimit o = b né rastin ¢ plrgjithshém
bashkésing ¢ numrave racional? muk £shtd | mundshme.




ME mésimiet ¢ kaluara theksuam se fugia, @', g =0 £shté njévierésizhi ¢ cakiuar né
bashkising e numrave reald,

Prandsj barazim:

a =k a>0, gzl dhe b=0

ka zgjidhje tf vetme né bashkising ¢ numrave realé.

Legpdhys e barazimit qubet logaritmi i mumrit & pér bazé &, kurse shénohet me
x = log b.

Operacioni me té cilin cakiohet vlera ¢ logaritmit quher logaritmizim.
Pér legaritmin & numrave pozitiv vben ky:

Pérkufizim: Logaritmi | numnt real pozitiv b, pér bazé a (a2 1,4:: 0) éshté numn
real ¥, me 18 cilin dubet t€ fgizohet bazu g, qé t filohet oumn B,

Prej pérkufizimit vijon log b = x nése dhe vetém nése @" = b, dm.th, barsité
fog b= x dhe o' =& jané ekuivalente. NE nj#tEn barasi pérfshihet operncioni fugizim,
kurse fe fjetri operacioni | logantmizimit, Prej kit vijon sakiésia e barasisg:

.I*ng_{n",l =
Né shénimin lag b
a -quhet baza ¢ logaritmit; b - quhet logaritmand| ose numerasi.
Domethéné, logaritmizimi dshtd operacions mvers | fugizimit,
E_,‘} Barazitd q¢ vijojné shkruzji né formén logartmike:

| -3 .
¥=0 pnl=14 cp2?=—; — | =—,
a) b} <} 37 ¥ [3 J 4
Viére pergiision:
1
a)log =2, b)loglé=4 cllog,— =-5 ¢ .'ag,é=—l.
" 32 -
Prej pérkufizimit vijon
bog b=xea'=b
Pasiag =0 dhe a2 1 vijon edhe b >0, g8 do 18 theE se logaritmi prej O die
plarédo numri negativ nuk ekziston né bashk#sing ¢ numrave real€.
Wése nE barazimin a' = b, e zévindésojmé x me log b doté frojmé:
a** b,
i cili quhet identiteti themelor logaritmik. Prej kéte vipon se Tuqgizimi Ehié operacion

inverz i logaritmizimit, =



© Me zbatimin e identitetit themelor loganitmik kemi:

s |

e I
2wt =3 W0 =5, [l] P a2
f s

B Nichso: @) atwst; by ghot; o 2,

Vidre zgfidhfon:
Me zbatimin ¢ identitetit themelor logaritmik dbe rregullat pEr fugizim kemi:
2) 4P0T gt g (i o gl ag, py PeeS g 2ReY 0 50

(8> Provo sakitsing e barusive

| 1
3l fog,27 =3; bilog 001 =-2; cpog K= 2° gl Eﬂﬂa% Ch
Vére zefidifen:

Me zhatimin ¢ pérkufizimir pér loganiem kemi:
a) log 27 =3 e ¥ =27,

'”'rﬂgﬂﬂ'_ﬂﬂ-;-ﬂﬁ] EﬁL
. 2 4 B4 22

Michso:

aplog 10, b)log 1, e} log, 64 {!}.I‘c-g,T—-
i

Vére sgjidhjen: ?
| Prey pérkufeamit kemi:
) dog, 100 =x & 10 =100, =2, dmh log, 100=2;
b)log, | =x 1:::-'5"'-] r=0,dmth. logl =0
ava 1ed-4

— =

¢) log,, T ok Raacr i
@} Cakio barén g, nése:
Alog25=2; bilogfd=3; c)log 3 =- :_1 b§ fog, % =_%-

Vére zgjidhfen:
Prej pérkufizimit kemi
Bllogbfd=3 s =64, ' =4, a=3

)
:ﬂ'f" I:E
L ]

FE




[b- Cakto x ni barasing:
ajlogx=2; b)lag, qx=12; ¢) Iagﬁ1=i.
T
%— VErtetoji identiletet:

: L ._n
aploga=1, bilogl=0 olega=m; v;}:'n;g{.a:;, d) log . a 5=
a=0, g=l

Vére vértetimin:
0 a) Leté jeté fog g =x, athert @' =a, x=1, dmth loga= 1.

|
Cllejeté Jog a=x &= (@ =a a7 r=agemx =, I=;. i.me.th.

I
f-l:lg__l:l=;.

e

@- MNjehso vierén ¢ shprehjes:
1
#)log,128; B log 1000 c)log s B1: ¢} liog 8+ 5 1og 8l
I Mz zhatimin ¢ beresive paraprake kemi:

a}log, 128 =log2"=T, c)log 81 =log, ¥ =7 =¥
¥

b | —| &

1 1 I
¢}2&'Jg.,_ﬂ+iﬁﬂg!31=2.i'ﬂg:2}+ Efag!:'l"'-l-ﬂ-'l' 3 4= 8
Detyra
@n Barasité qf vijojné shkruaji né formé logaritmike:
3
ay & = 36; b [%J‘ =6d: o)T=1; g [ﬁ:‘q =%.
% Mjehso vlerdn e logaritmit:
a)log 8: b)log 125; o iﬁgzﬁ; £ Jﬂgmw.l’lﬂ.ﬂ-
L



@ Cakto x prej barazimit:
a) logx =6, thgI,_.I=3; c) log, - x==1; ¢) log o x==8.

Pér ¢ilén bazd: I

a) logaritém prej 64 &shté 3;  b) logaritém prej 625 éshe 4;
1 1
¢) loganém peej E dshté 8;  ¢) logaritém prej iﬁ Esheg - T?
(5) Njehso vierén ¢ shprehjes:
o) og 25 + o 21 - log,8; ) log,81 - log, = + log,16
L]
(8) Nichso: a) log(tog,256); b) log,(log,16) + log, (log, 27).
3
Nichso aj 2. 5M* . 5. 30nd; |y gi-ons o o) ghbnd

‘-.'W"’ E NE mésimin paraprak theksuam se
fog b, a>1, aw0kakuptim pér

© Cili operacion &shi inverz i operacionit sdo numér real pozitiv &,
fugizim? Prandsj pér ¢do vier# pozitive té ndryshores
W Nise 2 = 8, sa &shie log,8” faf'f:”m""‘ S SRR wimptr ova)

W Nésey = log.X, sa éshté x7 MNé kitd ményré mund & pérkufizohet nje

© Boshti x #shté asimptota ¢ funksionit ~ pasgyrim ( R™ = R,
y=a a>20, a+1l. I

0 Fupksiomi ¥y =a", o> 0, aw | &hé
pérkufizuar pér té giithé numrat realg,
dmth D xe R

e

—————

Pér shembull funksione loganitmike jané fix) = logx; v = log, x, ¥= log c x.
3

[ cibi prej funksioneve jand logsritmike:

1
3) y=3log, x: by =log,x ¢ y=xlog, V21
1 I

Vire pdrgfigjen:
W Vesem funksioni y = xlog, W2 nuk Eshié logaritmik.

- |



['g} Vizato grafikun e funksionit y = log,x. Shgyrtoji vetité e funksionit..
&~
Viére sgfidhfen:

Funksionin do ta paragesim tabelaright:

IHAT

1|3 I.I ‘4 El
ErTEEEnonaa
Grrafiku i funksionit shtd paragitar né fig. 1.

Theksunm se operacionet fugqizim dhe legantmizim * 3 3.1 1

BRI G B WA B -d GO

jané inverze ndErmjer veti. Kjo do & thotE pér :

funksionin ¥ = log,x funksion inverz shté y = 2", : » = o
Deri te funksioni inverz amijmé né bazé 18 4
pérkufizimit pér logaritém. Prej ¥ = log,x vijon fig |

x =2, Me zévindésimin ¢ ndryshoreve ¥ dbhe ¥ fojme funksionin y = 2 { cili gsheé
inverz i funksionit logaritmik.

Funksioni inverz e ka veting nése pika M{x, v ) §1akon grafikut 1€ njé funksioni,
atgheré pika M (v, x ) i rakon grafikur t funksionit getlr inverz.

Grafikét e funksioneve inverze jani simetrike ng lidhje me simetralen ¢ kuadrantit [ dhe
I, d.m.th, né lidhje me drejpézén y=x, fig. 1.

lB. Disa veli 0 funksionit y = log.x.
Prej perkufizimi 18 funksionit logaritmik vijon:
I'ﬂr:IE B*, dmih, xe (0, =)
i yelR dmth ye (-, =)
¥Pér x=1, y=log,| =0, grafiku ¢ prené boshtin x né pikén (1, 0), d.m.th.
x =1 esht® rere o funksionit logartmik.
Grafiku a prenp boshti 37 Pae?
4% Shenja ¢ funksionit:
y>0 pr x> |, dmith x & (1, =),
y=<0 pir 0<x<1, dmth x€ (0, 1)
5* Funksioni y = logx monotonisht rritet.
6 boshti ¢ #shié asimptota ¢ lakores.




h— Vizato grafikun e funksionit ¥ = Iog, ¥, Shqyrtoji vetits ¢ funksionit.
LY

Vére zgjidhjen:
. 1
B Funksionet p= Iﬂgl.r dhe _1:'=[E]‘ Jank inverze, NE tabelén 4F vijon éshid paragitur
3
funksioni J"=[%}‘.

K 2 l -1 ] 0 ] I Nise pika A(x, p ) ¥ takon grafikut & njé
, l I | ! funksioni, atEhers pika A {1, x } i takon gratikut

1 funksionit mvere

Tabela e funksionit y = J'ng, X dghi ¥

1
EI
-l 1 3 456 7 8 9 %

‘f'[a] l J 8] . ot

Girafiku i funksionit y = Jog, r éshté par- ¥
£

:
3

-

3
aqitur e fig, 2. "

& Wetité ¢ funksionit ¥ = log, ¥ jang:
i

i i .DJ,ZIE {0, ee). 2 Vi ¥ & (oo, o),

I x =1 Eshed zero ¢ funksionit, d m.th. pér r = 1, avéheré v = 0,
# y=0pirxe (0,1); =0 pér xe (], =),

5 Funksioni monotonisht zvosiioher.

6" Boshii y Sshié asimpeota e grafikut 18 funksionit,

Al




[ax
] Disa veti tf funksionit logaritmik y = f:lg'a.'l' jand:

1" Dlr.'_t e B 21 F‘I:}'E 1
¥ x=1 tshté pero @ funksionit, dom th. grafike ¢ prené boshtin x né pikén (1, 0),
4° shenja e funksionit

pir @>1, y>0 pér xe (1, =)

¥y=0 pér xe (0, 1)
pér O<a<l, y>0 pérxe (i, 1)
p<l pérre {1, 00)
& PeEra> 1 funksioni monotonishe rriter. Pér 0 <a <1 funksion: monotonisht svogElobet,
1 Neése logaritmet e dy numrave me bazé 2 ngdjild jand 12 barabartd, atiéherd edhe vetd
numsal jand 1€ baraband, dm.th.
fogx =logx, &x =x, a=0, a#l

0 Funksioni logaritmik nuk ka vlera eksreme, pasi ni téed intervalin funksiond ose ritef ose
vopiicohet.

5 Boshti v éshté asimptoda e funksienit,
% Cakto fushén e perkufizimit pér funksiones:

a)y=logflx-3% By=log(dx-x) c} ¥ =log, (x* +4).

Vére zgiidhjen: ;
2 2

[8> Cili numer esive mé | madh:

a) log,5 ose log.7; b) !agE J3 ose .f.r.!gl o

3 3

3 3
f Mx-3>0,x>—dmthxe [-.m].h}’_‘i:-f:-{l, MI-x)=0 xe (3

Vére zgildffen:
a} Funksioni y = logx, monolonisht rrited, pra preg x, <x. vijon logx, < g,
Pasi 5 <7, vijon log,5 < log,7.

(P

EEE}' Cakto ndérmijet ciléve numra 1€ ploté giendet: a) fog, 15; b) log, = a}f-ﬂgjli

Vifre rgiidffen:

a) Pasi [lju=]: [i]l=2, [1T=E. {iT =16, prej Jﬂg:_lﬁ =

2 . 2 2
log, B domethéng -4 < [og 15 < -3.

¢) Pasi 5= 1;5 =25, 5" =135, domethind log,25 < log,125, dimh, 2<log,35 <3

=]l

(e R L



Detyra
Vizato grafikun e funksionit:
a) y=log, x; hyy=ifogx oy=log,x
Shqyrio \-ijjimiu & funksionit.
Cakto fushin e pérkufizimit 2 funksionit:
a)y = log(-x); by =lag(l -x) chy=logle -4k ¢ p=log - 3x-4).
CialEt prej funksioneve jané rrités:
Ay =log, & bly=logx, c)y=loggx.
() Duke i shirytézuar verité e funksionit logaritraik, cakto cili mumér 8shts mé i madh-

a) log,3 ose log,2; B) rﬂgi ose log, 0,5

2 3
ehlog, 3 ose logp; ¢ log, = osé log, — .
lg 13
@ Cakto cili prej numrave @ ose & Eshid mé i madh nése:
0} feg.a > log b, b) log,a=log b; © log za>log b ) log, a < log, b
i i

(8) Pér cilen vierk 1& a jané 5 sakta jobarusité:

aylog T<log3 b)logls>logls; ¢ !'ag,- B J'ag-%

@ Cakto ndérmjet ciléve numra t ploé jang logaritmet:

2
a)log.3; b)log9; <) fog, 75 4 fﬂfl"j
I ¥

Operacioni logaritmizim ka disa veti g€ nuk i ka asnjé operacion tetér. Ato veti cakiohen me
logaritmizimin & shprehjeve algicbrike.

Logaritmizimin e shprehjeve e kryjmé sipas kétyre rregullave (teoremave:




Virtetimin do ta b&mé né dy ményra
Minyra ¢ paré: Sipas identitetit themelor logaritmik kemi M =a™*" dhe N =g"""
Prej kétu vijon: M« N = g'®=V¥ . ghtt = ghudithel
Sipas pirkufizimit pér loguritmizim kemi:

log (M - N) = log M + log ¥
Ményra e dytE: Le t& jeté m = log M dhe n=log N. Prej k3tu vijon:

M =a*, kurse N = o', pra
M:-N=g" a =g ™ dmth. log (M N)=m+n=log M+ log N.
Kio teoremé vlen edhe pér mé shumé se dy shumé&zuesé, d.m.th.
log (M- N P- @)= log M+ log N+ log P + log .

0 K#o teorema vleiné pér ¢farédo baze prandaj shpeshher nuk do ta shénojmé.

Virtetimi: Le @ jert M =a™" dhe N =gt
Me pjesétimin e anés pérkatése 18 barasive kemi:

M g™ e

i B ire—

N g

M
Sipas périoafizimit o logaritmit kemi log, F . ul'ﬂ,g_M - J'ﬂft."r'.
dabe

2a
% Logaritmaji shprehjet: a)x = 2ab, Iﬂx=?, clx= S

Vire sgjidbjen:
W ¢} logx = lagdabe - log3pyg = logd + loga + logh + loge - (log3 + logp + logg).

Vértetimi: Nése M = ), atéheré M= a"*" . Me fugizimin ¢ barasisé me n, fitojmé
M= (g ) = a™%*  dmith log M =n-log M.

L]
Pasoja; log, NM" =log M™ “,‘1‘*‘:'3. M.



[ Logaritmoi shpretyer

2a+/3ab fza.'f
-l 3 | . a H
ayx=3a'b, bix=3g%m, chx we " HET a0
Viére zgjidlifen:

B <) fogs = logla figh - logdc =

|
= log2 + foga + E(I.::-gj + loga + logh) - logh - ogh - loge =

= Jogd + (:;-—-]][cgﬁ * [H%].‘aga + [%—1]-’@5- loge =

2 4 3
= logld - 3 logd + Tloga - 3 logh - loge,

!p: Cakto x prej barasise logx = 3log 2 - log 4.
Vére zgfidhfen:

W logx=log2' -log 4 ose logr= a'ag_% . dmth. logx=log2
Duke e shfryt@zuar vetind fog x, = logx, & x, =x,, vijon x =2,
Pér zgjidhjen e detyrave té tipic paraprak, shfryiézoji rregullat { fermulat):

W Caktimi § shprehjes nése &shié dhéné logaritmi i tij quhet antilogaritmizim.
h Cakto x prej harasive:
a) logx = 2iogh + 3loga; b) logx = 2ioga - Slagh - 3loge;

¢l logx = %Iﬂgb s Zf;gﬁl 4

¢l logx = loga + %[-'ﬂg Ea+b)‘-—%—lﬂg la—b)+ 2op ﬁ'] y
Vére zgjidhjen:
B ) logx = loga + %[fu§[u+b}—%ﬁng{a -b}+2log c] '



(o + Bl (a+b)e*

1
logx = loga + —log : logx = loga + >
2 Ea—b = o ol Ya-b

(a+b)e’ a+b
foge = loga | ——— T=ar
R, b

Detvra

@;I MiEse dihel se .I'-:.Igmﬂ = 047712, kurse Iﬂgml = (0,30103, njehso:
a) a'agmfh: {51 fﬂgmll; o) log, B4R,
Logaritmoii kfio shprahfe:

h!bl | 2
@ ae=sa, 1) x=—r "“‘:FF:,T'
ﬂz'-n'; Ra' b
2 ayx=afa; byx= o S :
@ il b4

@) wx=2asbyi b x=sala-by; cﬂﬂff-
a—

u.]:-ﬂ\lllﬂ_u'g: ()] :=M—;E:;—- 'ME

£ ab”
i:. = - - ] . = 1) —
O a) ¥ »}'Efs als-bMs—c): By x rrewre

Cakto ¥ nés logaritmi i tij Eshié;
(@) iogx = 2logm + 4logn - 3loga - Slogh.
(&) logx = log5 + 2iogd - log - 3logn - 2ogm.

@) logx = %!ﬂg{u- 2b) + Ell'ﬂg{a + 28}

: 2
(10) logx = 2logia + b) - 3 logla - B) + 2loga

@ Mjehso:

a) log,4 + log.9; b} log,.4 + log, 36

1
ch log, S00 - log 5. ) Jﬂg,; -log, 0,01



: “M Ebmﬂncﬂmmishm:m
¥idre

log v EshiE i barabarté me log,r.

Dlogr=bex=a" axl dhe a>=0, pérgiigfen;

o Cili numér Eshté mé § madh; & F'E SHEIctE: sl oo e
i) log A3 osc logy15; :T: Ing.-u.l-fil;uizimm e shprehjes me bazs
b} Jog 100} osc Jog 57 5 do 18 fitojmé:

_——— log, (3" )=log, x.

Duke e shatuar rregullén pér logariém 1é fugisé kemi log.x . log 3 = logx
Domethéng, numn | kérkuar sshig Jog 3,
Caktimin ¢ shumé&muesit & kérkuar na ¢ mundéson kjo

Teorema paraget formule pér kalim 8 logantmit me njé bozé né logaritém me bazé tjetér,

Virtetiml: Mise identitetin themelor logaritmik g™ =, e logaritmojmé me bazé «
kemi Iﬂg‘[ g'het )= fog x, d.m.th.

log x
logx - loga = logx ose logx = =0

bl

%‘ Mjehsa, pa kalkulator
I}
a) log.3 log 4, bhlog3d - log 25 ) log® logBl, ¢) ﬂL?

log, 7"
Viére rgifdhien:
0 Me zhatimin @ teoremés paraprake, kalimi né bazé yetdr, né kitd rast l2 18 jed ¢ = §,

boeemmi:

log:3 log. 4 = Ing, 2 = 2log, 2

SHlogs  dog e 2 Tag 3 loge? - domd



% Viérteto identitetet

1
a) lag x = = vecd B\ [1): W fug...x-;ll—l'agu x.chlog . x" =log_ x.
Vére zgfidbfen:
Iag 1

b} log . x= Iih}g_x;

B s logx=—""— s fﬂg

log x
¢} lo _El..u Riog. X _ i
X !ﬂg,, nlog, a =hyg. %

1 log, x log, x
’ v el
ﬁjﬂ: .i'ﬂj'3.l' ME,. x
nuk varetprej xix >0, x= 1)
Viire zgfidhfen:
fog, 2
log 2 _log,x
log,3 log,3
log, x

% Viarteto se viem e thyesave: }

. Y =log, 2. Deri te givkimi i njéjté do t€ aminje nése baza pér kalim

Eahg ¢farédo numér pozitiv.

(B> Njehso:

) log, ¥a  nése logB=b; b log ; Ya, nise log 9= b;
¢} log 120, nése log2 =a dhe fogi=5
§) tog 8, nese log 2 =a dhe log, 3 =1

Vére zgjidhjen:
1 7 2
,mmgﬁf.ﬁ?—* 2-loga=7 loga’ = 3 .§,m=§,

log,8 _ logy8 _  log,? 3logy?
O ogB = S 0 log,103 lop.10+og. 3 1+b :+a

Véreve né shqyrtimin ¢ gjer tanishém se baza e logaritmdt muand @ jets ¢farédo numér
real pozitiv,




MNE matematiké mE 58 shpeshti pérdoren dy sisteme logaritmike;
1° Sistemi fogaritmik dekad (Brigsith, t cilin e pérbéjné logaritmet & & gjithé nummve
pozitiv me bazé 10 (dhjees), e shinojins F{ngr = fgx,
2" Bistemi logaritmik natyror (Meperit) baza e @ cilil E&heé pummn racional ¢ =2,71828...
shEnohet logx = lnx.
NE matematikén clementare shiryigzohet sistemi logaritmik dekad, ndérsa né matemasikén e
lamé sistemi logaritmik | Mepart.
Uakto lidhjen ndérmjet sistemit logaritmik dekad dhe natyror pér & njéjtin numér
pozitiv x.
Ve zpivalfifon:
Ni formulén fog x =

s - log x, zévindésoimd a =g, =10 pm fitojme frx =

l
— gy, dm. = lge
lge £gx, dmaih [gr=lge  Inx,

Detvra
@ Njehso vlerén ¢ shprehjes:
a) lng,3 -og,16; b) fog, 5 log, 42 ¢ [g56, néscigd = a, kurse lg7=h

(2) Njehso
logr JE
al log 8- foz Bl b 3 i If H, nd T=g, I =h,
'ﬂfl gq. fﬂguﬁ ﬂ} E'E]!;z Hng“ a 'ﬂgﬂs

@l Veretn barasié:
a) J'r.lg}] ~log3 - logd - log5 - logh-log T logh. log9=1;
bl log,12=1+logd - log. 5 - log 6.

(4) Vértewn barasité;
ajlog 3 +log2>2; b) log, 3-1-]'&33% <=L, c)logd=>logd

Verteto se: ;

ajlogh + log b =0, b loga-+ Hﬂg,l = log,a;
- &

1
¢} log,a - log, = loga® =10, ¢)log, a+log a=1liog, a log a4

L=



| Bashkisia ¢ logaritmeve prej 8 gjithe numrave pozitivé realé me bazé 10 quhet sistemni
logaritmik dekad ose 3 Brigsit, sipas matematikanit anglez Brigs (Briggs). NE kitg
sistem jané njehsuar logaritmet prej & giithé numrave pozitive realé me hazé 10,

'

A

@? Cakto logaritmin dekod prej numrave:
a) 15 10; 1007 1000; 10000; &) 0.1; 0,01; 0,001 < 3100; 1000 -
Vire sgjidbfen:

Ne sistemin logaritmik dekad baza nuk shkrubet, dmoth. né vend ¢ Jog, a do e
shioruajmé [ga.
o Prej vetisé foga = 1, kemi [gl0=1, kurse

uj fgl = 0; gl = 1; {100 = fgl0F =2 lg1000 = [l = 3; [g10000 = fgl0¢ = 4
b) g0, = lgl0 = -1; Ig0,01 = fgl0 = -2; [g0,000 = lgl07 = -3

i 1 3
¢) lgiD=lg 107 =— rﬁ.'i 00 =1g107 = %: g Y1000 = 1g10¢ =%
::‘- Tl\.'i|;-l_' = 5

Virtetimi: T¢ supozojmé se logantmi prej memeit x &shté numér racional

£ dmih, 8= £
q o
¥ Sipas pérkufizimt pér logaritém kemi:
.

0¥ =x, dmth, 10F =17,

Sipas givkimit ¥ nuk mund 1 shiruhet né formén 10°, pra prej kéte vijon se adbe ¥ ik
mufid 6 shkrubet =i 10F, Domethiald lgr ok &hié numér racional, por nismér irncional.

Virtetimi: Nése 10° <1 < 10°*", pasi funksioni y = lgx Sshié rrités né téré fushén ¢

pérkufizimic, atdherd g1l < lgx < lgl0r*  dmthon < fgr < n+ 1.



© Prejkémvijonse lgr=n+m, ne N, me [0, 1], dm.ih logaritmi prej ¢farédo numri
poeiiv real x Eshié shumé prej njd nemri 0 plo g i cili gubet karakieristike dhe njé
numn dhjetor m, m & [0, 1] 1 cili quhet mantisg,
% Cakio karakteristikén e logaritmit dekad & numrave:
) 73,43; b) 734.5; ) T35,

Vére pérgfigien:
O @) Prej 10 <7345 < 100 vijon fgl0 < [g73.45 < lgl00, dmth, | <ig7345<2,
pralgilddi=1+m, me [0, 1L
by 100 < 734,5 < 1000, /g100 < [g734,5 < [gl000; 2 <[gT734.5 < 3. dm.th,
T 5=1+m=21m
lgTM5=3+m=3m, me [0,1]

Cokio korakteristik®n ¢ logaritmit dekad 18 numrave;
a) 0,75, by 0,075, ) 0,0075,
Yére pErgjigjen:

O a) Numri 0,75 éshié mé i madh 0,1, korse m# i vogélse 1, dmth. 0,1 <0,75 <1,
pra g0 < jg0.75 < [gl0®, dm.th, -1 < [g0,75 <0, vijon lg0,75 =-1 + m;
me [0, 1)
by 0,01 <0075 <0,1; [0 01 < jel075 <led];: -2 <lgD075<-1;

{0075 ==24m; me [0, 1}

- gmend

Bipas teoremés logaritmi dekad prej cfarédo nume poeitiv real Eshté numér maeional,
Karakteristika e logantmit dekad éshté numér i ploté, domethéné mantisa e logaritmit
dekad Eshig numér iracional, d moth, numér dhjetor § pafundém joperiodik.

iil’.&:aﬂ:ﬂnp&mﬂﬁ muerrel péraférsishi numér | rmumbullakuear ng 5 dhjetore.



NE praktiké shiryiZzohet mantisa me 4, & 7 por edhe me mé shumé dhjetore gé varet prej ssaj
s sak1Es na nevojited

* Mantiza nuk varet prej pozités sé presjes dhjctore to numri, pra pér caktimin e saj &
¢farédo nummi mjafion té dihen mantisat ¢ logaritmeve prej numrave natyroes.,
Pér caktimin ¢ mantisés shirytézohen tabela logaritmike. Te ato njehsohen mantisat e
logaritmeve t& numrave naryroes pref 1 ded mé 10000
Tabelat & para logaritmike i ka formuar viet Brigs né vitin 1600,
I’%G}:ﬁ! caktimit 1# bogaritmit dekad 18 ¢farédo numri do 82 shfryiEzojmé kalkulator pée 2
— cilin ka opcion log, né kS ményrs:
- & flegim numrin dekad;

- me shtypjen ¢ tastit log, né displej paraqitet logaritmi dekad | numrin @ dhéng,
Pér shembull {g43,25 = 1635986112, [g432,5 = 2635986112

b

Mé tutje mantisén do 2 rrumbuallakopmé né § dhjetore.

' Nése baza e logaritmit Eshité o > |, atbherd lgx <0 pérx & {0, 1). Prej kit vijon pér
O=x<1; lgx <0, pra Jg0,738 = -0,13194; lg0 006785 = -2, 16845,
Prej Ig0, 738 = -0,13194 menjéheré nuk mund té coktohet karakteristika dhe mantisa,
pasi kalkulatori @ jep rezultatin & fundit, d.m.th. njehson vierén prej karakteristikés
negative dhe mantisés pozitive.
Prandaj, karukteristikén dhe mantisén e numrit (g0, 738 do ta cokiojmé né kéwd ményré:
0,13194 =0,13194 + 1 - | = -1 + 0,B6806, kurse pér numrin {g0, 006785 kemi:
2, 16845 = -2, 16845 + 3 - 3 = .3 + 0,831 55 karakteristika &shté -3, kurse mantisa
m = (LE3]155.
Caktimi | logaritmandil (numerusit) nése ésheé dhéné logaritmi 1 tij guhet
antilogaritmizim,

Eij} Cakto ¥ nése éshié dhéné:  a) lgr = 2,34567;  b) Jgx = -1,34567,
Vére pérgfigien:

a) E fusim numrin 2,34367; ¢ shivpim tastin @ OPETACcion: mvers, kurse pastaj tastin
- N displej éshié numn 221,6511557, domethénd nume @ kérkuar * = 221,65 (i

mumbuliakuar mé dy dhjeiore)

b) x = (,0451 15938 = 0,045,



E.‘r' Zhatimi 1 logariimeve géndron né njehsimin ¢ vierave i shprehjeve numerike. Zbulimi
ﬁ logaritmeve nd fillim tf shekollit XVI] mund®son vendosjen e thjeshtimit &
mehsimeve numerike té shpreljeve né & cilat jané pérfshiré operacionet shumézim, pjesétim,
fugizim dhe rrénjézim.
‘}:,‘::» Njchso vierén ¢ shprehjes:
) ' 235} 0, 7856
(Vs ) |

a) — b
(0.78) a3 25y
Vire rgfidifen:
E cakiojmé logaritmin dekad t& shprehjes, d.m.th,

1
lgr = lgf785 +lgd32 - [g(0.78Y; lgx = /785 + /4,32 - 5ig0,78;

|
lige = 3 - 2,89487 +0,63548 - 5 - (-0,12494); [ge = 0,96495 + ,63348 +0,6247;

fgx= 222513, x=167.93.
Me kalkulator do 1a fivojme k&E vierd t# shprehjes:
e 922479432 1 39 851098
0,237304 0, 237304

=167 93
Gijaté caktimit t8 3/ TRS

[ 75} fnd)— m = [3:]= 9,22479,

fretvra
(B} Cakto: a) 1g Y0.00567 : b lp(2395F% <) fe {(8.786) .
I@ Cakio x, nésg:
a) fgr = 0,75642; bj fgr = 3 + 0.256423;

chdgx = -3 + D25645; ¢} Jgx = -1, 35423,
@ Cakio karakterlstikin dhe mantsén e logarimit dekad 2 numnit x, nése:
a) dgy = 2 35426; b)lgr =04T856; c)igr=-0,12345; ¢) lgr=-145678.

y 2

I:ﬂ:I Zgiidhi berazimet: a) I0F=172; b)) 1F=0524; <¢)}2'=3 ¢ [E]‘ =5,
, : 1 3 2

Cﬂj Cakto x, nése: nhx= Tlog5: bix= 47~ Slg7

|® Me ndikmén & logaritmit dekad cakto sa shifror éshité pumsi:
B2 b)I, g 2n. 3. g




Viera e péraféné e numrt € 1€ sisternit logaritmik natyTor (Meperit) caktohet me

formulEn
E-[Hﬂl]..
]
Cakto ¢ nése # & {5, 7, 10, 100},

Me ndihmén e logaritmit dekad cakto vierén e shprehjes:

(H.53) -0.73 b) & = 00009097, x=342% o x=90.

W) T e
(0,25
e
& et
ST 'ﬁ@] Barazimet ¢ té cilal ¢ panjohura
Kajrodi! A3 giendet né loparitmand ose né bazé 18

pakien té mént logaritém guhen barszime
Cillat Barazime i plrkulizojmé si ekspo- bogaritmike,

nenciale? T# atilla jané barazimes:
Cakto 1 prej barasisd |
fgx=2 fefz2 + 1) = 2; fgrﬂ-i"p

Mise W dhe N jani numra pazitiv, ofé- ;
herd p ato vigjné ko formula: lg; (x-M=1; fg, (¥ -2c+3)=1,
log M + log N = log M - N : i

; M Cilat preg ktyre barozimeve jandé
log M - log N = Iﬂg_; fogamitmike;
T = = = '

nlog M = log M addple + 20 - fplx - 1) = fgd:
- b) Jog, S=x;
Toni] Jla H et I '::|I."|-:I”' %
" ll.qu E'Hﬂ 'fb JI-UE;'E - 3_:

a0, azl; mnre M. #FI-‘?--“"'I'g?]"‘f:-rﬂ'T.

4y b = 1007

Vére pérgfigien:

Barazime logaritmike juné a) dhe ¢}

Barazimet logaritmike do 171 2gjidhim njé lloj sikurse borazimet eksponenciale né
bushkésmé e numrave realé. Pér zgiudhjen e harazimeyve logantmike nuk ekeiston metodé
¢ pergjithshme, prandsj do of zgjidhim vetdm disa loje @ barazimeve logaritmike,
Giatg & zgiidhurit e barazimeve logarimike do 1’ shivyiézopme reegullar pér
logaritmizimin dhe vetitd ¢ funksionit legantmik.




Zajidhi barazmer:
loglx-31=3 Wlegfe'-.o+6)=2 cilog f2x-1)=2

Vére zgiidhyen:
© Barazimet e forméis fog ([{x)) = b, a =0, a 2 1, zgjidhen duke zbatuar pérkufizmin
pér logarisgm.
Aplog(x-3)=3 = P=x-3; x=1I.
Pérx = 11 kogaritmandi x-3 =11 -3 =8> 0, domethéné x = || &shté zgjidhje e bara-
Fisnit,
c) Zgjidhja e baranmint duhet ta kénsg kufizimin:

=270, x-2%], 2x=1 >0 dmth, x>2dhe x =3
I Me zbatimin ¢ pérkufizimit pér logaritém kemi:

-1=(x-2F; X-dx+d-x+1=0, P¥-6x+5=10
Zgjidhjet ¢ ket barazimi jané x, = 5 ose x, =1, prej 1 ciléve vetdm x = 5 ¢ kétnag kufizi-
min. Domethéng 1 = 5 &t zgjidhje ¢ barazimit 8 dhéng.

Né pergjithési barazimi i formds log  (f(x)) = hix) &hi ckuivalent me konjuksionin
filxd=0

flx)=(glxe A 1200
glx)el

Shpeshhere t€ zgjidhurit e sistemit té jobarazimeve fx) >0, glx)>=0dhe g{x)# | dmth
caktimi i fushés sé pérkufizimit [ & barazimit logaritmik nuk éshté i lehig. Pér kéto shkage
barazimi mund t& zgjidhet edhe pa e caktuar bashkésing [, por né a1 rast patjet@r dubet &
konstatohet cilét prej zggidhjeve i kEnagin kushet ¢ kufizimit, d.m.th, provohen cilét jané
zgjidhjie 1@ barazimit & dhéné

h Zgjidhi barazimet:
8} log, (2x+3)=-% biloga-5x+15=2 o log, . (2x+12)=12,

! Barazimet logaritmike 1€ cilat me transformime identike mund té sillen né formen:

log {fix)) = log px), a>0.axl.



Cila ka kuplim pér ato viera (8 x pér 0 cillst f(x) > 0 dhe fix) > 0. zgjidhet duke
shirvtézuar ekuivalencén
fog(f{x)) = log(@p(x)) = fix) = px)
Cakto zgjidhjen ¢ barazimeve logaritmike:
ablg(2x - 3) - lplx + 2y =lg3 - [g2;  b) lglde + 5) = 2glx + 2).
Vére egffdhfen:

3
g} Prej 2 -3 >0 dhe x4+ 2 > 0 vijon x> 5 dhe x = -2, dm.th. bashkésia ¢
pErkufizimit & barazimit Eshté [¥ re [%,:ﬂ ]
2x-3 3 2r=3. 3
W =

[hike zhatar Ilar péir logaritmizsm kem —= = d.mth
megullar per log ig oS 3‘,1 e

ose o= 12, Pasi 12 € 0, domethéné x = 12 &shiE zgjidhje ¢ barnzimit & dhéné.

g Barazimet logartmike 8 cilat jané entike me franformim = llen ng formén
E Flog (fx=0,a21,a>0

egiidhen me pévEndésim,

Eﬁ:— Zgjidhe barazimin:
a) ig(x) - Slgx - 6=10; b)5lgx + Uog 10=1.
Vire agfidhjen:
0 x & (0, =), porpastaj {g°x = (lgr)’ me sévEndésimin fgx = § burazimi i formés
Fa51=-6=0
Zgjidhja c barazimit Eshié ¢, = 6, £ = -]
Pér t =6 vijon [gx = 6, kurse x = 10°
Pér ¢, =-1 vijon lgx =-1, kurse x =10

b} Me rhatimin e identitetit log b= barazimi | forméy

(R, i

I
+ —_—
Slgx + 2 P T

|
pas #EvEndEsimit Igx = ¢ kemi 5S¢+ 2 - F =7, dmth 5°-Tr+2=0 2gjidhjet ¢ 85

cilés jung ¢, =1 dhe 1, = 5



Pér t, =1 wvijon lfgx=1,pa x= 10,
y. :
Pér 4=3 vijon fg::? prn x=10° =3/100

n ;' Barazimet logaritmike ie t€ cilat ¢ panjohura giendet né eksponent zgjidhen me
= boparitmizim & & dy anéve

%b Ziidhe barazimin:
=10 bjxti=-x
Viire zpfidhfen:
2 p)Prgj x>0 vijon I x & (0, =)
Me logaritmizimin e 88 dy anéve me bazé 10 kemi;
le(® %) = lgrl 00, dmth, (3 - lgx) - lgx = lg10?, kurse me zévéndisimin lgx =1
(Bef)-t=2 dmth. P-3r+2=10
= loser, =2, praper { =1 vijonlgxr=1,x= |0,
g, =2 wvijon lgx=12 x= 10 = 100
h] fgl™ ") = lgx, dmoth, (2x - 5) - fgx - Jgx = 0 dmth Jex{2c- 5- 1) =0,
Frej ki vipon [gx =0 e 2x-6=10; dmth x=10"= | psex = 3.

Detvra
Zgjedhi barazimed logoriimike:
() = togy2e- 1) =3; b) gl - S + 3) = 047712
(&) wiog, (Br-51=1, b log, (¥ - 56) =
@ o letr « D =lg2e+1y b le2erT ~lelre D=0
() a)fgtx + 2) - lglx - 1) = g3, bhdage+ 1) + dog(3x - 1) = 5.

@ a) Uplx + 3+ g = 2: b} Ig».,l':+h+%a'g|:.x+]}=l'g|5.

@ &) J;—iif—j;‘=%: b) fglx* - 8) - fglx - 2) = igl9.
a]il-{sﬂflﬂ-ifgx}+1=ﬂ; h]3+1;g.r+¢-:3x'=l'

@ a) logx + log 5 = 1.5; by logx + logx = 1.

@ a) fogx - loge + log x =3 b)fogd + Jog 256 = 5.

{10) ap 2" = 100, b} 0,1 2 = 100,



NE KEHE femé do 0 misosh pér
Zgjenmi i koncepdit pér kénd, Funksionet trigonometrike fangens
Mutja & kéndeve 38 dhe kotangens prej shumbs dhe
Vija mrethore tri rilie, ndryshimit 1€ dy kéndeve &3
E}ﬂlm P ]::ﬁl;jﬂ R i @ Funksiomet trigonometrike
pre e té kéndit 12 dyfisht 86
@ Mdérrimi i funksioneve @ Ffﬂﬂ-'d:?ﬂ_ﬂ ﬁiEDqufhih i
irigonometrike 47 givsmiékéndit g0
@ Warésité themelore té funk- Transformimi i funksioneve
sioneve trigonometrike prej irigenometrike prej shumés dhe .
glarddo kéndi g2 ndryshimit né prodhim L]
@ Sjellja e funksioneve trigono- Transformimi 1 funksioneve
metrike prej cfarddo kindi of trigonomeirike prej prodhimit
ngushed 26 né shumé W
Barazimet themelore :
4:} Koncepti dhe pérkufizimi i rigonometrike s
ﬁmhmm_t trigonametrik prej Barazimet frigenometnke
argumentit rcal 62 qé sillen né barazime
Crafikét dhe venté e funksioneve themelore trigonometrike et
¥ = asinlx + ¢} dhe R R strile
.'l’-ml"‘f] ET q'l‘-ilui."-ﬂl'ltbﬂfallnﬁ
@ Grafikét dhe vetité e funksioneve toone 110
=000 e 3 = Arapi " Harazime trigonometrike
’ Grafikét dhe vetité ¢ funksioneve qé zgjidhen me zbatimin ¢
y=asin{bx+ c) dhe chsa transformimeve 18 shprehjeve
= acos(br+¢) 1 Irgonometrike 112
Grafiki o funksioneve Tenrema @ sinusit 115
trigonometrike i fommés
= apir(hx + &)+ dhe Teorema ¢ kosinusit 'll!
ooy + ) +d Té
@ Funksipnet wigonometrik sinogs @ mmLLwim FE 21
diia Mt ared i dbe sinusit dhe kosmusit 1
ndryshimit 8 dy kéndeve 4



FUNKSIONET TRIGONOMETRIKE
PREJ CFAREDO KENDI

-- oot E Diametri | makares s& pusit

2

Figura gjeometrike ¢ formuar prej dy  Sshté —m (fig. 1),
giysmidrejiézave me piké té pirbashks i
1€ fillimit dhe pjese & rrafshit ¢ kuftooar
me ato quhet kénd, ()& 1& nxjerrim ujé

. i
Cill kémd dshté i ngushte, e cili i giere?  [1or P
Mi¢ shkallg (17) Eshtf ¢ 90-12 pjes£ ¢ duhet té kalon

kEndit t& drejté. frugé pre] 6,25
Njé gradé éshié e 100-1a pjesé e kénditeg m. TE njéjién
drejté. rrugd dubet
kalon edhe gjatd
T nxjermies sé koves
ploté me ujé. fig 1

) Cakto kéndin € e pErshkruan njé piké 4 prej makares gjaté lEshimit 18 kovés né pus.
b) Cakto k&ndin qé ¢ pérshkruan pika A prej makares gjaré nxjerrjes & kovis.

Vére rgffdhfen:

Perimetn i njé rrethi prej makares ku gjendet pika 4 prej makares Sghid
2

P=dg= —.x =2m
b g

a) Cijaté lEshimit 18 koves, pika 4 prej makares do té motallohet

I
625 : =3 3 herd né kahen e kundérté prej lévizjes sé shigjetave & orés

1
Kéndi i kérkuar @ &he EE her# mé i madh se kéndi 3607, d.m.th.

¢-=3% . 3607 = (3%]- 360° = 3 - 360° + % - 3600 = 1125,

b Gjaté mxjerrjes a8 kovés prej pusit, pika 4, gjithaskie, do 8 motllohes 3§ beré, por



né kaken @ kundén, dm th. né kahen e 18vizjes & shigietawe 1 ooiis.
Gjaté t&8 mésuarit & kéndit né gjeometr sipas pérkufizimit pr kénd, krahgt

B
e kéndit joné me domethénie 1& njéjié, dm.th. nuk ka ndryshim ndérmjet 5'_"

shénimit t2 <L AQB dhe <L BOA (fig. 2).Operacionet me kénde né O A
gjeometri jané t& kufrzuara, d.m.th. shuma e kéndeve nuk mund t8 jeté mé fig. 2
¢ madhe se 360°, karse ndryshimi § kéndeve nuk mund 8 jeté negativ

Pér nevojat ¢ trigonometrisg, fizikés, mekanikés dhe shkencave tjera tekmike, dubet
krylset zgjerimi i konceptii pér kénd,

Me wtje <L AQB do 1a shgyriojmé si figuré e cila formobet me rrotullimin ¢ njérit keah
rreth pikés O deri te puthita ¢ tij me krabun geter,

Rrotullimi i krahut fillestar mund 1@ jet® né kahen pozitive ose negative, Kéndi i atillé i
formuar quhet kénd i orientuar pEr & cilin vien ky:
e 3 = T

rFalii= -LILL s LIl Bl
i .| - g T e
e

1 NE fig. 3 (04, OF) ésheé kind pozitivisht i orientuar, d.m.th,
pozitiy, kurse < (28, (4} éshté kénd negativ &

B Gjaté lishimit & kovés pika 4 prej makares ka biré kind prej 'j E
1125, kurse gjaté nxjerrjes kénd prej -1 125 0 a4
Operacionet me kéndet negative nximen népérmjet 1§ meguilave 1
nj&jta sikurse edhe operaciones me numrt e ploté,

35 Jané dhéné kéndet o= -40°, §= 707, y=-150° Njehso:

pyo+ B+ y: b2a-f+2y;, oda-f+y.
Vére pérgfigien:
b 2a - B+ 2¢= 2A-40F) - 70° + {-150F) = -B0" - TO" - 150" = -300F.

@.—Tﬁ: Mjehso: a)@=f+y; bra-35+2y; nkec=30; f=-50¢ y= 120

fig 3

m| Prodhimd 230° - 5 ésheé i§ mundshem. Ai ésht€ kénds
| @=1150r=3 3607 + 707, kurse konstruksioni i tij
gshié paragitur ng fig . 4.
%‘ Konsmmukto kéndin:
o) TBOP;  By-1125% o) 2170F
Vére pérgfigien:
P=-1125= (3 - 360F + 43°) = -3 - 360" - 45" kurse
konstruksioni i tj éshté paragitur € fig. 5.




Numri & paraqet mumér & rotullimeve té plota 1 krahut g motullohes, d.m.th,
=], £ 43,
Kéngdh o EshiE numn marés i kindit ¢ & formojné krahét e kéndit,
h‘ Esht& dhing kéndi- n) 690" by 9307 ) -19500,
Shkruaj kéndin né formén ¢ pérgjithshme,
ﬁ Cili kind de & pérshkruan:
o) shigjeta e orés  bj shigieta & minutave;
pér nje dité dhe nats?
E] Prej formulds pér gimEsing ¢ harkut rrethar j'=-_;'{;.£;-; bu kéndi of pérbéher prej

kénda g!m.'lmi mmrni_sh.ta]]ﬁ:

I T
= [} =
ro180° Y’
Prej kiétu vijun se ruporti i gfarédo kasku erethor dhe mezes sb tij a | h \
shed konstante dhe éshté i barabarté pér i@ gjithé harget gé kan® [ 7]
kiéndin e njgjié géndror, d.m.th. i
i:-:‘-lzi=._l=—x.-.-.g",‘ﬂ3ﬁ. fig. 6

T
i
Numr — e karakterizon madhésing e kindit géndror @ pra mund t& merret 51 numéer matis

f
i giadsisé =8 harkut methor.

!
Mitse [=r, ateherd = = 1, praal kénd qéndror Eshté marrd si njési matése e cila quher radian,
pér tf cilin vien ky

% Cakto, né gfaré relacioni jang njgsité matése t& kindit t& matur né shkallé dhe 1 mats
né radigng.
Vire sgjichjen:
Le t jeté ¢ numeér i matur né shkallg, kirse @ numér i matur i kéndit né radiané.



@5’ Kéndet: ) 30°,  b)45% 1907 ) TR0, d)48°24°36°" shprehi né radiang.

Vire sgjidhjen:
[E L. E 36 = = _I'ﬂ."]’-
dy 4E*24736 —43“'+[m]’ +[3ﬁm]p—4_3.4] . [T P-W 0,843 rad |
Detvra

(1) Shkraaji kéndet ni forman ¢ pérgjithshme:
a) 450%  b)-164% <) 3000°  ¢) -1000°

(2) Njehso né shiallé dhe raiané gfaré kéndi pérshirusn shigieta & minutave 18 orss:
Ty g e

(3} Reezjn e vijés methore dshté 36 em. Cakao gjatssing © harkut kéndi qendror | t& cili

eshi %’mﬂ-ﬁ.
Shprehi n radiané kéto kénde:
2) 36% b) 108 &) 2100 ) 212°24';  d) 345%36°,

@ Shprehi né shkallé kéndet té dhéné né radiané:
T T T Iz
— h — —r — .-I.n:d_
ﬂ}ﬁ ]'3 €} 2 g 3 d)



Sistemni koordinativ § Dekartit ¢ ndan mrafshin pé 4 pjesé dhe quhen kuadranié,

0 {do pike nga rrafshi mund 1'i shogérohet gift @ radhitur (x, p) dhe quben koordinatal &
pikes,

@ A vlen ¢ anasjellia?

|0 Mé vizatim pika 0 ésheé paragitur me sistemin koordinativ me
koordinatat e saje x dhe )
X - abshisa e pikés,
¥ - ordinata ¢ pikés

W Kéndi @= a+k-360F, k& L1 shikruar né radiané ésmé = a+ 2kx, ke &.

— i e

krahu lEvizss
f'lll.—-- kindi pozitivisht @ orientuar

krahu 1 palévizshém
{ — kindi negativish | orieniuar
krabia | palvizshm .

 krahu Revizss
fig. 1
Vire, krahu i palévizshim t€ kéndit & oneniuar me pjesen pozitive & boshtit x, fig. L
¥
[0 0 8 fitohet krahu | dvig (1 fundit) i kéndit t8 dhénd & duhet kraho Ma

i paré 1€ profullohet (né kahen pozitive oae negative) pér madhésing
{ vé shprehur né shkallé ose radiang) i kéndit 1€ dhéng.
Eéshtu krahu 1 dyi€ 1 finsart & kulmi 1 € cilit &shig o fillimin e
' koordmatave éshté krahu i dyté i bashkisisé ¢ pafundme té kindeve fig. 2
ko kradw ¢ pard 1 té cilit shié pyesa pozitive e boshtit x.
TE gjicke kéndet ndryshojnd njéri prej getrit o motuilime 8 plota. Madhésis ¢ ¢farédo
kéndi § nga ajo bashkési Ehié ¢ formds B a4+ K- 360F pse f=a+ 2k, ke 2.
Pér shembull, nése O Eshté krabu i dyté § kéndit o= 50° (fig. 2}, atfherd i éshié krahu

[=




i dyté i kéndeve 30° + & - 360°, dmth. i kéndit 50°, (k=0), & 410° (k= 1), 1

THE (k= 2), #-310°(k=1) etj.

giatési 1 quhet viji rrethore trigonometrike.

Pérkufizimi: Vija rrethore e orentuar me gender o2 fillimin ¢ koordinatave dhe rreze me

:i}' ap Cakto koordinatar e pikave 1& 18
cilat vija methore trigonometrike i
prend boshret ¢ koordinatave,

b} Cakto pozitén ¢ krahut tf dytd té
kEndeve: 0°, Q0° [80°, 2707,
360"

Vére egifdifen:

E':ﬂl"l] ﬁ*“}

i) Cakto pozitén ¢ krahut & dyté 0f kindeve: 307, 1207, 2107, 300,
b Cakto intervalet ¢ kéndeve qé @ pérshkruan krabhu | Bvizshém né cdomjérin prej

kuadrantéve, ndae ai lviz nd kahen pozitive.

Vére pérgjigfen:

a}pika M, 1 takon kuadranii t parg, kurse kéndi
né intervalin {, 0%,

Pika M, i takon kuadrantin t# dyté, kurse kéndi
né intervalin {907, [8(F).

Pika M, éshté né kuadrantin e treté, kurse kéndi
né intervalin (1807, 2707}

Pika M, i wken kuadrantit 12 katéng, kurse
kéndi intervalit (270%, 3607, fig. 4.

Borahu i dyt€ § pfarbdo kindi kol i o cilit Sshs
né fillimin ¢ koordinatave do ta prend vijén
rrethore trigonometrike vetém né pp piké,

fig. 4

Pasi pozita ¢ gdo pike o mafsh dshitd péreakiunr me koordinatat ¢ saja, domethEnt pikat

prej vijés mrethore mgonometrike jané péreakivar me koordinatat ¢ saja..

Le 1 jete dhéng vija methire trigonometrike
dhe kéndi i ngusheé @, fig. 5.

Me zhatimin e pérkufizimit t8 funksioneve
rigaonometrike prej kendit 1 agushis, kema:

o

h-¥
= M (oos, sind)




. MM, . M _ e
WY B - = A M COSE ZmOM i &1
M, Mg e o g

Were, nt kuadrantin e paré (d.oth, pér kéndin & ngushté) koordinatat e pikes @ vijés methore
irigopnometrike jané vlerat ¢ fanksioneve rigenometrike singe dhe cosc

Prondaj, pér funksionet trigonometrike sinus dhe kosinus prej ¢farédo kindi vieing kista
perkufizmmeve:

Paragqin grafikisht koordinatat ¢ pikave gé fitohen me prerjen ¢ krahut 18vizis 12
kendit dhe vijés methore tngonometrike né:
g) kusdrantin I, b) kuadrantin [II;, ) kuadrantin 1V,
Vére pérgjigjen:
a) b) )
o

#: P : @Q /E%
w ﬁ%f/ Q 2

sing = y - sing = y,; sing =y,
cosil = x,; COrE = XL COSIE =X,
fig. &

Eshif ¢ njohur se pikat n# kuadrantin [ dhe [T kané ordinata pozitive, kurse né kuadrantin
110 dhe IV kané ordinata negative.

. Prandj, sinusl pre; kéndeve krabu | dyt€ i t8 cilit Esht? né kuadrantin [ ose [T &shté pozitiv,
kurse né kuadrantin 111 dbe [V Eshté negntiv,

© Pikat né kuadeantin [ dhe 1V kané abshisa pozitive, kurse né kuadrantin 11 dhe 111 kang
ahshisa negative.
Prandw), kosmusi | kéndeve kralu i dyi€ i & ciléve gshig ng kuadrantn | dhe [V &hie
poritiv, kurse né kundrantin 11 dhe 101 &hié negativ,

Shenja ¢ funksioneve tngonometrike sinus e T o 1Y

dhe kosinus né pdonjénin prej kuadrantve ok it b

Juné paragiiur né fig, 7. ‘F w T
fig. 7

=



%- Cakto shenjéin e prodhimeve:
a} sinl20F - coxl20%;  b) sinS0° - cos200°; <) 5inl 507 - sin200" - cos300°,

Vére pérgfigfen:
a) Kéndi prej 1207 #ghté né koadramin 11, ku sinusi 8sht8 pozitiv, kurse kosinuss Sshs
negativ, dm.th. sinl20° =0, kurse cosl20° <0, pra sinl 20¢ - cosl20F < 0,

E‘ © Tangjenta ¢ vijés methore trigonometrike né piképrerjen me pjesén pozitive té
— bashtit x quhet boshti | tangensit. Pikat e saja jané me koordinata (1, y), v& B

Tangjenta e vijés rrethore trigonometrike né piképrerjen me pjesén poxitive té boshit
quhiet boshti @ kotangensit.
Pikat e saja jané me koordimata {x, 1}, xe R,
Le t& jeté dhéné vija rrethore trigano-
metnke dhe kéndi 1 ngushté & ku krahu
lévizés ¢ prené boshtin e tangensit dhe
kotangensit pérkatésisho né pikar M dhe
N fig &
Freg pérkufizmmt té tanpensi dhe kotan- |
gensil prej kéndit 1@ ngushié, kemi: [
=L,
OM | :
NN, ]
clg = —=—==NN
N, fig &
Krahu ldvizés té glarddo kéndi ¢ preng boshiin ¢ tangensit dhe kotangensit né njé pike.
Vére, né kundrantm e paré [ pér kénd té ngushie) ordineta e pikés & boshtit 18 tangensit Sshis
vleré ¢ tangensit prej kéndit 1€ mizushts, kurse abshisn ¢ pikés t# boshiit 2 kotangensit Sshie
wlera & kotangensil prey kiéndic t8 ngushts.
Prandaj; pér funksionet trigonometrike tangensi dhe kotangensi prej churddo kéndi vigné
kéta pérkufizime:

=MM, dhe i




h- Paragiti grafikisht koordinatat e pikave gé fitohen me prerjen € krahun lévisis @
kéndit me boshtin e tangensit dhe kotangensit pér kéndet n# kuadrantia IL, 11 dhe
Iv.

Eshté e qarté, prej dy viztimewve parapruke pérfundojmé se koordinatat e pikave pér kéndin

krahu lévizes 1 t€ cilit mbaron né kusadrantin e paré, pérkatésisht né € tretin jang pozitiv,

ndérsa o 1 [ dhe 1V jang negativ,

Prandsj, mngensi dhe kotangensi né kuadrantin | dbe (11 jané pozitiv, kurse né 11 dbe [V jang

negativ (fig. 9,

¥oi
N.T Mo, 1)

ge = gl + =y, iglx - o) = 1gldm - o) =y,
clgee = ofg(@ + ) = x,, Cre(m - o) = cig{lx - &) = x,,
fig. 9
[F> cokw shenjen e produimie
a) rg20° - crgl20% by rgl30° - crgddle; o) rg200° - crgd50e.

Vire pérgjigjen:
O o) 200 = 0, ctel20° < 0, pra g20° - cigl200 < 0.




&5} Provo sakiésing e givkimit: ) cos800° = cosB0°;  b) agl BB0X = 1gR0e,
Detyra

Réndet: 2) T60% b} 14207, c) 1080°; ¢) 18300,
transformoji né formén & - 360° + o,

@ ME vijen methore trigonometrike cakto pikén e e cila;

a) Sirttr=-1=: b c‘&ﬁ'ﬂ=—§; £l 31':::‘.1':—%_

@ Cakte shemjén e prodhimir:
a) sinl15° - cosl 607 b) &in220F - cosl 304
e) fgl5° - crg2 10, g gl 307 - crg300P,

Vierat e sinusit dhe kosimusit pér kindin g8 £shi# né koadrantin e paré fané pozitive,
nidérsa né kupdrantm 111 jané negative.
o larE shenje ka vlera e funksionit sinus pér kéndet gé jané né kuadrantin;
ay lII; b) TV'?
(:far€ shenje kané vierat ¢ funksionit kosinus pér kéndet of jané né kuadrantin:
a) II; b) TVW'?
0 Viera e tangensit dhe kotangensit pér kéndin g SshiE né kuadrantin [1 dhe T11.

@ Cfuré shenje kang vierat ¢ funksioni? tangens dhe kotangens pér kindin qé &shig né
kuadrantin [I dhe [V

f.lli:l:ﬂ.knmdimtu: ¢ piképrerjeve 18 vijés methore trigonometrike me boshiet ¢
koordinatave.
Viére zgfidbjen:
#0 Fasi mezje ¢ vijls ethore 8shié e barabarié me |, pra koordinatat e piképreneve me
boshtin x janE (1, 0) dhe (-1, 0), ndérsa n boshtin ¥ janZ {0, 1} dhe (0, -1).

' Krahu 1gvizés pér kindet prej (° dhe 180F puthitet me boshtin x, g€ do t& thot# sinlF
=0, sinl80* =10 dhe sin360F =10, ndéma cosl” = |, coglBOP =-1 dhe
casiele = .

0 Krahu l&vizts pér kéndet prej 90° dhe 2707 puthitet me boshtin v |, g do t& tho
cos90F =0 dhe cos270F = 0, ndésa sin90* =1 dhe sin27T0° = -|.




WVlerat & fituara 18 funksioneve sinus dhe 00 | Se (1800 | 270F | 3600

koainus do 1" paraqesim né kEté tabelé: SIN i 1 0 -1 (i}

cos | ] 0 | -1 I |

Kajtohu!

Pér funksionin ¥ = (¥} & pérkufizuar né bashkésing D vien ky

Perkufizimi: a) Funksioni p = (x) mmmmm wdo
et :,m: e %, > %, éhert vijon f(x,) > =

Le @ jené ix dhe § kénde o8 ngushta dbe poashiu Ay
I
a< LUSTIS
Sipas perkufizimeve @ funksioneve trigono- £ M-:‘Mﬁ. g’}
metrike prej cfarédo kéndi, kemi: M- F" = ..,.Mr.\:!.rt: LTy
cosar =00 dhe cos f=0N, -1y i A1, 0

ging = MM, dhe sinf = NN,
Eshté ¢ qarté se;
OM_ 0N, dmih cosa = cosh B0, 14

......

M’H < ."'-.N, Cdomih, sima < vinb fig. 1
Ripas perkufizimit & monotomsE =8 funkssoneve Kemi;

Mese kéndi rmen ré kuadrantin B, atéherd funksioni kosinus zvoglohet, kurse funksiom
sifis rritel

Wéreji ndérmmet e funksioneve sinas dhe kosinus né kuadrantét jerg, fig 2, ko o< A

¥ Lol

H;ai‘.

Le @ jend (%, v, b (%, ¥, koordinatar e plkave te & cilat krabu i dyté i kéndeve a dhe §
¢ prené vipEn mrethore rigonometmke.

| T8



Kuadranti 11 Kuadranti 111 Kuadeanti IV

“r.-n.plh_amnfar.,l_ ¥y € ¥ypra

L T My = ¥y pra sing = ¥,
sinir v zin snf@=y, | dineg<snd

sdnfl =y, saa=saf mafe y,

COSE = X, X, =X, pracosi=x, T, S I, POACOSO= K, T, €2y, pra
cosa > cosff cosfi=nx, | cos@<cosf cosf =x, CORCE < 005

cosfi = x,
M baze (& pérkufizimit pér monotonimé e funksioneve vijon, nése kéndi O rritet né:
kuadrantin 11, argheré funksioni sinus zvogélohet dhe kosinusi zvogélohet.

kuadranti [11, atéheré funksioni sinus zvogélohet, kurse kosinus: rritet,
kuadrantin IV, atgherd funksioni sinus rmitet, kurse kosinusi rritet,

Krahasaji numrat;
) sin3 dhe sin85%, by cos130F dhe cosl S0
ol xin2200 dhe sin260F¢) cos3P dhe cos3l0P

Cakio shenjén e ndryvshirmit
w) SIRI00F - sinl30° b)) coxl5® - cosB5S o) cos2 150 - cosd 2,

Vire zgffdhifen:
0 a) funksiond sind né kuadrantin ¢ dyié zvogélohet.,

Pasi 100° < 130° vijon sinlO0° > ginl30, dmoch. siel00F - send30° = (),

.3 Leti jent o dhe B jani dv kénde ku o< .
= ' A

Fu
Mﬂll.""p:l ii
Nin. 1) ey, T, 1N
a — o~
M1, o =
JSLwd o e
: i AR
atox | 3% Nnoeafysg M E
| \ SasAy/
S "l
%
%
Fige 3 3
N

Letéjené X , ¥, . X ¥ koordmntat ¢ pikave ¢ 68 cilér krahu i dyié ose vazhdimi i tij e
prené boshin e mngensit die Rotangensit, fig 3.



Piér kéndet né kuadrantin | dbe 1] Pér kéndet né kuadrantin 11 die [V

EE“=J¢}#J-'.,‘.'FJ-FT3} ga=y,] ¥, <y,.pa
wf=yf|  na<uh wh=y,|  ma<ygp
“E*I:J‘a}:’"n}-‘rF‘“ CIPE =Xy | T Py po
cig =1, clg = cig cig i = x, elg & = ot

% Krahu Fvizss i kéndit prej 0" dhe 180° puthiter me boshtin x, domethéné selF =
ig1B0F = 0. Funksioni kotangens prej 0° dhe 1807, d.mth. pér ¢do kénd té formés &,
ke Z, nuk Eshté | prkuftzuar, pasi krahu i dyié i atyre kéndeve nuk e prené boshtin &
kedangensit,

® Krahu i paré prej kéndit 90° dhe 270" puthitet me boshtin ¥, domethéné cfgdl® =
cigd70F = 0, Funksioni tangens pre] N dhe 270¢, dm.th pér gdo kénd 16 formes

k
T'T+ ki, ke Z nuk Eshié pérkufimar, pasi keahu i dyté prej styre kéndeve nuk e prené

boshtm tangens.
Vére, kur kéndi e rritet prej 0° derl 90 ose 180° deri 270° funksioni tangens rritet prej
0 deri e
Kur kéndi a rritet prej 90¢ den 1807 ose prej 270 deri 360°, atéhers vierat e funksionit
tangens jane negative dhe giithashtu funksioni né méEnyré 12 vijueshme rritet prej —= deri 0.
Prandaj funksioni tangens monotonisht rritet prej —== deri +== né &ré fushén e pérkufizimir,

@ﬁb Shqyrto monatoning ¢ funksionst efgor

+ %5 Cili kénd éshid mé | rmadh:
a) igl2® ose tglSY, By eeT ose cigl70% o) cig3l0P ose cig300P7
Vere pérgiigien:
* a) Funksioni tangens monotonisht rritet, pra prej 125¢ < 152, vijon
12125 < (g5
E’b— Cakio shenjén e ndryshimit:
a) (g253° - ig225", b ctgl30P - crgl32 o) crgdl0P - crg300r.
Vére pérgfiglen:
¥ ¢) Funksioni kotangens monotonisht zvogélohet prej 310° = 100° vijon
clgdl0P < g3, dmah. ergd 102 - crp300® < 0.

Monotoning ¢ funksioneve trigonometrike do ta paragesim né keté tabeli:



T | Ix

o H] ka1 E knsd 1] & | beund N1, T fusd V.| 20
sime| 0 |2l t]lxNlol ]| 2|0
cose | 1 el 0] N . 0 A 1
wa |0 | Al Al 0] A= | A0
cfgd [Fee | S| O | N B N | O Ny | X

Detvra
(1) Cill numié &he mé | madh:
a) sin25" ose sinl Y b} cos] 3P ose cos] 208 o) sindFose sind 20,

¢} Eg3B® ose fghlF d) crg2BF ose cigHPT

@ Cakio shenjén ¢ ndryshimit
a) sinl(P - ginl 5" b cosl 5 - cos2 5"
) rgl3s® - gl 50 ) crg230° - crgl60”,

@:I Radhiti sipas madhésisg duke filluar prej mé & voglit:
a) inl26°, sin123%, sin212, yin225%  b) rgd8®, 1gS2, 1gd5°, gl 540, rgldle

@ Cakto shenjén & herésit:

sind8* - ginfd” 1= rimex Il J.r]
ol e ey e k . neds el —.— |,
igl5 - ig 5 ) l—rga " " 142
@- Cakio shenjén ¢ shprehjes:
i cigd20° g 214" b 1g63° ol 7Y
rel S0 +1gl65° sl eos110°
(6) Niehso vierén e shprebjes:
g} sinll® + sin: b coxdl® - cox] B0 el coslBOP = sin27T08

sin= +smE
Sin 2w +cos 2y a0 9 2
¢ fgr—cis 2ooi®

=]



' ;__wﬁr Cakio vieren e fimksioneve iri-
gonometrike prej kéndeve:

g Pér péckufizimin ¢ funksioneve Ty T x x
metrike prej ¢larédo kindi. a) I: by 3: o 5
g Lortdsia e trekéndéshit barabrinjés me Vidre zgfidhjen:
a3 w Trekéndeshi OM A Esha¥ kénddrejté

bringe @ Eshie ﬁ=—2—.
) i _ ) barakrahas, dm.th OM, =M M =x,
PEr vardsité themelore trigonometrike

prej kéndit 18 noushts. praOM, =M M =0M dmih.
e — hl:i WJ=T.I}E‘.
 Domethént pika M 1 ka koordinatat [ﬂ ﬂ], pra HH£=£. m£=£.
2 2 4 2 4 2
by I
w;=l . n's:=l {fig. la).
a) Ay b} ) oy
: # %
[
1 |
% \
W "'\-\.\ o
| ., -t -~ 5 .
fig. 1
o Trekéndéshi OAM  Eshité barabrinjis (pse?), pra Mn'l-l' & — ’;"E=i5-. kurse
—ee A1
OM = —=—
i 7 2 {ﬁg. l'h'l.
v Domethéné pika M | ka koordinartat [% %] pra J.r.ITEI:"IEE__ m.!-'%u:%‘
B oM, 3
x MM, o T OM
—==L=-L 3 I —=tn:4 ——
Yo =3, e R
2



Trekéndéshat OM M dhe OM M jané simetrik né lidhje me boshtin x, pra AMM 'O

eshii barabrinjis | fig, 1), Ngnshkaget e njéjta sikurse & T T z
“|'_ 1 6 i 1
te rasti paraprak pika M i ka koordinatar e
Domethéns 1iﬂ£=l. marj-r-m*;-. rgf{-—'. z z b
i3 5 2 6 3 1@ J_
2 |
e P — ' —_ | —=| =
I.ES‘F - 'ulj = COFLE E 2 2
43
Vierat ¢ funksioneve trigonometrike prej kéndeve ga 3 U !
rx
i el ¥ - - ... 3
=y Jané shiranr né wbelt S %
Njchso vierén ¢ shprehjes:
a) Zsin3Poos3r,; b} 2sinél cas30* c) cos45” - sind ooy
¢h cas(l® - sin90° - cosbl; ) 0e30° - credlF - |
Viire péirgfigfen:
) cosd5” - sind S oos” = \r —£- =i,

Veire welrterimfn: 3
Prej trekéndéshit kénddrejté O M vijon (fig. 2 ._.3,':5?' Jl =
{.!rl'.lcrlel:lJ r[:l:u.ri'!}’_ =] Ir
g + cosfg = | = i

Pér =k - 360° + & kemi

I

&?j
i

7

2 ':|.'.'.H'
i

AN
sk - 3607 + u:} o+ mr{j' P+ a=1. -
dmih sinE+ eo

fig. 2
Prej ngjashmériss s2 AONA dhe AOMM, vijon:
AN 4 1gix | T COE
= oo, i I:'l- TR = = 1
MM OM, e dngk cosg B¢ m:a'ium ko e

e - cig =1, awk.

B | B



[?} < : W g 1
Veérteton formulat: sing = dhe cogiF=————
:I:Jlﬂ'g o 1+t
Vére pérgifefom:

& Nése if dy anét e idemsitetit themedor | pjesitofmé me cos®a, kurse pastaj me sin'd,
kemi:

ﬂn:!I*mfﬂr I B .i'.iﬂ’u_l_m’a_ i
o cosd  cos o snte sinfa sin'a
| 1

I 2
igiae+]l= l#crg'm=
cos’ & % sim’ @
(e

1 ;
cog = sing = .
i-J; +ig'; :I:-,E gt

Shenja para rrénjés varet prej shenjés i funksionit 18 dhéné né kuadrantin pérkatés,

i Den te pérfundimi i njéjté mund @ arrijmé nése ¢ shayriojms
fig. 3.

U Prej pérkufizimit & funksioneve frigonometrike prej kéndit té
ngushtz kemi:

1 u iegr e L,
JJNEE:%I Jlﬂﬂ::#,kumﬁ fﬂ.ﬁ'ﬂ':—‘.llp]=j
x o
+ig L B fig 3

%” Cakinji vlerat e funkswoneve tera tngonometnke, nese éshie dhéné:

-

3 T | & Iz k]
ingw=. ae| —.x | fag=—— oe|x.—| o L
a) sin i {?1 J. b L [ 3 } c} cos o =

24
&) m.mr-:—E. e [%JJ d) rea=1; e) lpa=—3, EE[% .:'rJ-,

Ar
fiotga=-1, ﬂi(‘z‘ﬁ* ; EJHSH'?

Mése né kushiin ¢ detynés nuk éshté dhéng né cilin kusdrant gjendet kéndi, atéhers nénkuptohet
se kEndi Eshif né kuadrantin ¢ park,

Vére zgjidlijen:
a) Prej identitetit themelor kemi sin'e + coa = 1, kemi:
g SPIRC . B8 _
cuﬁanl-snru—l-(4f—l—iﬁ—1ﬁ mmﬁﬂ——T-
_ Simx 3 ﬁ_}.ﬁ 1 \E
'rm_m.:ﬂ_d-( d]_ R s e T



d) sinx= = E cosa = : o ﬁ
b 14 tg'ex ;“' g5 N+wa 2
3

%} Njehso vierEn e shprehjes: a) Ssimdtcos'@ - sin'a pér cod @ = E -

1 13
by costa - 3sim’Oicosee pér a‘fnﬂ:-% €l I::f;:: per mgg=ﬁ dhe

dhe cigiz = 1.

S?I{ac:lu'.
Vere sgfidlifen:
B n‘.l-'rfnz-ﬂr | - cost= 1 - [;T =] - 2 = 0 age FimGE = i
Viera e shprehjes dshi;

; Ty L 36
SsfRcoso = Sl =5 ¢ 5 3% 2% 15

%:r Thjeshtoji shprehjet:
1 |

+ ., EEEE ke E;
Y l—cose  1+cose 5

14 sinex m}'-ﬂ' :,ﬂﬂi'l‘.kt.kﬂz;
cose  L—sinc 2
¢) (fga = cigaf - (fgQ - cfgal,

] f1+msE_J1—msa }
i \rl—msﬂ l4cose |
Vifre zgjidhjen:

1 i l+eosa+1—cosg 1 2

n [E———

l-coser l+cosg {I—emal{“emal l—eco’a sin"ax

% Viénetji identitetot:

1 2 g sing_ | cos@ _ 1 _
]1+nn-:: 1-sina cos' " ]ﬂgaH e+l sind+cosd@’

c) itk (ctede - 3) (Joten - 1) + 10sindoosd = 3,

Viéire zgficihjen:
b) sind 3 COSGE sing A oS sin’ @+ cos’ @ ¥ |
cige+1 g+l 0odE . ShE sing+cosE  SinC+ cosd

LT g Frridnd



Deivra
@ Njehso vlerén e shprahjes:

3 x x s Gl 1
- - coslF; = i
) sind 0 - cos30” - cosle;, by 34+ﬁ3d 2: ¢}|+ +i£ ,

2
'@ Nése Eshtd dhént cova = E . taklo vlerén ¢ funksioneve tjera mgonometrike.

@ Cakio vierén ¢ shprehjes :;i:ii, ndse IO =%, Fr = [U.E ]

sima+cor o BT T _cosa
SR cones agia+l 1gia+l’

(3) Thjeshoji shprehjer a)

@ Vérteto idenmineces:

ctg’a -1 iza <t sin'e  cora
clga 1=1p'

R} + =]-sin@cosa
I+eigar 1+1ga

8
. i b [
B sing=—. costr=—, .rg-:r=E; Cigr=—_
£ e b a &
@ Shkroaji finksionet trigonometrike prej kéndit #. :
c A

@ Sa éshié shuma e kéndeve 1€ ngushié né rekéndéshin kinddrejeé dhe si quhen?
# Eshté dhéné viera e mé funksioni. Shprehi vierat e funksioneve fjera.

Cakto vierén e funksioneve trigonemels ke prej kéndit - N

negativ o Pl 5

Vere agjidhjen: il "

4 Pika M mga vija rethore dshié simetrike me pikén M, né lidkje '-\ o e
me bashtin £ . (ON, OM) = a = | .a|. Nése pika M &shié me '-x#;

koordinata {cose, siner), aghers koordinatar e pikis M, fang E o

(cosa, -sina). fig. |




Prej kémw vijon 3 cosg,
kurse vierat e gim{-(x) dh: Sirnd }anE mie-numra i€ kundért, pra

» i-a)= sinl—q) —sine
cosl-a)  cosa

@- Cakto shenjén e shprehjes:

==fgar dhe ¥ cigi-0) = -ciga.

vin’ (~ g " (—ex)
cosl—adetg (~a)

a) sin(~-&) - cos(-ax}  fgl-ak b)Y

“ Pér funksionin gift dhe ek i funksionit ¥ -;‘{.r]. vien ky:

% Domethéné, funksioni coxx dshié ¢ift, kurse funksionct sinx, g%, cfgv jané tek
W Gijaté sjelljes 58 funksioneve trigonometrike prej ¢farédo kindi né kénd t ngushee, kéndi
o gjithmong do 18 jet? i ngushté, dm.th, (P < g < 0= A

I Funksionet mgonometrike pér kéndet & formés 360° - @
" Pér shkak té simetrisé sé pikave M_ dhe M né lidhje me
boshtin x dhe @ dy pikat shirihen né 1€ njjtén vijé rrethore
irigonomertrike, pra vlerat -‘h
cor{ 3607 - o = cosor
#im{360° - &) = xin{-ct) = -sinc, fig 2
sin(360° — @) sinl-a)
re(360° - @) = = =tg{-a)=—1ga ;
&l 4 cos(360" =) coser ¥ #

cfg(360° - o) = cip(-&) = -cleat

- | Funksionet trigonometrike pér kindet e formés 1807 - g,

 Prej simetrisé 58 pikave A dhe M . nE lidhje me boshtin y kemi: Pika M, dshié
me koordinata {cosdr, sinde), kurse pika H-fm_u dshed me
koordinats [-cosd, sim),

I Prej ki vijon:

sin( 180" - of) = sinct,  cos( 180" « ) = -cose,

Pér tangensin dhe kotangensin kemi:

e 1807 - o) = -rgex;  etp(180° - @) = -ctwce




3
pir shembull: ctg20° = crg(180° - 607) = ~cigh0" = - '“2_

3

&1 20F = gin( 180" - 6{F) = sinblP = — .

2

Funksionet trigonometrike pér kéndet e formés 1807 + .
¥ Prej simetrisé s& pikave M, dhe M né lidhje me

2]

fillimin ¢ koordinatave (fig. 4) kemi: Pika M &shté me
koordinata (cosd, sin), kurse pika M Eshié
me koordinats {-cosd, -sind).
Prej kétu vijon:
sim{180F + @) = ~sinct,  cos(180° + @) = -cosc.
Pér tangensin dhe kotangensin kemi:
i 1B0F + @) = teoe era(180° + @) = creee

Pérshembull:  cos210° = cog( 130* + 30°) = —cosdl = -

b | Sy

(@240 = tgf 180° + 60F) = tg60° = 43 .

D

T'i shayrojmé trekéndéshat AONM, dhe AOM . N,

INOM, =< M_. ON; OMo.=0Mur—o=r dic

LN = <N, =90,
Domethéné AONM, = AOM,, M,

4

| Nésepikn M Eshtd me koordinata (x_, v_}, atéheré prej

puthitshimérisé s& trekéndéshave kems:

OM,=NM_=y_ dhe ON,=0ON =x,,dmth

Funksionet trigonometrike pér kéndin e formés 90° - a.

cos(30° - @) = OM, =y, = sintt;  sin(90° - &) = ON, =x_= coser;

Pér a9 - ) = oo, kurse oogl(90F - o) = (g

| Dreri o€ rezabtate t& ojéjta mund & arribet edhe me shirytézimin e vetisé @ kéndic

[ -!II

komplementar,

=



' Funksionet trigonometrike pér kéndin e formés 90F + @
W AONM, = AOM M ___ . (PseT) - B
Prej puthitshmérist sé wrekéndéshave kemi OM, =ON =1, dhe ON =NM_ =y

I Prej pérkufzimit 1& fimksioneve migonometrike sinus
dhe kosinus, duke pasur llogari pér shenjén ¢ funk-
sioneve né kuadrantin e dyigé kemi:

cos(90° + o) = -y_= -sinie,
SO0 + @) = x_ = cosdL.

sin (90" +a) _ cosa

cos (0" +¢)  —sing

W Pir fanksionin 18 (90° + @)=
c1g(90° + @) = - g

0 Veértetimi i kéryre givkimeve éshi# : ngjashém me givkimet paraprake.

0 Pér kéndet e formést 2707 - @ kemi:

=—tIgdt, kurse

sin(270F - &) = ~coFcy; cos(270° - &) = ~sintn

270" - @) = creon cigi 2700 - &) = rgax
I Pérkéndet e formés 2T0° + 2 kems:

sim270° + @) = -cosix, cos(270° + o) = sing;

1g(270° + a) = -crge, cig(270° - o) = -gar.

 Véredhe mbaj mend

[35> silli né kende 1@ ngushié funksionet wiganomerike prej kéndit:
) 1400, by 220°, ) 290% ) 320

ViEre 2giidhjen:

W b) $in220° = sin{ 180° 4 40°) = -sind0%  cos220° = cos(270° - 50°) = -sinS0¥,
182207 = 1g{ 180° + 40%) = peblr; tg220° = erp 180" + 40F) = credlr.



EE,‘} Cakto vlerén ¢ funksionit rigonometrik prej kéndit:
a) 120% by 240,

¢ 1470% &) 750
VEre zgffdhien:

3
Y oa)sinl 207 = gig90° + 3P} = cof30P = -J-

2
cosl20° = cos(180° - 60%) = -cosbl* = -

i
+

i | =

1g 1207 = fg(O0F + 30°) = -cgd0r = - /3 ;

cigl20° = cig{ 180° - 6} = -cigbl® f

T

S
|
¢ sin(=T50°) = -gin(2 - 360F + 307) = -sind(F = - —;

NE
cos(=T50) = cos 5P = cos(2 - 360° + 30°) = cosdlF =

g
V3
18(-750°) = g750° = £g(2 - 360 + 30°) = -1g30° =- ==

cipl-T50%) = -cig(2 - 360° + 30°) = <c1gdlr = -3
[;_;‘_5 Hjehso vierén ¢ shprehpes:

) ind3F + pe2 + deos] 507 - Sorgl 200

b) = cosl 320" crg2010" - %mﬂ%n- wS70;

Vére zgfidhfen:

W a) zi(360° - 30°) + rg(180° + 60F) + decon(90* + 60F) - Icrg(90° + 30 =
l
= ~sin30 + tg60° - Asin60F + 34g30° = - + M3 -23 +J3 =-—,
I:ﬁ;-';" Mjehso vlerén e shprehyes:
a) _._M Lo , se s = 3

T
i ¢+ﬂ L
tger—cig i 4 2
F
posfrae Lo owa-3 gif=%
tg ff —siner 5 2



Viére zgiidhfen:
. 3
b) sirne =+1-cos .|||l—— = #infd = simNF - &) = cosa =

34'
sin 3
cosf = cos(90" - @) = sinee = ; fg.ﬂ ,H 3’
3
eiger = ctg(90° - f) = 1gfi= 10
4,3 3
cosfeciga 574 20 =5
ref-sine 3 4 1 '
4 5 20

[}_‘;} Vineto identitetet:

al St(2Ix & @) otg(Im+ ) - cos(2m - @) - te(3T - @) = sine + cover

] [m«:(% =¥ J+mﬂh‘— l.ﬂ] - [m'n[ % - ﬂ']+£€ﬂ(.¢'—ﬂ')] =
Veére zgjidjen:
a) sin(2T + @) - efg3n + &) - cos(2x- @) - - o) =

} 1 CONE ST
= RIRLE - ofgO - cosdl o [-RglE) = i - ——— 4 cogdr
FiME CO5LE

= cosi + NN

Detyra
1) Njchso vierén e shprehjes:
a) SIH390° + reTB0F - 2005585 - 3otp960%
hj J-J'ﬂ% . Ig% ¥ ca_':éf-. + ;'rgq_x
@ Thjeshie shprehjen:
) SN0 - ) - sin( o - 1B0P) + 52707 = @) - winfar- 360°) + since
by rela + 45%) - fe(45° - @
@ Veérteto identiteter:
oy Cosla s 270 bsin (e — 180" drg (- 907 ) _
eg L + 2707 Do o = 907 Jeos ()
b} cos5T3" - cosBB5° + 5in505" - 5in395° + 1g1104° . 166" = 2.




0 Radiani &hié kénd géndror, gjatésia harkut pérkatés té té cilit 8sheé @ barabarté me rrezen
& vijés rrethore,

x 180°
o e ——rad , lrad = ——.
- 180° T

0 Sa eshtd njisia radiale per 36077
© Njésinradinle ¢ 0F le €@ jeté x rad, so &shid mgsia radile ¢ kéndit o £ & - 36077

Prej pérkufizimireg funksioneve rigonometrike prej gfarédo My

kEndi vijon ¢ vierat varen prej koordinateve 1€ pik&prenes '
&€ krahut [Evizis prej kéndit dhe vijés methore iri = /_--\
Mke,pmnutvmnyejmﬁﬁmﬂumﬁcﬂbiﬂn!nﬁm fr?‘l. s

1‘\ ¥
' PPara se ta pérkufizojmé funksionin trigonometrik né bashkésing pxh_/

& numrave reald do t8 theksojmé se gjatésia e gfarédo harku methor
38 ¢ prené kraho 1 Jv1€ 1 kéndit prej vijés mrethore irigonometrike | fig 1

korenspondon njé dhe vetém nj# nomér real, dhe anssjellas.

Piér kété géllim shfirviézohet njésia matése ¢ gjatésist pér kéndin, d.m.th. radiani

Mése krahu lEvizés | kéndil, numn matés i 6@ cilit éshié x rad, e prend vijén rrethore ni pikén
P.hig. 1. stéheré gyat®sia ¢ harkur &shi¥ x, pasi rrezja e vijés rrethore Eshié ¢ barabarté me 1.
Prej kétu vijon s¢ ¢do numri real & mund ' shogérohet pike ¢ vetme P te ¢ cila krahu 1 dyté
prej kéndit e prené vigén mrethore trigonometrike,

Prandaj e kemi ki

" Funkstoni v=(x) 1 pérkulizuar né bashkgsng D, icili e ka veting g pér qdo x = D,
ekziston numé T, T 0ashiugt (xr+ The D dhe f(x £ T) = fF(x) quhet funksion
periodik me periodé T

Funksionet frigonomeinike v = siny dhe ¥ = cosx jané periodike me penodé 27, kurse
funksionet y = fgx dhe ¥ = clex jang periodike me periods 1

Funksionet periodike sinx dhe cosx jané edhe numeaté: =47 ; £6:0; ..., por numri 27 qu-
het periodé themelore e funksionit ¥ = sinx dhe y = cosc.



L.

Vizato grafikun e funksionit:
Bl ¥ =sirx; by =cosx o mtervalin [0, 21

¢ Cdo funksion mund t& paragites edhe analitikisht (ng formé t& formulés), tabelarisht dhe

¥l

grafikisht.
Veére egiidhjen:
a) Funksionin y = simy do ta paragesim tabelarisht,
E|lm|&|lx |25 37| 3 | Sx 4% |WwSe | T |1lx
ol b ] 3????“’?1’ 32|73 TTE‘E’
. ! ~.-’§ J2
.mu'[ﬂ 2 —— i I -3 ﬂl

Gjaté paraqitjes gmﬂk: duhet pasur parasysh se argumenti real #shié paragitor né radiani,
fig.

I
Pasi Mrad= 3,14, pro | Eshié pérafErsisht i barabanté me E,d.mjh__ E w |

= g

fig. 2

Mé tutje pér shkak 1€ vizatimit prakik dhe 1€ shpejtg, grafikonét & funksioneve
¥ = sinx dhe y = cosx do ') vizatomé me pika karakieristike 1 funksionit, d.m.th.
pikat né 1 cilat funksioni ka zero, minimum dhe maksimum, fig. 3.




Pasi smE £y X ]= o x , domethéng grafikun 2 funksionit y=corr mund (2 vizatojmé
2

T
ashtu g grafikun ¢ funksionit ¥ = siny do s hvendosim per E majtas.

Funksioni ¥ = §iax | ka kéa veti:

1 Proj péckufizimit 8 funskionit ingonometnk vipon funksioni v = siny &sht? pirkofizuar
pifr cdo numér real, dm.th. x € (o=, 22),

2* Funksioni v = siny &shet | kufimuar, dmth. -1 £ sinx = |

A Funksionh v = ginr &hié funksion periodik me periodén 21 d.m.th
sirix + 26w} = sfex, k=0,41, 43 .

4° Prej vetisé sin{-x) = -pinx vijon se funksioni y = simx #shié tek, pra grafiku i ) éshié
simetrik né lidhje me fillimin & koordinatave

8 Zero t& funksionit (vienst ¢ argumentit pir té cilét simx = ) jang © = kX,
k=0 2], =2, ..

6* Funksiom v =siny ka maksimum y_ =1, pér x=%+ﬂ'}r . pasi .'.'jn[%+ i ¥ 4 ]= Is

k=0,%1,42, ..

ix
7* Funksioni ¥ = simr ka minimum y__ = -1, pér I=T+ 2km . pasi

:én(%+ 2.#.?:‘]=—| 3 R

B* Eujtohi: funksioni sinus o8 intervalin prgg (0, 280 mited né kusdrantin [ dhe TV, kurse
P-Htﬂ-_j :.vnEE]nhlﬂ b kuiadeanta 11 dhe [1..

. = X x
Funksioni v = sinx monotonishi mitet nése X € [—E+ bm; —+ 2tx J ke &, kurse

ol

%+Hﬁ': %ﬁul. ke Z
S

mononishi zvogilohet nése X €

Funksioni ¥ = eoxr, | ka kémn ven
1* Funksioni ¢ = cosr dshis pérkufizesr pic odo numér real, d.mth., @€ (=02, o2}
2* Funksioni ¥ = cosy éshié | kufizear, dmih -1 £ cosx € 1.
¥ Funksini ¥ = cosx éshié periodik, me periodin 21, dm.th..
cos(x + 26%) = coax, k=0, £1
Pasi cos(=x) = cosx, domethéné funksioni v = cosx Eshtd cift, dmth. grafike ity
Fehté simetrik ng lidhje me boshtin 1

il

i



S Ferot ¢ funksionit ¥ = cosx jand né |‘|n=1:|=n 4 hushm k. dmth. cosx = 0 pér
x ® &
x=—+2kx, k€ L ose xE[-—, ri
6" Funksioni v = cosy ka maksimom, Y. =1 pErx= A k= 0, £1, £2, ..., d.m.th.
XE {u, =28, 0,27 47, ..},
7° Funksiem y = cost ks minimum, v, =-1.ka = {2 + 1),
k=0,&l, 22, . dmth. xe {38 -2 53z .1

8" Funksioni ¥ = cosx monctonisht avogélohet nése r @ (24m T+ 2kR), ke E kuse
monotonishi rritet nése x e (26x- 7 2kx), £ E
Grafikoné ¢ funksioneve y = simv dbe v = cogr nf imervalin (==, e} do O vizatopmé
ashru gf grafiko i cili éshté né inzervalin (0, 210 e 2hvendosim né ¢do imerval me gjatési
2x, dmih peej (27 4%, (47 6x) (23 0) e, fig 4.

3T
T_T

Grafikn | funksionit v = cosr quibet kosinusoida.
fig 4

|{: Girafiku dhe vetié e funkssomit ¥ = fgx dhe ¥ = cigx.
Funksionl trigonomedrik v = fgr Eshié pérkufizuar plr ©F T kX, ke T Fuksioni

¥ =igr Ehte pecodik me periodd T Q¢ ta vizatoimé grafikun ¢ tif, mpafton ta vizatojmé
] ; T "

grafikun né inlervalin prey - 3 den 3 kurse pastaj ¢ zhvendosim franslativishe pér

gatEsisné @ periodés népér boshiin x,

Funksioain ¥ = fgr do tn paragesim tabelarishi.

[ofs 5]

rFonpnon

z|= 5x
4 2 & @

—'.|
3 "‘Tl

1o}

3x |1
2
oo




Grafiku i funksionit ¥ = fgx quhet tangensopda dhe éshié paragqinur n€ fig, 5.,

FER

= |5

o

ssubabicne ok TR

fig.
Fur e p = cfgn, Eshtd pérkufizuar pér numreat realé o2 kX, ke B Ai &shei periodik
T, grafikua ¢ vizatojmé né intervalin (0, &), kurse pasta) ¢ zhvendosim pér gatésing e
rorodis nepdr boshiin .
Funksionin ¥ = ¢fg ¢ do ta paranesim tabelarisht.

e lolz 12 2] 2= o= o=,
3 s |27 724"
rfglmlliﬂ'[-'lﬂ|1|ﬂl—fiﬂ|

|
5
A
-

e el st
L




Yere, funksioni ¥ = fgx Eshté i pavijuesh®m né pikat ¢ boshtit x, I=%+tﬂ',hl.ﬂl,‘.'
¥ = fgx i vijueshém né pikat x = kX, ke Z. Grafiku i funksionit y = fgx quhet
tangensoida, kurse i funksionit ¥ = cfgx, kotangensolda.

0 Velité e fanksionit y = fgx.

1* Funksioni ¥ = tgx éshté pérkufizaar pér ¢do numér real x#%+kr. ke &

2* Funksioni &shtt i pakufizuar, d.m.th, -oo < fgx < +oe,

¥ Funksioni ésht perlodik, me periodd &, dmith rgix + k@ =rge, ke L

4 Pasi fg(-x) = -fgx, domethénd funksioni y = fgx dshid tek.

& Zerotd ¢ funksionit jand x=kx, ke E dmth. xe {.. -2x, 0, 25 4%, ...},
6 Funksioni ¥ = fgx reitet né intervalin (-0, o).

T Drejteeat x=%+tﬂ.‘, ke Z jané asimptotst venikale 1 tangensoides,

1 Vet ¢ funksionit y = clgx.

Funksioni v = cigr éshié pérkufizuar pér ¢do numér real x 2 kx, k=10, %1, ...
Funksioni 8shté i pakufizuar, d.m.th, -s= < oy < +ea,

Funksioni éshet pertodik, me periodén &, dm.th. ctgix + kx) = cigx, ke E.
Funksioni 8shté tek, d.mth, ofgl-x) = -cfgx.

Farokt & fnksinit jank dbind me hapzinat w = (3 £ =, k=041

Funksiomi p = crgx zvogélohet néd imervalin (-oo, +e=oj,
Drejigzmt x = kp, ke Z jané asimpiotal vertikale 18 kotmgensoidés,

4 % W R 4y

| & | Funkesiom p = ginx éshi€ 1 kofizuar, dmth. -1 £ sy = 1, edhe funksiom
: ¥ = asinx Eshité i kufizuar, dmth. -|a| = aginx = |a|, & B. E njéjia vien edbe
plr funksionin ¥ = geosx, dm.th. -|a| < cosx < |a |. Grafiko i funksionit ¥ = asine
dhe ¥ = acosx gienden nd¥rmjet drejifzave ¥ =a dhe y=-a,
Mumri g qubet amplituds ¢ funkswoneve,

[I=> Vizawo grafiken e funksioneve:
1
a) y = 25inx; ) j=Em$Jr-. €) ¥ = -Zoosx,

=]



)

-
.

1) Grafikun e funksionit v = 2simr do ta vien-

fopmé né kEE minyré:

i
17 E vizatoimé grafikun v = simr;

2 E vizatofmé grafikun y = 2viny, ashiu qé
amplitwdén ¢ grafikut paraprak ¢ zmadhoj- a

mé dv here, fig. 1. i

fig 1
1
b CGrafikun ¢ funksionit ¥ = Efﬂ!‘.r do ta vizotojme né kEE mnyrs:

I*® E vizatojmé# grafikun v = cosx, bl ch ¥

...............

1
2* E vizatomé prafikun V= Eﬂﬂ.::.t ashiu

qe¢ amplitudén ¢ grafikue paraprak e
evoelojme dy hers,

¢) Funksioni v = -2cosx Eshié viziuar
ashiu & amplinwda ¢ funkseonit themelor
¥ = cowy eshié shumézoar me -2,

E?'J Cirafikisht paragiti funksiomer;

L. 1
H.}I_'I-'=i.!|:rl'il.l'; biy=-Ieinx, €} y=2¢08%;, §) }-—E:‘mx.

Ba’_]Funkginni y=x5in(x + &) kn veti t& njéjta 1%, 2* dhe 3* sikurse funksioni y = sinx.

Zerot e funksionit pércaktohen me zgjidhpen ¢ barazimit s+ c=km ke Z.

: . ; : x
Maksimumin e funksionit ¢ fitojmé prej barazimi x+c =E+ Xr. ke

) A
Minimwmin ¢ funksionil ¢ filgimé prej barazimil x-+c = ?+ Zkx ke T,
Cirafiku i funksionit v = ginlx + o} mmd 8 kopstruktohet me pdikmén e grafikut t&

funksionit v = sinx, me zhvendosjen paralele (& njgjtit majtas pér viersn © nése
o >0, osedjathias nése ¢ =<0,

[ﬁﬁ Grafikisht paragite funksionin:

aj J-‘Iﬂ'ﬂ[l'+%]: b} ,'i'=2m.5'[x -;)



&) E vizatojmé grafikun ¢ funksionit ¥ = sinx, kurse pastaj me zhvendosjen paralele 1€ atij

i
grafikoni pér 5 Mmajtas [r=%}ﬂ) fitohet grafiku i funkstonit y:siﬂ[r+%}ﬁg. 3

Fig. 3
Humri ¢ tregon pér sa dubet t8 zhvendoset grafiko § funksionit y = sine, népés boshtin

X, Zhvendosja ¢ kEllE qubet shvendosja ¢ fazés Pér sa dubet 1€ shvendoses grafiku, ajo
né realitel éshig gyedlya ¢ barsamit x + ¢ =, domith, = -c.

M rastin » dhses :+% =0, dm, » =—% Eahie Fuza fillestare.

f
by Grafikun & funksionit ¥ =2EWLJ - g} do ta vizatojmé me zhvendosien e grafikut 1@

a I
funksionit ¥ = 2cosx pér 3 djathtas, pasi prej x—% ={} vijon ¥=— Emé faza fillestare,

3
fig. 4.

E} Vizato grafikun ¢ funksioneve:

a) }'=—23r’n[.r—§]; bl F=§¢N[I*%]-



Detyra
Grafikisht paraqiti funksionet:

e 'y I i :
ﬂ}}'“-ﬂﬂx: b'J.F=Em.¢: c}_}r=—imﬂ: §)y=3cas.

@ a) P'fﬂi[l'*%]: I J-'=.Ei:ﬂ[.t+{-];

(4] y:em[.t-l-—%]; | y=m.:t[.t—%}

@I a) y=%s:’n[;—;—f]: b I-“%CN[I—¥].

ﬂ Funksioni v = sinbx i ka kéto veti:
1* 1 pérkufizuar éshiE pér gdo numér real x.
2* Funksioni ésheé § kufizuar, d moth, -1 S sinhy < 1.

3* Funksioni ¥ = sinhx #shié periodik me periodén -EE, pasi .mm[;... %]z

=xin b.r-r-b-%l: sinlhr 4 2x).
d4° Funksioni Sshié tek, pasi sin(-br) = -sinbx.
5 Zerot e funksionit i fitojmé prej barazimic sinbr =0 pér &r = kT, dm.th.

B
tn'h'x-TE. k=1, 41, %2, ..

6 Muaksimumin ¢ fitojmé prej basazimit: simbe = 1 pér h:=%+2k.t‘, d.m.th,

1rx
= —4+ kg | k=0, &1, £2, ...
pér T EI(E ]1-

7* Minimumin ¢ fitojmé prej barazimit: simbx = -1 pér h:=‘%"+ 2kx, dm.ih.

ﬁrllbl[%#+ :-:u] k=0, %1, +2, .

- T
||.:':|J‘



L e
Vizato grafikun ¢ funksioneve: a) ¥ -E.:r.r:ll.t; by ¥ =SmE
3
a) Cirafikun e funksionit ¥ =E.!i'l'ﬂ2-.‘r do ta vizatojmé né kétd ményré:
1. E vizatojmé grafikun ¢ funksionit p = yinc.
3
2. E vizatojmé grafikun ¢ finksionit ¥y = En‘n:.

oo 3. RS .
Y. Penesda e funksionit _?=E$'Jnlt Bshté T=I-

Domethéng, né lidhje me si- A
miasoidén, grafiku i funksionis

}l:%sr’.r:i: gshté ..t ngje-

shur” nét drejtim t8 boshrit i,
d.m.th. njé periedé e sinu-
soidés (0, 27) dotéjetd .6 > /
ngieshur” né intervalin (0, %
m), fig. L. fig. 1

------------

- ]
ﬂihﬁﬁ Vizato grafikun ¢ funksioneve: 1}}:-2:{3&%; I:l-:l}'=-"im:lr.

Vére zgiidiijen:
| &) Grafikun ¢ funksionit 3 = lmr;;— do ta vizatojmé né kEté ményrE,

1. E vizmojmé grafikun e funksionit y = cosx.

k1
2. E vizstojmé grafikun y = 2cosx. 3. Perioda ¢ funksionit Eshié T=+sl,-|r.

Domethéng, né fidhje me funksionim ¥ = 2eosr grafiku do € jetd i zgjatur™ né drejtim 1
boshtit x , d.m.th. perioda {0, 225) ¢ kosinusoidés do 1€ jet? e zgjatur nE intervalin (0, 4),
fig. 2.

e e g - e i

oy : T T
1 N - B
: 5




Vetité ¢ funksionit v = zmg jané:
I*Dixe R * Fiye [2,2]. 3 Funksioni &hi@ cifi, pasi

2m(-§)=2¢w~2{. 4 y=0p&k x=-x+2Ur ke T & p =2 piir
x=dkx ke T, 6" v, ~-2pirx=2a+4km ke T, 7° Funksioni éshié
periodik me periodén 47,

Detyra

Yizawo grafikun e finksioneve:

@i}y-.ﬁﬂn b]n__1r=.-ifrr§; c]}'=25'!'ﬂ§'. F]_I'=—%Sm1'|:.

yisi

; |
@ﬁlf'mk bl.l'“i-*i?-!%: ) )= cos ':J,v--%mflr-

0 Funkcsioni v = asin(bx + ¢), mund t€ shkruhet né k&té formé:
=asinb| x+ =
¥ i

0 Mumri g ¢ cakton amplitedén e funksionit.
o Numn b e cakbon frekuencén (dendésing), d.m.th, pericdén o funksicnit,

r
TET.

" Shprehja bx + ¢ guber faza e finksionit & dhéng. Viera & fazés pr x =0, Eshté numri
¢ i cili quhet fara fillestare.
W Numri % EshtE shvendosin e fazés.
Sipas grafikut 1€ funksionil y = asin(bx + c) do t vizatojmé né kég mnyré:
1. E vizmtojme grafikun e funksionit ¥ = simx.
1. E vizatojmé grafikun e funksionit 3 = asinhy, ashw qi periodén (0, 27 e sinusoidés ¢
zhvendosim {,.c ngjeshim®' ose .o zgjasim®") né periodén [L‘I, %J

3. E vizatojmé grafikun e funksionit y = .:in.b[.\'ir%], ashia gé grafikun paraprak ¢



zhvendosim népér boshtin x pér vlerat e %.majus neése %::-{I', ose diathies nése i-::ﬂ.

4. Amplitadén e funksionit paraprak e zmadhojmé, e zvogélojme a heré.

D} YWizawo grafikun e funksioneve:
a) .""-!iﬂ[l’-"l'%]: b _‘.-"—'-%.w'ﬂ{ﬂ-r—?i:-].

Viére zgiidhiem:
L. E vizatojmeé grafikun e funksionit y = sinx.
1, E vizatojmé grafikun e funksionit v = sin2x, ashtu qé periodén (0, 271 t simusoidés .
ngieshim’’ ng perwodén preg (0, m.

— 4
3. E vizatojmé grafikun ¢ funksionit y = sinl [J+E ] ashiu gé grafikun e funksionii

parzprak ¢ zhvendosim pér E majias.

4, Ve, a=1.
Grafiku | funksionit 1 dheén Eshté paragitur né fig., 1.

st 2ty

[:z_-_‘,:- Vizato grafikun ¢ Rinksionit

X 1
=3 g TS bl I
a) ¥ m.':[ ; 4} hi J'“:EGEG.I.' 7).

Viéire zglicdhien:
: : X o I X
a) Prej funksionit 12 dhing ¥ =3cos| =+— | |a=3,b=—, == | gy
2 4 z 4
@ =3, domethénd grafiku e ndémjet drejiézave p=3 dhe y = .3,
Feriods ¢ funksionit &shid 7= 45

Zhvendosja e fards eshid §=£.
z



Grafikun e funksiomt 1€ dhiné &o ta vizatojmé né kitE menyrs,
I. E vizatojmé grafikon ¢ funksionit p = cosx,

2. E vizatojmé grafikun ¢ finksionft y = :'m%. ashi qé grafikun paraprak gé Eshié né
intervalin (0, 21) e _zzjasim®’ né intervalin (0, 47,

3. E vizawjmé grafikun ¢ funksionit ¥ = mx[% +‘%] ashitu g grafikun paraprak e
ghvendosim pér % (zhvendosje fazore) majgtas.

4. Grafikun ¢ kérkuar 1 funksionit y = 3::1.5[% +§~] e fitegme ashiu qg amplitudén e

rmadhojmé pér 3 herd.Grafiku Eshill paragitur né fig.2.

x
..................... B e e A e R A
'Il""'l'.!-ﬂ.ix
i 2
gL TR _dl’__.. .-..&r- - ----J_—_-.-\_.r"" .
_I‘_.d"'-'- - -\-_"'\. 2 an &l E l‘t
" L L
_2-.“-_"__!‘ = _'l "'\-\.\_E » - gy ?I Yy E x
e PR S - .:___.1 e e e i T P e
| i | i
'.-Iu.l.'.-;-ll. -.| .,.:,_l,,...:ll
e -““..i amm
fig. 2

Cirafiku i ¢do funksioni mund 8 vizabohet edhe me caktimin ¢ pikave karakteristike t8
funksaonit, damth. me caktimin & zerove & funkstonit, 18 pikave ku funksioni ka minimum,
perkatésizht maksimum.

Pér funksionin ¥ =.'Ffﬂ[lx+ -‘;'] kem:

Zeroy=(: |max: y=1: min: y=-1:

1;+%=#:r.keE; |Ex+%=%+2k.f,isi‘-'. Ix+‘;-1’;+3kn-kﬁ E;

|
|
|
R x | K
= IE—m—=———: ™ =— = I=—"
k=10 5 El’lk 0 x TE |I: ] T
x_4x | lix | 19%
= =—=— - [ S—— - r=—m:
k=1 F=3=72+ =1 A= Tt .
x| 137 | an
=] ¥f=——=——: = X W e 1 k__l Xr=—
oo 3 Ili X 12 | 12



Girafiku i funksionn Ehig paragitur né fig. 3.

fig. 3

Piér funksionin ¥ = 3m.v{§+-':—]

1. Zurulépné.l:e-[ “.I jx..}.

x
L =3 b T
¥ pﬁr;E{ 3" 3
_EE _._M }
SR

Cirafibos 1 funksiomit #shié paragitur né fig4,
- ¥

-In

__—————-—--|--Ill-rrrr-r1-|rl.-}1

Detyra
Vizato grafikun e funksioneve:

g - _E | S
:]}'—m&[lr ‘}, b) ¥ .!I-'!FI{E 3]_
x L. i
=cos| 2x+— | = ——gin| 2x—-—
ﬂi'.'r [ +3]. by ym=a [ 3].



e
TRIGONOMETRIKE TE

Numrin @ ¢ zmadhojmé (ngse o > (), e zvopélommé (nése o = 0) ordinataz ¢ ¢do pike prej
grafikut 18 funksionit v = asin(bx + c) ose y = acos{bx + ¢).

Grafiko viratohet ashmu g grafikun ¢ funksionit ¥ = asin(ihx + ¢) ose

v=acos(bx + ¢} & zhvendosim pér vlerén ¢ o népér boshtin 3 larté nése

d =0, poshté nése & <10,

Yizato grafikun e funksioneve:

3
nr.'r'='1'5m-'+2: b p=-Zeosx+ 1,

Viirp 2g fidlfea:
a1 1. E vizatoymé prafikun v = s

3,
2. E vizatojmé grafikun ¥ = Esu:.r_
3. d = 2, pra grafikun paraprak ¢ shvendosim pér 2 njési néplr boshtin y larté, fig, 1.

b ¥

i =




[i} Vieate grafikun ¢ funksioneve: a) v= %.‘ﬂlﬂll'—] ; Wy=Zcosx-1.

I:i} Vizato grafikun e funksioneve: a) v =simtx - 1. h) I:|.I=?_.m.t£+E

2 2
Vére zgfidhien:
a} E vizatojmé grafikun ¢ fanksionit 3 = sinlx, kurse pastaj grafikun vertikalishe & zhvendosim
Pﬁl‘ ﬂ'“"[.iﬁg-:ﬂ

X
b) E vizatojme grafikun ¢ funksionit y = lcu.'rE , kurse pastaj népdr boshim y | lorté ¢

ghvendosim pée o =1%. fig. 4.

a

i

=2

fig. 4
Vizale grafikun ¢ funksioneve: a) _'r=2.!:'rr-;--2', bl y = -cosZx - 1.

@} Vizato grafikun e funksioneve:

: T 3 T
2 2+ 1 By == i ] W I
) ¥y= jirr( 1] . by ¥ Erm[.r EIJ



Vifre zgffdfijen:
al Veére a=2; b=12; c‘=% dhe d=-1.

o
Perioda e funksionil Esheé T=? =T.

1
Lhvendosja fazore Esh E b 5

Grafikun ¢ funksionit do ta vizatojmé ng k&té ményre;
1. E vizatojmé grafikun e funksionit ¥ = sinx,
2. E vizatojmé grafikun ¢ funksionit ¥ = sigly.

o m—

T
3. E vizatojmé grafikun e funksiomi ¥ = .ﬂ'ﬂi[-‘f 2

N

)

T
£, E wizawjmé grafikun ¢ funksionit p = 2sinl [J+I]-I_

4. E vizatojmé grafikun e funksionit y = 1;1:-:1(: +

3
b} E vizatojmé grafikun e funksionit ¥ FE L'-M[I = %]. me nelihmén e grafikut 1 funkssonit

x
¥ =%m.n: ; 1 cilin e zhvendosim pér E djathtas, Grafikun e atill# @ fituzr ¢ ghyemdosim

népér boshtin y per o = -1 poshts,
Girafikun & funksionit vizatoje vet

L=



Detyra
Grafikisht paragiti funksionet:

= d 1
@l apy=-dsime +1; B :-me—z.

(@) a p=3m§—f; by y = -2e0s2x + 1.

aj I=-%ﬂn[2x-—-%}+]; b }-=2M[§_§]+1I

Kl

PEr vierat ¢ funksioneve trigonometrike prej 300, 60°, 45°,

Pér pérkutizimin ¢ funksioneve trigonometrike prej kéndit t8 ngushi né wekéndéshin
kEnddrejté

Keéndet me krah@ reciprokisht paralele jané (& barabarté ose suplementap.

51 jané kéndet me krah# reciprokisht normal.

sin(-G-5int, cos(-0)=cos.

o

H & B

r:'.":._ %" Provo sakiésiné ¢ harasisé,
sin(30° + 90°) = 3in30%0s90* + i PcosI0°

Vire zgfidhfen:

gin(30F = 90F) = cos 30° -E- %

AT
2 2

Domethéng, barasia éshié ¢ sakté,
Pér sinusin dhe kosinusin prej shumés dhe ndryshimit & dy kéndeve vien kjo

Virtetimi, Le 1% jeng tdhe [ kénde géndrore né vijén rmethore trigonometrike, & cilét nuk
kang fushé 1é brendshime 18 pérbashkét, por karé krah t¢ pérbaskkét QP dhe mreze OM =1

fig.1. m



Konstruktojmé MN L OGP, Md L QX N8 L OX dhe

MNC 1 MA.

Sipas perkufizmit 18 sinusil peey ¢fanido kéndi, vijon:
sinfat+ f) = MA= MC + CA=MC + NB.

pasi CA = NB .

i—
I

Prej ADEBN vijon sina = %‘ dmth, NE =ON sine .

(N — =
Pej AONM vijon cos =ﬁ cdmth, cos F=0N  pasi (M =1

Mg té dy barasité vijon NB = cos f siner .
<3 MM = g {51 kitnde me krah normale).

MC e
Prej AMCN vijon cosa = ﬁ ydmth. MC = MN cose.

Prej ADNM vijon sin =%=M"ﬂ' ,prab MC = sin Frosa .
Prandaj sin{at + B) = MC + NB = sinfcost + cosfising, dm.th.
sin(ee + B) = sinacasf + sinfleora.
[T;:} Mijehso vierén ¢ funksoni mganametnk:
@) FinTS%, bl sin 105, o} sin24ie
Ve zgfidhjen:
a) 575 = sin(45° + 300 = e Scos30 4 sindlPoos45” =

=§ 3, .£=§{¢5+11.

! 1
R
Teoremén cos(it + 0) = costcosf - sincind vértetoje vet, né té njéjtén ménvrs
sikurse teoremén paraprake.

Teoremén e njpgjté do ta veretoyme duke shirvtézuar vetng e kéndeve komplementare,

d.m.th. prej m&‘{g— (o3 ]=.ﬂﬂﬂ-‘ Jemi cos(e + b) = sr‘n[%—[{n ﬁ}]:
=m[[§ —u)+{—m]= sin[-;—.-ﬂ' }:-mr{—ﬂ]-l- sjn{—ﬂ}fcr.r[%—a']=
= costicos3 - sinfsing, d.mth,

cosla + fi) = cosacasf - sincsinf.



b Njchso: a) cax75°, hj cosl5, el coslS0F

Vére rgiidhfen:
b coslD5” = cos(60F + 457) = costll ot 3" - sinblFsindss =

Iw.'r.u"_q'r_\i"_[i\lr-}

T e — s — e

B | Pér sinusin dhe kosinusin prej ndryshimit 6 dy kéndeve vien kjo

Viértetimb. Pasi sin(-0f) = -sindt, cosi-&) = cosct, kem sin(ex - B = sinfa + (-G)]= =
' -B) + zim{-Fhcosa = sincicosf « sinfeoso
B Teorstnin e dytil vireldje vet,

@r Cakto vierén e ginl 5" dhe cos] 5%, pa perdorimin e kalkulatorit,

Vitre agficdhfen:
ay sinl 5" = sin(45" - 30°) = sind S cos30 - sin3Poosdst =

N2 f3 -.EJ_
'12:3 (-1,

@ﬁ' VEredn:

ah sl V3F - g} = sima, b Cﬂ-’[%+ﬂ}=—a’fﬂﬂ;
-l::l Ej'n[z'-;%—-ﬂ'Jﬁ—Eﬂj-ﬂ. I;.:I EDE[H’—%J:—I]‘HH_

Viéire zgjidhjen:

e} Jiﬂ[%—ﬂ'] = m%msﬂ —-TJIHHWE%E = (=] Jeowar - singe - ) = ~cosi..

% Njchso: o) sin(+ ) b) cos{a - ) nése Eshhﬁifﬂﬂ=%. fﬂ-‘.ﬁ:‘g
P =g f< 9



Vére egfidhfen:

w} Pasi sin{e + ) = sinacosf + sinfeosc, duhet ¥ njchsohet cosex dhe sinf. Prej
varésive themelore trigonometrike, kemi.

|| ]
cosg=y1=-sin‘g=[1- l =|||]—l=‘lE=£
- 4 & =3
ME 88 njétén ményé njehsohet :in,ﬂal,ll—cm* =%_

1 3 4 43 1
Prandaj sim{cz+ )= E;-&;%gﬁ[j_pq.ﬁ]l

: 2
@} Njehso: a) cos(e+ ), b sin{ - f) axo .I.Enﬂ:=; dhe smﬁ——-—a,m

x
?:::Hn' dhe #{ﬂ{%.

Vitre zgfidlifen:
a) Dubet 18 npehsohet cosde dhe m.;ﬂ . Pasi cosdE < b ng kuadrantin @ treté kemi

. || 4 8. 3 5
cosar=—y1—sin’ @ =~ I—[- ==, o= ===, ngjashEm 0§ f =——
5] 23 5 ﬂ S

Prandaj;

cos(ee + B) = cosawosP - sinosing = [-;}[hé}g-[—%}%hﬁm].

Thieshto shprehjen:
a) xin33°5inB3° - sin25'sind5"; by cosTreos 75" + cos20Pcoss”.

Viére zgiicijen:
8] Pasi sin35" = sin{00F - 35"} = cog35" dhe 505" = co325°, kemi
5in55%imb5" - sin25sin33" = cosdFcos2S® - sin25%ind5" =
1
= cosl35" +25%) = cos6lF = =
Verteto identitetet:
a) wir(30° - @) + sin(30° + @) = coser b)) cos(60F + o) + cos(60° - &) = cosa
Vélre zgfidiyfen:
8) (30 - @) + sim(30F° + @) = sind0Peosi - stnccosI0P + sindlPcosoe + sindicos 3P =

= LsindProsx =2 -;—-mm = Cos



Detvra :
@ Njehso cos{er - §), nése &hié sing = E,:fn,ﬂ= = (0o dhe B jané kénde 1 ngushie).

r@ Njehso sin(or + @), nése sing= -"..smﬂ [udh:ﬁpnﬁk&minﬂnmhﬂi
@'deﬂnﬂﬁ(ﬂaﬂ}.mmﬂ 0,96, sinfi = -—2 -ETE[ ) ,BE[ ]
(3) cakio sinct, nsse -+ = 60, cosfi = %

Thjeshtaji shprehjet:

() a) sin20°cos10° + sinl0cos20°; b) cos35°cos2S® - sindSogin25"

@ sin{er + 15%)sin{ ot - 15%) + con{@ + 15)eou(ce - 157),
sin M) cos 41° — zind()® cog 20°

cos 75 cos 75" —cos 5 cos15*
Viértetoji identiteter:
() costee- ) - cosix + ) = Dsinasinf
() costa- B - cos(ax + ) = cos'tr - sir'f.

a b
sing cosa Lath_m'y
" oa : == W Vo= = St
b R e et el
o Pér vierat e funksioneve trigonometrike AT
prej 30°, 45°, 60°. B g0 = g elgl-a) = ~crga




EHWnsinﬂﬁﬁm&hnﬁﬁhhﬁrﬁﬁkﬁn&wvlﬂukﬁ

sinfa@+ f)  sinacos B+ sin B eosa
m{ﬂ+ﬂ}_m&mﬁ—ﬁuﬂﬁnﬁ'
0 Numéroesin dbe emiruesin ¢ pjesétojmé me cosdl - cosfl,
sindeos i 4 sin i cos
cosacos B cosacos B iga+igp

macmﬁ nnﬂ:mﬁ_ 1 —tgaig 8
cosctcos m:&cnsﬁ

o Pjesiin e dylé i€ teoremés vénctoje vet duke ¢ shiryiézuar veting tgl-8) = -1gff.
&b Cakio viermt e:  a) 1g105°, B)egl3 ) 1gl35,
Vére zpfidhien:
| 1105 = (45" + 60F) =

VéErtetimi: ig (a+ §)=

T a5 4 fpal” 1+43
el e (2+43)

[iﬁ Miehsae @) fr(60” - &), nése crg{:=§; b) rp(45° + &), nése .j'fﬂ.&':%l
Viire zgffdifen:
bl cos o = 11— sin’ @ :-Elwf, kurse fgdr =%1pu

PR
(45" }=.M= =7 .
P i | —rgd5" -igex I__J oA
3

Pér kotangensin prej shumids dhe ndeyshimat & dy kéndeve vien kjo




a) Yertetimi Eshif identik me vérietimin e teoremés paraprake.
TE nj&jtén reoremé do ta vértetojme:
i) duke & shiryt@zuar veting e kéndeve komplementares, dm.th. prej c{g{uﬂﬂ - ) = [gX,
kemi:

g (00" —a)—1 B -,
1+1g (807 —a ) B

ctglo+ )y = 1g[90° - (@ + B)] = g[(90° - @) - f] =

|
rﬂ_.._
_ clga—nef - ctgh  crgaerg -1

lvega-gf 1, g 1 cpetogf’
erg

1
b) Duke e shifviézunr barsmé cigdo =E [vErtatoje vet),
g

IE>' Cakro:  apofgl5®, byorgTs% ) ergdi0e
Viére zgfidhjem:
clgdS ag3lr -1 |- |

il JarEe L clgdS e | 1s J3

E"’:? Veéreo se

o) 1g(T - @) = -rga; b) t‘rs'[:";? --'IJ = clga; <) ﬂg[%f--m] = -Igq.

Vire zgfidifen:
lgx-iga _ O-1ga
I+.‘g.:r-rg:-r 1+0: rgr:

[;33‘ Nichso rg{ee+ B). nése !34:'-—'5 dhe .si'rr,ﬂ=% {o, B jank kénde tf ngushta).

Vire zpfichjen:
Pér njehsimun e shprehjes he-'mjul 1zf, pErEnt&Eislu cosf.

|' 6 24
cos i = /1= =.01-] — T J....._ o k
P =V 525 Vezs 25 PM

=2-43

a) g lr—ad= =—iga

sin 8 _zi 7
I;,E-msﬂ Eﬂ- i . Pér vlerén ¢ shprehjes, kemi:
28
|+ 718
L ig + g B 24 _4_38
zla+f) l—rga-1g8 1_1_1 41 4]
2 4 48

£



[E> Nienso vlmﬂneshmhjﬁ etg(ex - ), niése Eshié dhéné ctger =2 dhe

cmﬂ— {ce, fijané kénde 1 ngushié),

25

- . _ ga-gf gatigh
E>' Thjeshto shprehjen: :,g-f:r-ﬂ',l-l-:g{nwﬁ}'

cos (- f)

cos-cos f§

|3:,:r Véreto identitetin: 1+ rpor1pff =

Vére vértetimim
sing sinf  coscos B+ singsingd cosfz - 8)

B 1+tgaxtef=l+

cose eos 8 cosdrcos cosdcos §
j +
Vérteto identitetin; ofga + crg =M :
st - sin 3
Detyra

15 35
@ Njehso fg{a- ), nése sing= T Ea.:,ﬂ= == (&, B jané kénde & ngushte).

(2) Njehso vierin e rgw, nése rgex - 45%) =

(3) Thieshio shoeehjen: 3) rgfa + ) - gl - B b) :;?;:ﬁ ! :j?-:r_—rﬁ '

Yiretn)i identitetet:

g B+1 r
@ I;ﬂ—l_-igﬂ nie O — I.H"'E
A=

O a)(tgae+ Digh+ =2, a+

1%
o

Kijrobu! A Prove sikifsing ¢ barasive:
Frorv seshiaie o bicuaives A} $inde =Deinceosos
a) sind2of =Lsincs, b)) cos2a= doosdt b cos2e = cosd - sintee
pir @ = 30F dhe @ = 45°, pér ce = 30° dhe &= 60,
VEre zgjidhfen:

a) sin(2 - 30°) = 25in30°  cos30F= 2- 13 _43 ose ¥ =£_

2 2 2 2 2

=



Pér funksionet tigonometrike prej kéndit o8 dyfishté vien kjo:

Virtetimi, sin2@ = sin(o + @} = sintcos® + sintcos = 25inEcoseE

PRt R T 2iger
- F - —= +
fgdar = gl + o) Y e

0 NgjashEm véretohel edhe pér cos2o dhe ofpli,

1
%’ MNjehso: &) cos]20¢; b} 2inZ i nése coso = 3
1 3
c‘.lfgiﬂ;am.rm=i; ;hc{gﬂ:mmﬁ:vT.
Vire zgjidbjen:
G | 1
a) cos120° = cos - 60F = cos’BF - sintbl’ = ri it
53
iy 3 Qgex
¢} casd = JI-sa'nzﬂ-ﬂ_ lg-t‘.n-'=:n =£. fpla= 'g] =—L=ﬁ,
2 cos 3 l-1g'a I—!
3
%s Zbato teoremén pér funksionet sind, cordt, fgor dhe chgoL
¥ire pirgfigfen:
L4
w sina=sin2-Z = 25 . cosZ E;EE gt S -1
2 2 2 s 2 . 2
& & norga= e I'—"'.Eﬂ"'—n~
COSE = cost = - s —, l-rg* = 2etg =
-] ms-z & 3 2 > 'g!

% Zhato teoremén pér shprehjer: sinde, m%, tg3iL, ergSi
i
W sindo = sin2-200 = 1sin2ax - cos20 = Asinficos i cos & - sinl) =
= dsingcosa] - 2sin'a),

”



% Cakto vlerén o

3
a) sin2E nise sing= P 0F = g = 9

b} cos2i, nise COSTE ™ -%.'}'ﬂ'-ﬁ o= 18P,
Vére sofidhien:

B a) cosg=l-sin‘a= —i=i. sindo = dsinet - cosx =12 - EE-E
i .
@- Funksionet sinZcr, cos2er shprehi me ndihmén ¢ funksionit (e
Vére agfidfen:
2 2R Y ras
i dus i 2
e = hilntemsE = —— 3 == _.3.'2525_3_1._ = S‘f ;
sinakcos @ Sim E+ cosa l+io e
coi'd codd
1-rge
Ngpashém vértetohet edhe cosdim = S=
[ re o
Ef:i‘-“‘ Pa e pérdor tabelén (dhe kalkulatorin), njehso:
i} Zefnl Sreax] 5= bl sin2 29300 s TR0
Viére zgiialjen:
- i 1 V2
o b)$in2230" 4in6T30 = < Leind2Ie022I = 352 (2290°) =

@? Fa e pérdor kalkulatorin, njehso:
a) cos* 15 - cos®75% B} cost22,5° - 2int22,50

E;" Thjeshtoji shprehjet: a) (1 < cos2@)fgcr, b) . LT

ma+l ma-1'
Vére rgiidhjen:
B o) (1 + cos2edimge = (sin'@ + cos™ + cos' i - ST ONgE =
s
Coter

@fp Thieshtoji shprehjet: o) 2eos(45* + @cos(45° - @) b) cosS° - cosd0e,

@b = ceoo L= eas e+ sin e
Veérteto identitetin: = faf¥

| +con 2+ sin2oe

= giM2r.

= oo




Vire sgfidhjen:
l-msM+m1a_:in’a+fw'a—cas"ﬂ"+ﬂﬂ‘!ﬂ'+n'n2ﬂ_
[+ ecosla + sin2e  sin’ @+ cos” @ +cos” @ —3in° @ + sin 2er
Emi o+ 2EinEcor o is-mu{mm+emaj simgy

=g,
" Zcos'a+ Isincosa Jcosalcosa+sing) cosee
Detvra
3
@' Nichso cos2er, nése cosg =- 5 90F < g < 180P.
Njehso sinde, nése cost=06; 270° < @ <360
o g 75
Piep&dnr kn-lhil.ﬂ.lﬂl']l] Hﬂhsl:l m,
@ Thjeshtoji shprehjet:
_ Msindax B) (sina — cosaY T o [
(singx + cosax¥ 1= 5in 2 cigee+1  ciga—|
- |
@ Té caktobet sin2nese ' +——— I + Iz =7
st codtd dgTd ofgta
Wirteto identitetet:
sin x4+ sin’ o deos’ -1
———————= I bl ——————=tpr-crea .
cor o = cos 3 J ] I—dsina * =

Viérew identitetet:

a) B - cosdD® - cos20° 0 cos10° = crells;
bl 16 - cosBlF - copbln . cozd - pos20P = |,

| > Provo sakidsing e barasive:

n]lam:n=l-.i'1'.r:1§; h]l+mm‘=lms’§.nﬂuﬂ=ﬁﬂ'.
Vire zgfiahien:
1 ¥ 1
@ ajl -m:ﬁﬂ'lls.ﬂn*j;ﬂ: l- 3 =32, [%] d.mth, 3 n%-
Pér funksionet trigonometrike prej giysmekindit vien kjo




sin E+:'1.'-rs —=]
VErtetim. 2 4 . Mése | mbledhim barazimet do 18 fitojmé

c-nf%-sif%= coser

i ] 1+ casa

Em‘%nhma 0E mE= MNége | zhresim harazimes

: :

I — oz

4
Eriﬂ’%-l—msu ase sin =

35> niebso: a) sin1 5 h}cm%; o 1glse
Viire zgiidffen:

H 3[1' J £
W 8)sinl5= J-rﬂ-*"-—

%I{]dﬁnm?ﬂemz nise:; i}ﬂﬂﬂ=;; b}!;ﬂ-u"i.

Vére zgfidhjen:
- ] l}cﬂsi:==."i—:i.n’a= P..% =%1 |1 cosi |

& ményré 1€ ngjashme e mqmemmg.._



7
Nﬁlﬁnrg% dhe r:g%.nés:: a} m.;trllﬁ; b .v:'.-:a:{i (0" = o< 90").

Vire zgfdbjen:

b} dos it mJl—sindor = |1=Eul, ".!'E= 1-corar _
4 2 2 1+ cosa

N minyré 1& mgjashme e fitojme a:rg% =43.

E$> Thjeshtaji shprehjet: a) t—ﬂ; b I—.'.'.'l_m:r.
2ot 400 1+ sface
Vére rgjidffen:
. I+|:|:r.rED“__I+m.:Eﬁ“_ 1+ cos &0 =
2cas’ 40F BO° 1+cosBF
Em.rT E-T

1= singt _ 1-cos (90" —a)
1+sin@ 1+ cos(O0 —a)

¥ [ &
Thjeshioji shprehjet: a) i . bl L -
l+ecoso 1—eos 70

E-’,, Verteto identitetin: SNEtoosa 1+ .!'J'.rIItI.
COFLY — sind cog 2oy

b) =12 (90" —a) = clg'ex .

Vire zgiidhfon;
I+sinda _ sin’ &+ cos’ @+ 2singcosar _ (sina + coser )
coF 2er cos’ o —gin o (rosa —sina Meosa + sing)
EifILE + 008
cong— Sing
, o R+ Fi}
[E} Vérteto identitetin: M- ==—clg’—,
FIFEE —FReE 2
Detvra

4
(1} Pa ¢ pérdor kalkulatorin, njehso: ) cas15% b sin’z 5 €) 1g67°30"

4 ¥ & 4 ; 3
Mjehso: sin—; cof—; Ig — néae: a) cos¥=—: b} F=—,
@ bt !  Thedae

(3) Cako rgg dhe ﬂ;g%,nﬁ_u erger=-2,4; 2700 < g < 360,




@njmmjishpﬂ;:t a) (1 + cosda) - no. b}{t-mu}-ergg.

Veéretopl identifetet:
siner—cosd 41 o Cosir— simd + 1
) e — . b} ————

@
sind+cosa-1 2 |- sine—cosa ~

sin 4 l—cosa 73 2sin@e—-sin2e @
; m=f b b =fg—r ——— —_,
@ "} & YR 3 Vigneranta 2

| 4 oo z SR

o l Mjehso shumén ST + ginl 57

Vire rgfidhien:
Duke i shfryiézuar tecremad adicionale, njehso
sinT5 = sin(45" + 30%) = sindS°cosI0P + sin30casd 3.
515" = gin{45° - 30°) = simdSreosd P - sin30%coad 3",
Duke i mbledhur 1€ dy barasiig, fitojme

i 75 + siml 50 = telfmd Stcas300 = %

Domethéné, shumén e njchsojmé ashiu g€ até ¢ ransformogmé né prodhim
Prandaj pér shumén dhe ndryshimin ¢ simusit t& dy kéndeve vijon

VErtetimi, Prej teoremave adicionale kems;

siv(x + v )= sinxcos y + 5in ycos X
{ﬂ'ﬂ[-t - ¥) = sin xcos ¥ - Sin ¥ o5 X,

Duke 1« mbledhur barasitg, fitoymé
ginlx + y) + sin(x - y) = Lsinxcosy,

[ }
v |ﬂ
:__

X+y=@& 2 o
Wiz . atéhesg . vijon; ¥
{J'_j'=ﬁ jl-ﬂ_"E
2




Duke i zhritur barssilé filojmé
sin(x + y) - sinfx - v) = 2xinyeosy.

a+f  a-f
2. ¥ g

Me zBvéndisimine x + y=a, x-py= 8 komi x=

%- Transformoie né prodhim:
=) #nT0F + 5in207 b sind0® - cosTO; o) sinT0F + cos 70
cloasdS 4 sin25%  dy | + sima.

Viire zgfidhjen:
W+ A 00 =20
oS
2
¢ coal3® + sinl$* = 5in65* + 525" = 2eindScos20¢ = T cosdlF.

gl T + sin2"=2x5in

=25ind5cos25™= J2 cos2s,

Njehso shumen cos 105" = sog] 59

Vre zgiidhfen:

{mslﬂi' = cos (60" +45° V= cos 60 cos 45° - sinblY sind5"
e

o515 = cos (60F - 45" ) = con 8" cos 45° + sin60* yind5",
Duke 1 mbledhur barasite;
cos 5% + r08] 5 = JeastllPonsd5* = E‘E'T =T.
Vire se shuma cos 103° + cox 5 mund 18 njehsohet duke e transformuar né prodhim.

Prandaj pér shumén dhe ndryshimin ¢ kosinuséve prei dy kéndeve vien kjo

Vértetimi, Sipas teoremave adicieanle, kemi:

cos(x+ V)= cosxeor y— sinxsin v
cos{x— y)=cos xcor ¥+ sincsin g,

Duke § mbledhur barasite, kemi:
coslx + v} + coslx - ¥) = Jeosxcosy.



L &€ jedé it atéherd 2 . pra
Y=y= _}_=E¥—.ﬁ
2
m*mﬂ-ﬁnmn*‘ﬁ lﬁ

Durke i zbeitur barasité paraprake, fitogme
cos(x + ¥} = cos(x = 1) = =2simocosy.

. L S,

A

o
Me zévéndésimin x+y =0, x-y=f dhe x=

-m--.maﬁ:ﬁ;.&wfgg-m#

Ei_,'} Transformoji né prodhim kiéto shprehje:
a) cog X0 + copd(P; bl cosSlP = gind0F, ) 1 + coscr
Vére spfidhfen:
a) 0s20+casdl® = 2cas 20 ;411' cos X ;‘“:'u = Jcas30cos(-20°) = o3 cos20F.

S0°+40° 507 -
sin
2 2

b) cos50° - sinSP = cosS0P - cosdP = -2sin = -4 2 sin¥".

gt 1 + cosd = cosll + cosd = M%m% =Emﬂ%_
[:5:3" Transformoji né prodhim shprehjet;
a) simd(F + sin20e, b) cos50° 4+ cosT07
c) 1 = cosog ch 1 +cos2a

[E} Transformadi né prodhim shprehjet:
) tgtr+ g byige-tgf, e)eighvergB; ¢ ega- egh
Viire zgjfdifen:

3 iga+igfm sinﬂ'+.5|!rrﬂ .ﬂnr:.rm.iﬁ-l-imﬂrmﬂ' sin{a+ 8)

cos cosf coi i cos § ms-t:rmﬁ
sin(a— )

Mé ményrE analoge edhe g0 —1gf =—1|

bl " il cosaecos §
m:u+m;ﬁ_:inﬁcma'+:incrcmﬁ=.::'r1{._-x+ﬁ}_
sip  sin 8 - singx sin 3 sinasin 3 !

&) clpa +ctg ff =



ményrE analoge cagtose cosf sin(f-a)
o - ﬂgﬁ_sr'ucr si.nﬂ_.:iucr.mlﬁ

% Transformoii né prodhim shprehjet:
a) [g25° + 1g35%  b) ciglS - crgdST ) agS0° - agl0°; ¢} erg2Se + clg2ir.
Vire zgfidhjen:

sin25° £35°)  sindiy V3
o J o . = — ¥
W0y +135 cos 25 cos35° o525 cos35"  2oos25 copds
sin30° Y2

b} Mé menyvrn analoge edhe cig | 57 — crads” i
) o 18 & E.n'nli‘:.frz-lf 2sinl5"

% Thjeshtog shprehjet:

Sin3T = 5inl9° cos3er + cos oy oS @ —cosda
cos 37 cosls” winder + sinee | sind = sinda
Vire zgjfialyjen:
: : B 37" H.HET’ —1a* )
o 4 sin 37" = gin 19" e 2 2 __cos28 = —ctp28"
o537 cosl®” I+, 37 -19" sin28°

=2 5in 71,

2
cosI +cose  loosldtcosy
sinda+sina 2sin2ocoso

e

b) cigder .

njihen si formuls pés iransformimin e funksioneve trigonametrike prej shumés dhe ndryshimit
né prodhim,
Detyra
(1) Transformaji né prodhim shprebjer :
a) sinB0° + sinT0" + 5in20° + ginl0%  b) cos2g + Jeosa + 1, ¢) E + cosdr,

§) 1 -2coree, d) N3 + 2cosa. €)1 - 3 sine



@ Prove sakidzing ¢ barasive:
a) cos TP + sindlP = cosl0% b} cos2P - sinS0F = sinl0°,

@ Vérieto identitetet;
' .fmu'+m.5'd=ﬂg [E-!—-ﬂ-ﬁ"],' ] clpa+1
Fin{Y —coN i crga =1

=rig (45" &),

() Thjeshtoji shprehjet: ) 1 - cos0r + sings b} 1 + cose+ sinat

s 30 +8in 20 4 sindt
cos 3 + cos 20+ cosa

@ Virteto identitetin te 2o

@. ViEretn identiteten

1— sina + cosd a sin 3y + sin 2 - sinder —sing
pjm———————=—mapigens iy = igik
1—sing —cosa 2 CO8 = cox E + cos 30— cos S

Vertein s funkslonet:
) v = sing dhe y = cosx kang penodé 20

b} ¥ = tgx dhe ¥ =¢igr Kand periodé X

& | ™&mésimin paruprak vérejiéon se si shuma e funksioneve frigonometrike ransformohet
— | né prodhim.

Tani do ta shqyriojmé rastin ¢ anasjellté se si prodhomi 1 funksioneve trigonometrike
transtormohiel né shumi,

Pér até transformim vlen kjo




Vértetimin do ta nxjemrim me ndihmen e teoremave adicionale, pérkatisishe:
sin{ax + 8)=singcos §+sin feosa
sin(a— )= sinét cos § = sin Brora

e mbledhjen ¢ & dy andve tf harazimeve, kemn:
sielx + By + sinl e - @) = 2xingcos . dm th,

- et - TR
JT. E Sy e

Pér i djerat. vrietomin béje v

Prodhimin:
a) sindScas 5% b oosdFen 305 o) siebiPrind S
transformoje né shumé

Viere egfidijen

) Sinds" cosls” =%[m{45" —15° )4 sin{45° 415° ]]=%[;m3u" + 5in60°],
[3 virew s
al .?I'H:H=—;(I—l‘m‘1ﬂ‘]'; b -:m'"'u'=.%{l+-:'r:-.-=1n}
Viire zujidhjen:
i = ging - singt = %[ﬂ‘-‘ﬂﬂ'—ﬂ'l—fﬂ&'{-ﬁr-l-ﬂ}}: ;—{! —cos 2a),
Transformoji n& shamé kéta prodhime;
a) deosE0cas 50 sin 207 b} 4cosl 5 5in20Psinde,
Viere zgjfdhfen:
0 o) Aun20Pcos SPeesB0° = dyin2(e %l_rm]ﬁ* + cog] 307) =
= Esfﬂlﬂ“t'r.l.:iﬂ“ + 2ein2Poos130%=

= =gt 1P + sin30 = sin] 10" + sin]l 50° =

|
==gin | 0" + s 500 - sin T + E :

E?;» ViErietoji identitetet:

&) cosiE + rleos(d - ©) = cosa - siRcE
by 2ximligsing + cos3a = cos,
¢} o2 + BsinTPeindFein|0° = 2ein* 80"



Vére zgjidhjon:
O e) cos2lP + BsinT0"sin30%in 10" = cos20° + 4sinT0{cosdll® - coshlr) =
= cosd(® + dsinTPcosd(F - JsinTP =
= cos2(P + 2(sinI0F + sinl 10F) - 2eos2(® =
= | + 2sinl10° - cos20” = | + 2eas20°cos2(F =
= 1 + cos2(r = Jeos™ | (P = 2ein"B0",

Vertein wdentistet;
a) ::r:r.s24::+23fn[n‘+%}sm[tr—%]=—;{1—3ﬁnl )
by Zeinticosa + 2eos’d@ = 2eon
Dervra
Transformoji né shumé, kéta prodhimie;
@ a) siml5°%cos5% b} sin T sinde

Eﬂ'ﬂ[% + 45" ](m [% — 45" ]
cosla + 2sin{a + 60%\sin{ax - 60°),
Virtetoji identitetet!

(@) 25im1 85%sin) 300 + 5in140°) + cos35* + casi 24 = 0,

@ 2sin(15" - adsin(15° + @) + sin‘a = cos'ar - %

6 ) 2sin(60° - Fisim{60° + B) + s = L + cos’ff.
:

|
@ sinct - :J'ﬂ[li"‘ +%]¢m(15“—-:'-] = I“ + sine - cosla).

' Pér pérkufizimet ¢ funksioneve trigonometrike prej ¢farédo kéndi.

" Funksionet trigonometrike singt dhe coscr jané pericdike me periods 27, kurse foo
dhe cfgdt jané periodike me periodé T

U sinle = 2EM) = sinee, rgla + kX) = g,

cos( & + 2R) =cosi ciglir + kX)) = clg
© NE cilat kuadrante funksionet sine dhe cos@ jané pozitiv, dhe ku jang negativ?

Lonl



A j} Grafikisht cakeo vierin e funksioneve sinl50° dhe

cosl 50¢,

Vére zgjicifen:

Prej pérkufizimit té funksicneve trigonometrike prej ¢ fargdo
kéndi vijon se koordinatat ¢ pikés né t@ cilén krahu lévizés
@ prené vijén rrethore trigonmetrike jané M{cosar, sind),
fig.1

Domethéng, sinl$° =m Funksioni cosa né kuad-

runtin e dyté Eshié negativ, pra cos130° = =0 |

Vére zgjidhjen:
Bjir detyre Eshité e anasjellié e detyrés paraprake.
Domeethng, nE boshtin e ordinatss, dom th.né boshEin

¥ duhet 18 cakiogme pikE M . ashiu g¥ ﬂ.!-:l’_v =§ ;

Funksioni sin #shté pozitiv né kuadrantin [ dhe

A TR
-
M ol | #nlsT

1 pasl 50°

fig. |

E_ > Eshié dhéns sfn:r=:i-. Cakto kéndin ¢ né intervalint (0, 27x).

Il. Domethéng krahu MEvizés ¢ prené vijén rmethone
i dy pika. MjEra piké giendet né kuadrantm |, kurse
tjetra né kuadrantin [0

Pikat ¢ kérkuara M, dhe M, gienden né prerjen e
vijés rmethore dhe drejtézes & kalon népér pikén Af
kurse Eshi paralele me boshtin x '

fig. 2

Kendet e kérkuar jang: @ = <AOM, dhe @ = <AO0M,, fig. 2.

Dihet se gioté sjelljes & funksioneve trigonome-
teike né kénd t& ngushtd, pér kéndet ¢ formés 18(°
£ ose 360F £ o funksioni nuk adryvshon.

Men kéto shkage kéndet g gienden né kundrantin My,
Il do t'1 shkruajme né formén 180° - &z, né =1

i da)

B

-,
)

(A
= |

R

i:l.|.I| :.Ea:__

kuadrantin 110 késhtu! 80°+ &, kurse né kundrantin 5 £

IV, 360° - & ose vetém - &, ku 0 < g <90

Pér shkak & simetnse =8 vijés methore trigoms-
medtrike né lidhje me fillimin ¢ koordinatave dhe
boshteve koordinative, kemi:

&, =L AOM =< BOM,= o, pr o, = &t kurse
o =a-a; b<g <90t

L

fig. 3

= A %

-y -



Nése né kiirkesén e detyrés nuk ka kufizime pér kindin @, tatheré pdo kénd gé do i
fitohet me rrotullimin e krahut [Evizds OM, ose OM, plr 3607, dmab. 2T heré numér
¢farédo né kahen poxitive ose negative #shié, giithashn, zgjidhje pér kéndin e kérkuar
.

. Prandaj ekzistojnd shums kénde 18 pafundme ku shénimi i pérgithshém ésheé g = & +
2w ose @, =®-a +2km ke I, gf éshié zgjidhje e deryrds s& parashtruar.
k - paraget numnin e rrotullimeve t8 plota né kahen pozitive ose negative 18 krahut lévizds
té kéndit,

Kujtoha!
Barazimi né ¢ cilén ¢ panjohora Eshil n# logaritém ose né bazén ¢ logaritmit quhet
barazin logaritmik,
logfx+2) =1, log 7 =3 jank barazime loganimike.

0 Pse baruzimet 2070 =47 2% . 2* - 3 = ) quhen barazime eksponencinle?

! Bo zgjidhje mund t6 ket barazimi linear, por sa bameimi katror?

[t #

> Cili prej kityre barazimeve éshié baruzim trigonometrik:
aysine=1; hileowdx-1=0; c)sin2y+cosdy=|;

gx+oose=3  djgde+ 2gx-3=0; e x+cgdl+ gl - %} 17

Vire zgjfidhjen:
Vetém barazimet ¢} dhe ) nuk jané tngonometrike past ¢ panjohura gjendet edhe jashin
argumentit 18 funksionit rigonometrik,
Té zgjidher barazem tmigonometrik domethéns & cakiohet bashkésia ¢ zgjidhjeve, nése
ka, pir 1E cilén harnrimi kalon né barasi mumerike té sakii
| Barzimet trigonometrike nése kand zgjidhje, atfheré, pér shkak i vetisé té periodizimit
1 funksioneve, até kané bashkesi 1 fundme & zgjidhjeve.
Barazimes trigonometrike mund 1 klasifikohen si barazime algjcbrike, pasi nuk &xhig e
mumdshme t€ jepet metoda ¢ pérgjithshme e zgpidhjes.
MNE kEtE pjese do 1€ tregojmé 2 zgjidhen disa lloje t8 banzimeve rigonometrike @ cilat sillen
né zgjedhien e
brarazimeye 1J1Ehi&il:m: 1rigmm:u-i]:c-

e



_ Zgjidhe barazimin siny=a, ae R

Ve zgiial fosm:
Funksiom sinx éshié i kufizuar, dm.th. -1 Ssinx £ 1, domethéng barazimi ka zgjidhje
vetgm nése =1 = a = |, Do o shgyrtojmé adbe kéco raste:

1° sinx=a, 0=a<l.

Zgpidhjn ¢ borazimit sinx=a, 0=a <1, sillet né caktimin
& kéndat mése Eshté dhéné viern ¢ funksionit trigonometrik,
detyra 2, fig, 2.

Pasi simy = () né kuadrantm 1 dhe I | demeth®ng krabu i
dytE | kéndit éshié né kuadrantin e paré ose (2 dyiE, fig. 4.
Sipas zgjidhjes s& deryrés 2, né imtervalin (0, 21
zgjuihja e harazimit &shté r = ¢ ose

r=g-a, 0<a <90 fig. 4

L

khéndm ¢ ngushté & do ta shénojmé me x, dmth x = @, por do ta cakiojmé me
funksionin inverz td funksioneve tngonometrike t2 cilat quben edhe funksione arcos;
dmth. x = arcsima |.

=y =§~1 pisi 3im 301 =%: crrrms‘-g‘ﬂﬂ".pm qé

Pér shermbill: armnf%

cos 30° ﬁ%; arcigl = 45, pasi 245" = |

Prandaj zgjidhja ¢ barazimit giwe=a, 0<a< | ng intervalin (0, 27) Sshidx, =x o0se
X=x-x, X =agresing

..mquenﬂ"
mﬁﬂﬂﬂm;mtm o, a& B ahe g8
x=x 42T oe x=R-x A 2m ke T= 10,2] 40, 23, L ume
T 'I.\_ﬁ-’:m“‘ﬂ-ﬂ'l ?ﬁx_"qm‘} B s AR - k]
I
E}' Lgjidhe harazimin sinx = E
Viire zgficlhjen:
£igidhja ¢ barazimit ng intervalin prej 0° deni X &shié x=x osex=T-x,pasi x
= nrr.a'r'n% =3 = %, kel x = E se ¥ =X - % = % kurse 2gjidhia ¢

=

Sx
pérgjithshme ¢ barazimit &shié x = E— + 2T ome g = ? + 3ke ke E.




Bashkésia o zgjidhjeve ¥ barasimit éshté paragitur né fabelén,

k =2 -1 ] I
I:E +2x - _EB_E -E E E
il B (i i il
_[=5_JI+2EE ) ..-lgi __Ill_ﬂ E EEE
) 6 & fi ]
Zgjidhjet mund & shkrohen né formé 18 bashkésisé, d.m.th.
M, F[%*Fﬂ#. ke E}. kurse M, ={5§+2kﬂ'. ke E}_
2 sinx=a, -l<a=<0. ¥4

Zgjidhja e basazimit simr = a, -1 <a <0 &shie kéndi kraho i
dyté | 18 cilit e prené vijén rrethore trigonometrike né kuadrantin

1 dhe 1V, fig. 5 [era sl |
| Lol s _:-
Zgjdhja ¢ barazimit né intervalin (0, 2x) &shié r =5+ i el
X 08¢ X=2W~-x, 1 = arcsimal, M oM,
Zgjidhja x = 2 - x_ e cila &hiE né kuadrantin TV mund 1a s
shkruajmit edhe né k#E formé r = X
Mbaf mend!

Bashkesia ¢ zgjidhjeve t barazimit sinx = a, -1 < a < 0 éshié
x=mtx +2Ux ose x=-x +WUx ke L. kume x, = arcrinfa|, <y <o

[E)‘ Zgyidhe barazimin 3 + 25inx =0,
Veéire zgiidhfen:

V3

Barazimin ¢ sjellim né kété formé sinx = a0

Zgjithja e barazimit né intervalin (0, 27), Sshté kéndi krahu i t& cilit £shie né kusdrantin
llose IV, fig. 5, d.m.th. prej formés = g7+x ose x=-x  kurse zgjidhja ¢ pergjithshme

-

F

3

Bshtt x =8 +x +2kT ose x=-x_+2kxm ke E, x = arcsin
Bashkészia ¢ sgjidhjeve 18 barazimit €shid:
X 4r z
X=o+ = +2-HI.’='3— + 2kx l:l!-:.'."--E + e ke 3.

3
Zgjidhjet mund 1€ shkruhen né formén e bashiésizd, d.m.th

M, ={£+2.L1, ke E.l kurse M, ={—-§+2kﬂ'. ke E}-

;) }’

%



3* sinx =0, a=0.

0 Zgjkdhia e barszimit sinx = 0 #shié kéndi krahu i dyiE i 18
cilit ¢ prené vijén methore né pikat ordinatat ¢ 1€ cilés jang
té barabarta me 0,
Ato jang pikat ¢ boshti x, (1, 09 ose (-1, 0), fig 6.

I Zgjidhjet ¢ barazimit, simx =0 jong xr =0+ k¥ oue x=
m+2kx, ke I i cilat ndryshojn pér 1, pra dy zgjidhje
mund té shkruben ng kété formé x =&x, ke Z,

4" sinx=1, a=1
[ Kupgjendet pikae vijés rrethore trigonometrike ordinata e 5 cilés #shi€ ¢ barabarte me 17

W Sa éshté kéndi gé ¢ formon krahu i dyté { kéndit i cili kalon népér pikén B, fig, 67

i .

5 sink=-1, a=-1
[ Kugemndet pika e vijés rrethore tngonometrke ordimata @ $¢ cilés éshié ¢ barabarté me |7

W Sa éshté kindi gé e formon krshu i dyté i kéndit i cili kalon népér pikén D, fig.6?




@:} Zgjidhe barazimin:

|
ajhz:r_'r-r-.,."i-ﬂ; B s "-5: c]lamx-\,ﬁrﬂ: gl Zsimx =4 = (b,

Zgjiudhe barazimin siny = o, | a | 5 | ne 0@ realitef ¢ vErefojme

Té agjidhurit & barazimeve themelore trigonometrike pérfshihet né kito hapa:

I. Konstatohet pér nuesrin real 8 barazmi a ka zggedhje.

2. Sipas shenjes o funksionit mgonometrik cakiohet né cilin kuadrant 8shié krahu | dyté i
kéndit.

3. Caktohet zgjidhya né intervalin (1), 27), e pasiaj zgjidhja ¢ pérgjithshme.

4. Caktohet kéndi | ngushie x .

- sinx < 0 né kuadrantin 111 dhe 1V, pra 2gyidhja éshté e formés x =2 +x + 2kx

3
. pra .J."E‘I'ﬂ'?"ﬁfng + 2% se

oge ¥ =-x * 2R ke I, kurse x, = gresin

= --ﬂrt.“:i'.!ﬂé + 2km, ke I
0 Ne kg rast kéndin e ngushié x| do ta caktojmé me ndihmén e kalkulatort ng kété
MENYTE:
= g fusim numrin % = [L625;
= e shrypim tastin @) ;
= & sfitypim tastin m
| MEse né displej skl opcioni DEG, aléheré ¢ filnimé vierén pér kindin né shkalls,
d.mth. x_ = 38, 6R218"
= Me aktivizimin e persérishiim i 2nd’ dhe “ kéndi éshié shndérmaar né shkallé
dhe minuta, dm.th, x, = 3890, pra &= g+ 3840 + 2kx=218%40 ose
x=-3540" +24xn
0 MNése ng disple] Eshté opcioni RAD, méherd kéndi Sshié shprehur né radian, d.m.th.
x, =0,675 rad, pra zgjidhja e barizimit 8shté x = x+ 0,675 + 2k ose
x =675+ 2kx, ke E.

%' Zgjidhe barazimin

a)dstnx = l=0; Bydsimx-3=0 clbsing+ T =10



Cdo barazim themelor tigonometril zgjidhet ré & npéplén ményré sikurse harazimi sine = a.
g do t& shehim oé detyréin gé vijon,

D iﬁ} Zgjidhe barazimin:

2
i) Cos -?3; b]i‘ﬂ.‘l’l’:vT; cloosy =0 ¢heasr=1,

i B gl e

Duher e divin

Vére zajidhifen: iy
3 PT i

a) COSX = e h _
f X

corx > 1 né kuadrantin [ dhe [V, d.mth. krahu i dyté i o |
kéndit éshté né kusdrantin | ose [V fig, 7, T e——— 2
Zejidhja né imervalin (0, 2x) éshtd x=x osex=27 i
- x. Zgiidhje x=2& - x mund t& shkrubet edhe né
kit formé x = -x.,
Zgiidhjn ¢ pérgjithshme fig 7

x=x +2kR ose r=-x +2kx, ke &
I T i

:ﬂ-ar:rm.sTS =30 = PR R Sl 2k% o8 = o +2kn, ke I
Funksioni cosx &hig ¢ift pér shkak 1€ asaj vetie sidhjet mund t'i shkruajmé edhe né
kEte formei:

:-4_-% +2kx, ke Z,

b} cogy = -
7"

codx < 0 né koadsantin 1T dhe [IL pra zgjidhja Eshté
r=x-x *WMT ose x=xtx +2w ke L

Am
.r=it-£+l£:.‘-'r"—+2hl.'aae
H 4 d_

s -
.1-=T+2k:l'.#!3.t'lg.3. J
o, Eh
Kosimesi prej cfarédo kéndi &shie ¢ barabarté me shshisén e ;
pikés nga vija rrathore trigonometrike, fig. 9. o-f.m, .f.{. AL
Prandaj, zgjidhia e barazimit: W ) O o
cosx =1 dshiéx =21 ke I Ji’
T Y. -
cosx =0 mléx=~2—rlzﬁ,keﬁ; b

fig. @

pois=-1 Bl xr=7+ 2T ke T . E



ﬁ' Zgjidhe barazimin:
al 2cosx + 1 =0, by 2cosx+ 3 =0 c)dcosx-2=0; ¢)doosc-T=0.

E- Zyjidhe barazimin:

aagr=-3 h}mxr=§: chtge =05 ) ergx = 0.
Vire zgfidhjen:
| Tangensi prej ¢farédo kéndi éshi# i barabartd me ordinatén ¢ m-}’.
pikiss nga ordinata ¢ hoshtit té tangensit, domethéng barazimi ,__Tm. |
tgr=a gshtd perkufizuar pér gdo ae R
Prej fgix + &) = fgx vijon se barazimi fgx = a né imervalin
(0 27) ka mpé zgpdhje, fig. 10,
a) fgx < 0 né kuadrantin 11 dhe [V, pra zgjidhjs e barazimit
tgr=-y3 &he x=T-x +&% ke I, korse fig. 10
x T ix
x_-mttg|q'.l"§1 =G50 - i,x-#-; +J:ﬂ'“?+.l'.l.
Prej sg(-x )= -tgr vijon sezgjidhja ¢ barazimit mund 1€ merret edhe kéndi o& kuadrantin
IV, dmth

r--§+ﬂ-‘. ke Z.

b} etgx =0 né kuadrantin [ dhe 101, pra zgjidhja ¢ barazimit efgx = g dshed
x=x +kS ke .

- 0% mm.x-%m ke Z.

3
Ii-m‘T ﬁ"

citex =0, x=kx, ke & ¢l ot =10, x=%+.h:, ke Z.



M‘ Zgjidhe barazimin:
shge- 1 =0; bhema+1=0 cegr=—/3; oligre-3=4

Letyra

© zegichi varsaimes

a)Zsinx= 2, b) 2sinx+1=0; ) dsimz+ 12 =0 ¢) Isinx-5=0,

Cakto bashkésing ¢ sgpdhjeve t8 barazmit:

a)2eose- 1 =0; b)6eosx+ 27 =0, ) 2eamx+5=0; ¢ Scom+2=10,
(3) 2gjidhi barazimer

A3igr+ V3 =0 W= 3; clmxt1=0; o 2gx+6=0.
@Eﬁﬂhih&lﬂmm:

w)dctgx + V3 =0 Wyegr- I <0, Qetge- 1=0; ) detgx =S,

Barazimi i formés asin(br + £} + d=0, a, b, c,de R me zéivéndbsimin

d
br+e=w dhe ':-m sillet né barazimin themelor wrigonometrik sim = m,

ﬁ» Zgjidhe barazimin E.rinﬁx-%}-l-ﬂ.
Vére zgffdiifen:
0 Dukee fnhz:&vﬂndhiminh-% = u, fitoymé

EIRN =

i
=,




sinu > 0, domethéné kéndi 4 Eshté ng kundrantin 1 ose né I, pra zgjidhja Eshié e

formés: w,o=x +2k% ose w, = X-5 +20M, ke E, figl

&£
i - ﬂcsin% = 3¢ = —  pra duke u kéthyver te z8véndésimi, migidhjet jané t& formiés:

[
x - T : 3
h-;-g*lﬁﬂm.}ﬁ-i=ﬂ—g+m#EE.
Druke 1 zgiidhur té dy barazimet sipas & kemi:
i % ¥ % 2k Ix = x b 2km,
x 2 - S
xT-E+3.h|: st 1-3*35:::. k€ &

;Z‘,b Zgjidhi barazimet:
a) 2eini2x + 100 - 3 =0 b) dsin(dx - 459 + JE =0
B Barnzimi 1 formiés acos(be + e} + @ =0 me événdésimin u = hx + ¢ dhe

d
m=a—, ¢ sjeflim né barazim themelot tigonometrik cosu = m,

E;":: Zgjidhe barazimin Efc}s[lr—%]'* BT =0

Véire zefidhien;
4"
Prej harazimit vijon cm[z] S ﬁ .
2 J 2
, x 3
Me fuitjen & zévEnddaivmnit u=1::——2", fitomdé t'a-m=-?. zojidhjet ¢ & cilit jand:
cosi =, domethén edhe kéndi & éshié né kuadrantin [ dke ___'*.'f'l____
L pesu=m-x +2UMosen=a+x +2km ke T fAg. 2. ' k
3 x R S
ru=ﬂw_£ =_3,[:F'= - "'I--a_ll' -"-'II-:E:||.
6 L—*="Tn [k
s W
u=z'%+nx=?+1ﬂmu=f—;+nmke Z.
Edthehami e 2Bvéndisimi, kemi: g
X x Ix an
N e g i . R
2x 5 = 2kx. ke L oselx zrﬁ-zkn;kEE.
Duke i zggidhur barazimet sipas & kemi
T {i O
lr-ﬁ'rzi'ikﬂmc 2% li+E+2.t'?t'
2r 5x
.:-T+.h:. ke Z x=?+km.¥EE.

| 108



Jﬁﬁ' Zgiidhi baruzimet:

al ms[S.r—%J =1 =1 hi lllmz-‘{#x+%] * Jﬁ =1}

C- Baruzimet e formés atg(bx + )+ d =0 osc aciglbr +c) + d =0, me futjen ¢

eivindezimit br+ o=y dhe --E- = m, isjellimné barazim themelor trigonometrik:
fgu = m osa ctgu = m.
E‘,P Zgjidhe barazimet: a) 3:,!.]{1:1—3-;;] +5=0: B ng[-:t;-—%] - 27 =0

Vilre xgyiah fen:
2
a) Me zévéndésimin 1= 2x + =« © fitojmé barazimin igw = -1, zgjidhja e s cilés sshei:

Efy
= AT, ke

Kethehemi te zévéndisim, kemi;
hIE—}E+-ﬁ ke Zod - lF: i
i X k& in.th. .r—M -l-E X ke T

g
b} Me zévindésimin a = 4x - i fitojme barazimin ctgu = 3 . zgjidhja e 1 eilit Sshe:

x
W= E + &I, ke &
Kithehemi te zEvEndEam, kems

e A
dre g =T thn ke Ldmih x= 5+ ok ke 2

[ﬁ} Zgjidhe barazimin:
x
.ﬂ}a.;g[j.j—%l+ﬂl'_=|]: b .HEE;HI:S_T'I'E]T ul'i = [}
Esheé ¢ dobishme t¢ dish Bashkisia ¢ rgjichjeve 18 nj# baraximi muond & shkrubet B
shumé menyra, vardssht valld a do 1 shiryiEzohet edhe kindi negatry,
Kété do ta tregojme nEpémmijet kitij shembulli: sinr = —% 2
Bashkésia e zgjidhjeve do té jeté:

NEEE o 5 =-30" 4360 &
Xy =—150° + 360" - k x, =210° +360° -k
2 & =3307 4360° -k 0 X, =330 +360° - k
X, ==150° 4 3610 -k x, =210° +360° - £, (ke 2).

]



Detyvra
Zgjidhi barazimet:
@ al sin(r - 10%) = sind(¥,

1
@ ) sinfx +15°) = =

(3) 025 - )= -1,
@nhmhm%: :

b]smlx=--2-.

@u}?sm— J3 =0 b) 3 cos(Ze+ 30°) =

@ﬂﬁg[h—;}-]-u;

@ 5 3+I?£m_t=2: bi :Iu'."l-cm.t=_l.
ginx

cosx
KT | L .rgx—3“

by cos( 30 = x) = sin 7O,

3

b) cosi(x + 2(F) = '-'E
b) cre{ 182 +x) = /3.

Mrl..l.'l

bl +3 etglp - 3x) = 1.

@® a -
Bigx+5  gr+l

% I0sinx+4 Ssinx+24
dginx+1

=},
2rinx+6

¢Q
e

BARAZIMET TRIGONOMETRIKE TE CILAT
. SILLEN Ni BARAZIME KATRORE

Kaftoha!

Fggrihja & barazimit katror ax’ + b +
¢ = i cakichet me formulEn

B =dar
2a

pik
Hq =

Zgjudhe barazimin
-x-1=1
Cili prej barazimeve £shié barazim katror
trigonometrik
agine + boosx® = (),
3gintx - dzine + 1 =0,
Ipint3e + 2sinx - 1 =07

Lo

;&' Barazimi i formds
al f ()Y +bf () +c=0. ku fix)

éshté ndonpé funksion trigonometrik, quhet
barazim katror trgonometrik.
Me zevind@simin flx) = y, sillet né barszim

katror:
2t bpte=I,

Zpjidhe barazimin
2sin'x - sinx - 1 =10
Viére zpfidhjen:
Barazitnin ¢ transformojmé né formen
2zinxy - siny - 1 =10, icili me zévindé-
simin FIRE =y, e merr formén

2= y= 1 =0, zgjidhjet ¢ & cilit jang
1

Wo=—

Y=g dbey,=1.



Kéthehemi te révéndésimi simy = y, i fitojmé barazimet:

X, =??I+2.hn ke X

5iRX =—% zgirndhja e 1 cilit Szhré: i
Xy ’-? + E.tﬂ'. ke E-.IH.‘

a
sire = | zgiidhjn e 18 cilit #shié: X, =5+ Ur ke d

12> Zgiichi barazimet trigonometrike:

a) 2sir’x - sinx = 0, b) cos’x + cowx = 0
chigly - 1=0; §) 2eog'r + cosx - 1 = 0.
Zgjidhe harazimin 1272y - 2egdy - 3= 8.
Viire agficflfen:

Me zéveéndesimin fg2x = v ¢ fitojmé barazimin katror 17 - 2y - 3 = R, zgjidhjet e & cili
¥i=-1 ose p, =3 dmth fg2x=-1, g2x=13
Zgjidhjet e barazimit jané;

x==- % +&T ose 2x=arcigd + kx

Ix kr
= +“E‘ e x=3548"+ikx ke E

Zgjidhi barazimet trigonometrike;

ﬂ]zﬂm:h+3¢{}32'x+]hﬂ: h}jm_'_?-ﬂgx‘lz
| i |E5:> Zyzjidhe barazimin trigonometrik  2ees x + 3=Teosx 2

2+cosx  24oosx
VEre zgfidifen:
Pasi 2 + cosx # 0 (pse™), vijon
dcoxx +2eos'c + 3 - Teosx =2 ose Jeos'r - 3cosx + 1 =0
M futjen e zévéndEsimit cosr =y, @ fitajmé barazimm 27 - 3p + 1 =0,

I—— ye cosx=2
W ees kel y; =1 B casx=1.
Barazimi cosx =2 Wuk ka zgjidhje. Pse?
Zgjidhja ¢ barazsmit cosy = [, &htd xr= 2w, ke I

Zajidhe barazimin trigonomerrik Lok - HIEX—2 =
e & sinx=2 sinx+2




QE;, Zojidhe barazimin rigonometrik deos’s + doosy + s’y = 0,
Viére rgficdhfen:
Duke zéveEndésear pér sin'ir =1 = cos’a, fitogmé
Jeor's +dcosx +1 =10
Duke zévEndésuar cosx = v, & fitojmé barazimin
I +dp+ =0,

== cofxm=]
zejidhjer & b8 cilit jang; | e I

3y - 3 Cos X =

Zgjidhjet e barazimit jané: x = 7+ kT, x =Id=a:rcm‘—%l + 2k ke E

Zgiidhe barazimin twrigonomenik Gsinly - sinx - deass + 1 =0,

Dervra
Zgyudbi barazymet
@ a) 2sin'y - 2 minx =0 by 2cos’x - cosx = 0.
(@) a) bsin'x - Tsinx +2 = 1; b 2cos'x - cose - | =0,
n}3!g:x+ =0 b} ctgr - cigix =
o i+ Aenar + ogsty-=0: b coss - Jsin's = 0.
@a]am&-fmﬁ-mﬂ=ﬂ; b} sin'x - 2oas?r - 3ginx +2 = 0.
() oy dsins + ag'x = 0; W) 3etgy + 2sinr =0,

Y]
- Kujtohu! ﬁ% Zgjidhe barazimin frigonome-
©  Barazimi prodhim trik
xz=1¥x-2)=0 shne(] - st +sinx) = 0.
cchié ekuivalent me disjunksionin e 3
it : Ve zgiial fen:
=il =0 [ Barazimi éshie ebuivalent me disjun-
1=0 -1 ksionin ¢ barazinecve:
o i siny =0 me | -xinyr =0 ose
x=2=0 wnu x=2 1+simx=0




a ¥
zgiudhjer jané x = k¥ osex = % + 2kE WA= + 2km. Zgjidhjet

i ' T
X = + 3k, o + 2%, mund t& shkruhet 51 x = 3 +kr ke Z,

%’ Zgidhe barazimin :.'mx[ - rm;_{;r ]EW[I -%J = 1.

i

Cakto bashkésing e zgjidhjeve i bararimeve:

) sty - siny = O b} sinidx + 2oger = 0
Vire zgjidhjen:
ap Ieinrcosx - sty = 0, sin(2eogx - 1) = 0, Prej kéu vijon
ginx =10; x=kx ke Z
I x Sx
rosK = 7 - + kR, J.'-EE,'-.'M‘.{=T+1||:JI. ke &

Eﬂf\;}' Zgjethi barazimes mgonometrike:
a) sinle = cigx;  b) sinlc = 2cosx,
E“" Zyirdhe barazimin tigonometrik cos2y = coxly - |
Vére zmjidhjen:
Duke ¢ zbatuar formulén cos2 @ = cos’er - sin‘a keml
CoR'x - 5inx = gorv - | ose simic = 1.

Prej kitu vijon se sl = 1| ose sinx = -1, pra
-
r=—+kw ke X

[ﬁb' Zgirdhi barazimet trgonometrike:
a) cos'x - sin2r = cos2r: b} cos2x + 3 coxx + 2 = 1),

[ﬁ’ Zgjidhe bargeaimin sinly = (gosy = siney,
Ve zgiidhfen:
| Lsinzcosxy = costy - Qsittrcosx + s

Asimecosy = L dmih 2sin2r=1, pra

1 x i I
: = — = — = —— '::
Sin2y 2.h1uar.x 3 + kX ose ¥ 13 + ki ke d

%"‘ Zgjidhe barazimin sin2x - iy = cosy,

i
@} Zgjidhe barzimin | - cosx = fg 7.




Vifre egiiadfem

- -
- sing

Pasi | - cosx = la'i'nzi , kemi: ..".sin:i = S
cos -

x X % x
dem=erorCIXiA T = RIHD =

I .
> 5 Sin 3 0, dmth. .!rirrz{.mx—tl 0.

x
Prej kétu vijon: :ini ={ ose simx-1=0

zgyidhjet @ 18 cilit jané: ¥ = 24X ose x = % + 2kx
[i8> Zgiidhe barazimin. (1 + sin2x)(1 - tg) = 1 - 1gx.

i |
Zgjidhe borazimin sin'x - cos'x = 2 1
Vire ggifahfem
I | |
{sim’x - cor’r)sim's + cos'x) = 5 o COEx - sinfy = "3 d.m.th, cosdx = "o

4 2
kurse #gjidhja Bshté £= - + kX ose x= 3 +kx, ke L

3
l@:b Zgjidhe barazimin zindx + sinx = (.
Vére zgjidhfer
e + o-

Duke i zhatuar formulat sinee + sinfl = l.n'n—z-E ' m:Tﬁ. barnzimi i dhingé
gshié | formés 2sin2xeost = 0, d.m.th.

gindx =0 5e cosx =0, kursa

s - I ik
sl G

> Zidni burazimer
a) sindx + sinZx + sime = 0, b} cosdx - cosds + cogx =00
Detyra
Zgndhi barazimet:

i 1
@a}giﬁx+mﬂx= E; b rgx - E.n'nl:-ﬂ.

@ cos2x + cosx(l + tgx) = sirfx(] + cigx).

cosdx + sinx = | + sixcosly.

2



@ rgx - simx + o3 sinx - tgx - 3 =0,
@ oasx + cofix = cosly + cosdy,

dein's + cosx = cogdr

=L s I

e S
ESNUSITT ¥ |

" e

A g o J ——_—
B F a [
1 =
- s = =
- E = —_— = -
—

Kaftobu!
Cilét jané elementet & ireksndsshn?
Per brinjét e trekéndéshit viejne:
b-d<a<h+e
Pér kéndet @ [ dhe ¥ ni trekéndesh
vien
o+ B+ y= 180
Kéndet ¢ pérballta te katérkéndgshi kor-
diak jané suplementar.
Cakto elementet ¢ trekéndéshit kénd-
drejté, nése hipotenuzn ¢ = 12 mm dhe
kéndi §=60r,

Virtetimit Do ("1 shgyriojmé 8 tre mundésite:

ME vitin 11 u njobe me zgjidhjen e trekén-
dishit kénddrejté. Tam do té njihemi me
zgjidhjen ¢ ¢farédo trekéndéshi, Pér aré
géllim duhet 1'i dijmé varésité ndérmjet
brinjéve dhe kindeve né trekéndézh. Njéra
prej tyre éshid kjo reoremeé ¢ shprehur kshiy

. AABC gsheé kéndngushté 2. AMBC &shté kénddrejt¥;, 3, AABC shiz kéndgjert.

Edhe ng i€ iri razted do (8 tregojmé se viejné barasité

L. g = 2Rxing, d.m.th, —_ﬂ—= 2R
sing -
=IR; 3.¢=2Rsinydmih ‘Sf_fﬂ" =28, R - mezin ¢ vijts methore £

b

sin 7
Jashtashkruiar

Do ta verietojmé barasing e paré
1" A4BC eshu kéndngushed (fig.1)

Rreth A4BC &shiE jashtashkruar vija rrethore me rmeze K.
Nétpér kulmin A ¢ térheqim diametrin 44, 1 vijés rethore 1

Jashtushkruar dhe A, e lidhim me 8.

AABA Eshté kénddrejié, <L ABA =90, dA4 B=TACB=1y,
{5i kénde periferike mbi harkun e njéjté rrethar),

Prej A4BA, kemi: % =siny, dmth. ¢ = 2Rsiny

2. b = 2Rsinf, d.m th




¢ AABC eshig kénddrejié fig. 2,
Jashtashkruajmé vije rrethore me reze B meth A4BC
kénddrejté.

| Hpoteruza ¢ kEj trekind®shi &shi ¢ barabarté me 2R,

dmth. ¢ =2R=12R - | = 2R5inA" = 2Rsin¥;

¥ A4BC Eshe kéndgjort fig. 3.

U Rreth AABC jashrashkruajmé vij'r.‘ methore me meze K.
Népér kulmin 4 e @rhegim diamemrin A4 . Katérkéndéshi
i fitwar A4 BC Exhtd kondiak,

4y dhe <A4F jané kinde & perballté nd
katérkéndéshin kordiak .Il.lilﬂ'f.", prit shurma @ tyne gshie
180°, dm.th. <[ A4 B= 180" -

B ]"rr_i trekéndéshit kinddrejie ABA vijon s

'IHE =sin(180° —¥)=siny , pérkatésisht ¢ = 2Rsiny.

Domethéne, vErewam se ¢ = 2Rsiny, pércfarddo trekEndEsh.,
MWE ményr 1 ngpashme virnetohen edhe barasin? fjera

Duke 1 pasur parasysh barasité ¢ sipkrme, kemi:

] b £
T R - 2

sing  sinf8 siny

e ok pegema W verterun.

Teorema e sinusit zhatohet gjaté zpjidhjes o detyrave (& hdhura pérs ¢farédo mekin-
ditshy, prej ku késo dy detyra & vijojné jané 18 réndésishrme:
1. Zgjidhja e trekéndéshit nése Eshié dheéng né brimgé dhe dy kénde.
2. Zgjidhja ¢ trekéndéshit nése jané dhéne dy brinjé dhe kéndi gf shirihet pérballé njénit prej

tyee

Pérveg kétyre dy detyrave themelore, ekristogne edbe detyra fjera te € cilat clemeniet ¢
dhra 8 trekéndésing jang nE mé Hoj relacions, pér shembull:

a, o b+e; o R b+e; b B oa-¢ R a+tb+e, e
Zgjidhe trekéndéshin (& dhéné me  a=F3, @=60r, §= 45,
Vire zgfidhfen:
! Kéndi y= 180° - (& + §) =75
b

o a
Preg teoremes #8 sanisit kemiz: ——= i jku fi= sim i,
] ’ singg  sin § ik stmax 4
=£sﬁn:ﬁ" ££ =1\||'§_
sin by g3 2
2



Brinjén ¢ ¢ caktojmé me zhatimin e teoremiés s8 sinusit pér 2 dyvti herd, d.m.ih

& i ;
—— = ———— C= SRy .
SA@ siny LIl Ta
= W2 5fn?5’=w§~£[ﬁa'§+|]. ol ﬁ{l-r-w.ﬁl
sim )" 3 4
2

Férgiife: Me dy kénde dhe nj brinié & dhéné. detyra withmons ka zgfidhje 1# vetme.

%3' Zgiidhe rekéndéshin ABC 12 dhénd me dy brinjé dbe kéndin perhallé njérit prej

fvre:
gya= 12, b=15 F=5921" bla=4,c=13, a=14"5"
bh=5c=3 y= 45,
Vére zgfidhfem
£ :
a) Pre g =—~—Ir_nﬁ vijon .5‘1'ﬂﬂf=£~ﬂ'n,&. sfnﬂ':%smjﬂ"}!l',

sinte =15 - 0,8602074 = [, 6882379,

Prej @ <b = @< ff, qf do t& thott & muind 18 jesd vetdm kénd i ngushté, pra detyra ka
njé zgjidhje té vetme, edhe pse barazimi sina = 0,6882379 ka dy zgjidhje: o dhe - o
Prandaj: =45 39'27"

Kéndi p= 180" - (e + @) 7= 1795960 - 102250°27%  y=17+0"33",
bla=d, =13, o= 14°15".
i h

; T 3
: . kemi Jirrr-——i.';mnr=l—-£m14°]5',
sindt sin 8 i 14

simy=325.0,2451532 =, 7999982 < |,
Prej ¢ a kemi ¥> @& qé do 1€ thott se ¥ mund i€ jeté kénd 1 gjers, pra detyra ka di
zgiidhje: ¥ 048 X- ¥
¥ = S3THE", g = 180°- ¢ = 12652 12"
Vierat pérkatése pér kindin ¢ tretd jané:
B = 180" - (@ + ), B = 180 - (x4 %)
B =z, B, = 352°48"
Brinjén & e caktojmé duke e zbatuar pérséri teoremen e sinusit, d.m th
¥ agin
mé b i
? sing " sin § it = sinee
_ 4. 5im] 12°37° 12" s 4 5in 38752 48"
a5t Y sinlatls
b o= 15; b, = 10,2,




Domethéng
b= 15 B =112797"12";, ¥ =53"1"48".
b, = 10.2; B, =3B°52"'48"; ¥ =116°51°12%,
* (F té bindemi se detyra ka dy zgjidhje, konstruktojmé trekéndésh ABC, me a = 4 cm,
r_c=|]1:md]ua='li* B . b
S hib=5c=3, y=45" Prj _.E:;?’ fitogmé  sin f = —smr

5.2

E siny = Ea‘iﬂ-ﬂ-ﬁ" =—— =],785113>1.
[ 3 32
Domethéng, sind > |, gf nuk #shig e mundshme, pra pérfundojmé se detyra nuk ka
zgjidhje.
" ) t hindemi se detyra nuk ka zgjidhje, konsmuktojmé trekéndésh ABC, me a =4 om,
c=13cm dhe o= 45

Deryra
@ Zgiidhe AABC nése:  a) b =12, =60, y= 1057
be=2415,5=45, a=607 gh=J5,e=23, =30
@ Zgiidhe AABC, 18 dhiné me njé brinjé dhe dy kénde:
aya=17, = 48°19", B=56"35"; by b =11, &= 779, y=5734";

che=T, o= 21947127, B=10727";  gla=2347, B=51"32", y="10P534".
@ Zgjidhe AABC, i dhéng me dy brinjé dhe njé kénd pérballé njérés prej tyre:

a)a =450, b= 530, o = 53°4%"; B b=29¢=2,1; f=98567;
cya=40.8; h=257, = 14°16"; gl b=16;c=4; y= 6l
(4) zgjidhe A4BC, nise
a) R=26, a=45, fi=60% MR=0b=43,0=2;
e} R=3JS2 ,a=6, y=60"; cIR=23,a=31,b=25
(8 zZgiidhe AABC, nise:
B R=8125a=13 k4 =12 b R=743,b=24,k = 12./3;

cgR=latb+te= 3+‘.'r§,ﬂ=6ﬂ“.
O Viérteto se vien pér ofarddo trekindésh abo = BRsine - sinfi - siny.

/_'jl Dy brinjé né njE rekéndésh géndroiné si 4 : L1, kurse kéndet £ pérballta si 1 - 3. Cakto
" kindet ¢ trekéndgshit.

@ Njehso syprinén ghe perimetrin paralelogramit me diagonalen o, = 23 dhe kéndin
a=61°55",



Cijané 1& zgridhurit e detyrave t8 ndryshme t¥ lidhura me ¢farédo trek@ndésh, pBrvec teorermss
5 sinusil shirvigzohet edhe kjo

Viértetimiz VErtetimin do ta béjmé pér barnsing e trett né kéto raste:
I AABC &shee kendngushie 2. A4BC Eshié kéndgjers; 3. A4BC éshed kinddrejts,
1" AABC éshtd kéndnpushté (fig. 1) C
W Me térbeqien e lartésise CC, trekindéshin ABC e T~
-

ndajing né dy trekéndésha kénddrejie: d{,‘IC dhe

CC.8. : \
I Me zhatimin ¢ tooremés sé Pitagores kemi: I,-"I “ i
&=k +(c-xP s )
l.': "l= -
K =b-x T B
B Shprehjen pér h* ¢ zEvéndisajimé te barasia « paré, fig.1
prat kemi
welof+(c-af=FP-2+-2x+25 dmth =5+ - 2ex.
W Prej AAC C kemi %: cosda, dmth x = hoari
| Bhprehjen pér x ¢ zévindésoyme te barasia ¢ = & + & - 2hx, ku fiojmé:
&= g*+ 5 - 2aboosa
QE duheshie t& vErtetohet.
i
> AABC éshi kindgjeré fig. 2, 3
I Me térhegjen ¢ lartésisE CC,  irekéndéshin ABC e AR
ndujmé né dy wekéndésha kinddrejte: AC,C dhe | ' @
CC B B 1ok i
© Me zhatimin e teoremés sé Pitagorés fitojme:
o= +(e+xF dhe A = B - 2, Prej kétu vijon 4'1_'::\'-
el P -
a=F-3++ dex + 2, dmith. R S B
& =F+ & +2er. fig 2




W Prej AACC, kemi %:ms(iﬁﬂ" —ge)=—coser, pra prej ki x = ~beos,

B Shprehjen pér ¥ e zévindésojmé ic barasia @ =& + ¢ + 2ex dhe fitojmé:
& = B+ ¢ - 2becosc
i duheshiz 18 véretohet
3 AARC Eeht- kénddrapte (o éshig kénd | drejed ) g, 2.
B AABC Eshee kénddreité, pea pir até vien teorema e Pitagors, dmth. &2 =a + 4.
B Pasi cos®0° =0, p&r ¢ mund t& shkraajme;
& =g+ - 2ab - cos0*
me gha teorema u vEriehia,
Tesrema ¢ kosinusit zbatehet niise:
1. dy bringé dhe kéndi § formuoar prej iyee:
2. joné dléné eé re brinjét

T'eoremi € kosinusit mund 18 zhatobet né zgjidhjen e trekEndidshit nése Eshté dhéng
ndongé relacion ndrmjet elementeve 8 trekéndgshie,

%} Zgjidhe AABC, ntse. a=8, b=T, y=2147",

Vire zgfidjen:
Brinjén ¢ ¢ caktojmé prej barasise
¢ =+ b = 2ab - cosy, dmith,
cmy B 472 =2.8-T cos21"47 =64 + 49-111.0,9285938

o= -..E.EJEE-I'H =3 15,

Pér njehsimin ¢ njérit prej kéndeve @ose §, gjithashtu, mund t§ zhatohet tearema
¢ kosinusit
B Preja® =8 + ¢ - Jbecostl, kem
Wac-a’ _49+9-64
2 2-7-3
Pasi (P << 1B0F, p&r @ kems;
&= arceos(-0, 1428571}, d.m.th, &= 98"12"48",
kurse 3= 180°= (@r+ }, kemi H=6070"12".
Férefne: Pér caktimin e njgrit prej kéndeve & ose [ mund 1€ zbatohet edhe teorema e simusit

=0 1428571

fOTd =

Zgjidhe wekéndeshir ASC, nese:
aja=17,e=122, f=56"35"; by b=16, c= 15, y= 10727,

(B> Zgjidhe trekéndeshin ABC, nése a=6,5= "¢ = 1L

=



Vére egfidhjen:

. Sy
Prej basagisé E‘IJ'-T{I=b o e . Mitagmi:
ma:w=ﬂ.ﬁmmﬁlﬂ. bourse gr = 2931 34"
2-7-11
e 121-4
cos =’ :_;_ -M+]32 Y SDRIBISL, dameh B= AU i

kendi ¥ do tf jet y= 1B0° - (ar+ ) dmth p=11522737"

@- Zgjidhe trekéndishin ABC, nése:
Ba=1T k=12 c=0 bra=23;0=1,7:c=15
[335 Wéreto se pér gfarédo trekendésh vieing barasité-
a = beosY+ coosfl. b = coosor + acosy, o = acosf + beose,
Vére sgfiditfen:
Sipas leoremes s& kosinesit kemi:
a= b+ - 2he - cos dhe F=a + - 2ac - cosf
Duke i mbledhut 1€ dy anét ¢ kéryre barazimeve fitoyme:
@+ =g+ B+ - 2efbeose + acosff)
prej ku o = beoscr + acosfl qF duheshie & véretohet,.
[y harasité tjera vertetoji vet
Defvra
@' Zgjidhe trekéndéshin ABC nise:;
@t + =3, 0=T7, y= |20, bya=8§, bc =60, a= 5337'50"

Pa e pérdor kalkulatorin njehso brinjét e panjofiuurs né trekéndésh, nése:
la+b=20,c=15 f=60 ble-a=30,b=33, y= 120,

@ Pa ¢ pérdor kalkulatorin, njehso kéndin o né trekéndéshin ABC, nése ndérmiet brinjéve
£¢ tij ekziston relaciond.

aa’ =&+ ¢ - bey bla=50+2- 6.7
(3) Pa e pardor mbelin, rjehso brinjén e panjohur % trekéndéshin ABC. nise:
aja=7b=5 a=28 bla=6c= 4::-1?-

Udhézim: a) Me ndihmén ¢ learemas sé sinusit do 8 fitoymé cos F = -E « kurse pastaj zbazoje

leiremen @ kosinusit,



Zgjidhe trekéndishin ABC, nése:
gla=27, =291 =26 bpbh=13c=150=T.

Eiahésim: Y azhdoje vijén & réndimit ¢ péc glatsing C,D =1, .

(8) Brinjét né trokendésh qéndrojne si 5 16 - 19, Sa dshié kéndi mé | madh?

B+e® o

() Veneto se pér vijén e séndimit n¢. ABC vien formula i

3 AR

Cakto syprinén & paralelogramit diagonalet ¢ té cilit jang ¢ dhe f kurse kiéndi
ndérmjot tyre
Vére zgfidhfen:
Prel S0 ™ Supoc = EAO - b vijon se
paralebogrami &shié ndard né katér rekiéndésha
té cilét kanit syprinn € barabarta. Prandaj syp-

rina ¢ paralelogramit Schié .

5;4_.&{}-Bﬂ-5m¢
2 4-5 "r %]
= =] L= _r £ | " iy lﬂlp
“Pasi ,q,{',l.—.-E_ H{}'E' peér sypringn firopme: _g=_1...l.._ , d.m.th.
2
' e fosing
§=—s—+
2

Paralelogrami ABCD éshté dhéng me brinjet a = 4, b=F dbe kitndin ndermjet
tyre & = 48°24". T njehsohen disgonzlet o, dhe d,.
Vére zgitdifen:
o Duke e zhatuar teoremen e kosmusit 18 AABC
dhe A4BD fitomeé
d] = +b' —lab-cosa
d? = + b = 2ab cos\180° —a)=

=g’ +b* +2ab- cosa

0 L




Duke ¢ zévéndésuar vierdn ¢ dhéng, fitojmi:
dy =& +8' ~2.4-8. cordf’24° =80 - 64.0,663926 = 37 51 d, = 6,12,
d =B0+4249=12249, d = 11,07,

NE gdo trapez, shuma e katroréve 16 diagonaleve &shté ¢ barsharté me shumén e
katroréve 1€ krahéve dhe prodhimit 2 dyfishid 1& bazave. Vérteto!
Vére zgficiyfen:
Néseme e dhe i shénojmé diagonalet e rapezit (fig.
3}, atkheré sipas teoremés s& kosinusit kemi-
&g+ 22 dae - coslh
P=a+d-2ad- cosa.

Duke | mbledhur angt pérkatése 1€ dy barasive 1¢ sipérme
fibaime: fig. 3
€T =2+ ¢ + o - 2alccosf + deosa),

Diske pasur parasysh se coosfl + deose = a - b (shile detyrén? nga misimi 22} fitojm:
erff=2r+ct+d -2ola-b) =20 + e+ oF - 257 + 2ab, dmih.
E+ [ mgt b s Db,

qé duheshte 18 véretohet.

B’;’} Trekéndéshi me brinje a=3, b=35 dhe kéndin = 120° pasqyrohet simetrikisht
né lidhje me brinjgn mé ¢ gjate. Cakto diagonalet e delltoidit té fituar.

:
Vere zgfidhfen:

& W . - "\1
Brinjén ¢ do ta fitajmé duke shiniSzaar teoremén ¢ kosemasii, % b d 5
d.m.ih, gl

E=3+5.2.3.5 cosl20° b i
S=0+325+30 . sind0e I.-'r
e=d0 o=T 8 /
!
Nése diagonalja tjeter @ delitidit 8shté o, aléhere H
ﬂﬁ-lfﬂ'_ﬂ":E ik d=2aﬂ-s.rn:-f_ 2:3-5-5in120F ) 3
2 C T
fig. 4
dinth, & = % ;



Detyra
@ Viareto s¢ pir brinjé dhe diagonalet ¢ paralelogramit vien:
&+ 1= 2a + F)
() Sinuser ehéndeve ni rekéndish géndroiné i 131 14: 15, Nijchso kiindet e rekindisht

[::!:J Mjehso diagonalet ¢ delltoidit me brinjé a = 70, b=80 dhe kéndi ndérmjet tyre
ip= 120,
fshté dhéing traperi me baza a = 49, b = 10 dhe kéndet prané hasds s¢ madhe
o =2237"12", [= 1415 Njehso krahés dhe syprinén ¢ trapezit.
Brinjét ¢ trekéndéshit jang a =11, b= 24 dhe ¢ =31. Njchso gjatgsiné ¢ simetrales
aé kéndit mé té madh 1@ mekindéshin.

@ Virteto se kéndi ndérmiet diagonaleve né drejtkéndish njehsohet sipas formulés

Zab
I =— h =<
g pe. ST [ a).

@ Me vijén mrethore & jané dhéné kordat AR =4 dhe AC =35, & cilw ndérmjet veti
farmainé kénd prej 60°. Njehso rrezen e vijés méthore.

Le té jend M dhe N meset e bringéve, 18 paralelogramit ABCLD me gialési a dhe b,
Véneto AN +DM =1,250a’ +#°).

@ VErieto se nése pér njé rekéndésh A BC vien:
a) i = b+ ¢ - be?, atbheré = 60F.
b) at = & + ¢? + be?, atEheré @ = 1207

(1) Prej njé pike 1 njei nisen dy bigiklista né dy kabe 1€ ndryshme. Njér [éviz me shpejtési
9 my's, kurse tietri me |5 m/s. Sa éshté largésia ndéemjet bigiklistave pas glysmé ore
pas tiisjes, nése kahet & tyre 1 lévizjes formojng kénd pre) 60r?

(R} Jané dhéné brinié ¢ wekindishit ABC: b= 3, =23, dhe kendi @= . Calco

kéndin ¥ 1# wrekitndéshit, pa kalkulator.
@ N rekéndéshin ABC jand dhéné o = 30°, §=45° dhe b=10+/2 . Cakto brinjén o
1# trekéndéshit, pa kalkulator.

N trekéndéshin ABC juné dhiéng: a = 30, f= 75" dhe a= V18 . Cakio brinjén mk
¥ madhe & trekéndézhic, pa kalkulator,

NE trekéndeéshin ABC jané dhéné: g= [P, y= 45 dhe b=3.1 Cakto brinjén mé 12
vogil 18 trekéndsshit.
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130
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135
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Té msuarit aksiomatik 1€ antmelikés ) ) )
sé numrave natyroré e mundésojng [:L\.;'" Npehso shumén e 100 numrave 12

aksiomat & Peanos. (Guisepe Peano, |B38- paré natyroré
1932), kurse ato jané:
I | &shté numér natyror. Viire agfidyen:

I1. Cdo numér natyror ka sakigsisht mjé 1+ 2+ 3 4.+ 98499 + 100;
pasardheés,
III. Dy numra t& ndryshém nuk mund té l+1_3=2-{l+2}

kené pasardhés tE npejed. 2

IV. 1 nuk éshté pasardhés i asnjé numri

natyror. T 3.(1+3)
V. N cdo nénbashkési M né vet bashke.  1P2TI=0=—5—

siné M gé e pérmban numrin 1 e pérmban
edhe pasardhésin ¢ gdo clementi (€ tij, i

4-(1+4)
pérmban té gjithé numraté natyroré, ’

1+2+3+4=10=

ViEren se shuma e katér numrave & paré natyroré éshif ¢ barabarté mie giysmeprodhimin
prej numrit t& mbledhEsave dhe shumés s& mbledhésit 12 paré dhe 1€ katéri

Pravo a vien e njéjts regullé pér shumén ¢ 10 numrave i pars naryrore.

Mund 18 perfundohet se giykimi vien edhe pér shumén o 104 numrave natyroré, d.m.th.
100 -(1+100)
———2 =
MEmyra e kitillé @ 1@ menduaril na gon deri te supozimi se pér ¢faréde numér natyror

rvlen: :
|+z+3+...+u=f.i';—“:'.

1#+2+3+... 498+ 90+ 100 = 5050,

Njehso shumén e 100 numrave natyrord tek.

Viire zgjidhjen:
1434547+ +199;

i+3=4=2% 143+5=0=3"; 143454+ 7=16=47;
Viéren se shuma 2 dy, tre ose katér numrave 1€ paré tek Eshité & barabart? me katrorin ¢
muemrit 16 mbledhdsve. Prandaj mund @ perfundobet se

143+ 5+ 7 +...+199=100° = 10000,
K supozim a vlen pér gfarédo aumés natyror #, dm.th.
14 3+5+ T+ 4 (2n—-1)=n"?
Perfundimet e nxjerra né 1€ dy detyrat jané vértetime gé viejng né pergiithési, edhe pse
saktésia e tyre mund 1 provobet pér ¢farédo numér i, Prova nik na garanton s givkimi vien
edhe pér numrin natyror pasasdhés n+1.



O 1€ vEnetohet se giviimi vien pér ofarédo numér natyrof, duhet 1€ béhet njé mémyr
logjike me 1 cilén do t# konstatohet se gjykimi i dhéné &shié | sakné pér ¢larédo numér
natyror. Ményra e cila mundEson vértetimin ¢ gjykimeve 18 kétilla quhet principi i
induksionit matematikor, qé bazohet né kée

Le € jete: p(n) ndomyé grykim saktEsia e 6 cilit varet prej nusieit Astyror o,

1. Nése p(1) éshed 1 sakte

2. Niése prej supozimil pér sakeesiné e givkimit pr(k ) vijon sakiésia edhe pér plk+1),

atéhere grykims p(n ) &shi i sakté pér cdo numér natyror i
Vértetimi i implikacionit p(k ) = p(k +1) &shté me réndési 1 vecanté. Pérkatsisht, pér
fi=1 tregohet s¢ givkimi p(l) éshté | sakié. Duke marré k=1, sipas implikacionit
plk)=p(k+1) vijon se prei p(1) == p(2), dmh. P(2) &shrd gjykim § sakid. Prej
ket kemi: p(2)= p(3), p(3)= p(4) e,
Cdo vértetim i nxjerré me principin ¢ induksionit matematikor perbéhet prej kityre tri fazave:

V. Prova se gyvkimi i dhéné Sshi& i sakté pér n=1,
L. Supozioi se giykimi Sshié i sakeé pérn=4k, ke M, i dli quhet supoeim induktiv.
3. Virtetimi se gyykimi éshié i sukié edhe pér numrin natysor pasardhis p=% 4.

-4 nlesl) 4

& Veneto se giyklimi 14243444+, +n= 3 €shié 1 sakié per cdo numdr

TRYTOT A
Vére virtetimin:
L. Provo a éshie i sakié gjvkimi pr n=1:

[-(1+]1
pll): 1= {2 }. domethéné gjvkimi éshié i saké,

2. Supozojmé se givkimi Bshté | sakté pér n =k, dm.th.

k- (E+1) EahiF i saked

pl): 142434 +k=
3. Duthet 18 vértetojme se gjvkimi éshté i sakof edhe pér n=k + 1, d.m.1h.
k1) {k+2

plh+1) 14243+ +k 4-{.i:4|-[:|=-{-—a--%._-\]I

Prej supozimit kemi

1 k 1
|+1+3+...+.l:+{k+|]=k—#;_}+{t+1}=t{ +]};2{k+ ]‘=|:ﬁ+|]§1'+ﬂ_
Prandaj, pasi pér a1 =1 givkimi p(1) éshié | sakeZ, kurse prej supogimit se pér n=i
Eshié | sakié giykimi p(& ), e verewojmé sakiésing e implikacionic plk)= plk+1),

=]



sipas principit 18 mduksionit matematiker vijon se givkimi Eshté | sakt@ pér ¢do numer

mabyTar o,

Vérteto se pir oo numBr natyror # EshiE | sakié: I+3+5+...+[2a—|]=n

L

5> Me induksionm masematikor viteio giykimin

i 1— B 2 == . Tne M
-2 23 aln+1) n+l
Vére vérrerfmin: ] : :
1.Pérn=1, p{l} s i saktd, pas I—'2“=m'—‘i
2. Supozojmé se pirn=4, plk): L 1y SR BT
s it i o BRI B i Y T B Y
i sakie
LDuhctlEmEﬂemeéil:pﬁrﬂ=k+h
plh+1) i 5 1 1 _k+l
Jz 23 l:l[.ir+|‘,| {kuj{mz} k+d
Prej supozimit kemi
1wl L, | : k !
| ——pm—t_ ..+ - |+ = ki S —
|12 2.3 k{k+l}J (k+1)(k+2) b+l (k+1)(k+2)
E(k+2)+1  Beaesl _ (R+1) kel

{k +1)(k +2) Ur+|j|{k . ’*] (k+1)[k + 2} k+2

Shpeshheré né disa shkenca natyrore me shumé prova i€ fundme 1& béra ose dukuri dhe
vishtrime 1& kryera i disa dukurive nxireet pérfundimi i pérgiithshém ose konstatohet higi 1
pérgiithshém,

induksioni i atillé quhet induksion emparik jo i ploté. Mxperrja e piirfundimit me indu-
ksionin empirik éshié né bazé 18 18 dhiave jo o plots, i bashkésive jo & plota nga shembugt
¢ virejur dhe mund t& ndodh dukurité ose shembujt ge nuk jané shgyrivar 18 mos pajtohen
me ligjet & konstaruara Induksioni empirik matematiker mund té spellE deri né pérfundmme jo
bé sakra
Letéjeré p(r)=n—70n+1601, A eshié p(n) dshié numé i hjeshie?

Viére zgiidhien:
Me prove konsimlome se

pli)=1"-79-1+1601 = 1523
p(2)=2" =79 2+1601 = 1447,

p(3)=3 -79 3+1601=1373 ayj.

p(4), pl5). ... p(79) jané numra t& theshiz,



7 Me induksionin empirik mund 2 pérfundohet se gjvkimi p[n:] Eshil § sakid pér ¢do
mumér natyror. Megjithaté pér n =80, p(80)=80"—79 80+ 1601 = 1681, kurse ky
numer fxhid i pérbind, pasi 168] plotépjeséioher me 1. Domethéné, mykmi nuk Shtd i
sakté pér pdo numér natyror,
Givkimi 2+ 4+6+8+...+ 2n=n" +n+] & sshad | sakié pér gdo numer natyror
n?t
! Principi i induksionit matematikor bazohet né kéts:
Mﬂﬁcpﬁ#m#ﬁ MANTIEAYE maEyTore ¥len:.
le M dhenese na M -t{-!ﬂnl}! M. pérgdo ne M, atéheré M =N, aksioma e

pestée Peanos v
Detyra
Duke ¢ zhatuar induksionin matematikor vErtetogi ko grvkime:
) 144 T+..-+[3n-2]=M.
n{in+1)

@ 2+5+8+. .+ (3In-1)=

= n{H+I}{2n+I}

:J1+1+3+ W :

() 1242343 4+, 4n(n+1)=

-

nl[ﬂ+1}{.rr+2}
—3 .

@ |+I+I!+IJ+..-+TI=I‘_1'
i I [
8) 13 35 Y57 T @) (2atl) 2nel

sl o
_ sin xEn_x
{\I:I SinX+5in2r+sindr+. . +sinar= R
Hll'lﬂ

sin 2y

@} cosx+cosdrscosle s +eos(In—1)r=—
: 2sinx
{i:} Veérteto se pér ¢faréde numér natyror

a) 7"+ 3n—1 ploipjeséiohet 9;

by 27— Tn < 41 platépjesstohet me 49;
¢} 37 _8n -9 plotpjesétohet me 64,




@I Le 18 jeté dhéné njé bashkési e fundme A, ={a,.4,.9,,...., }, clementet ¢ 1€ cilés
~ mured t# jend persona, sende, bimé, numra, shenja, ngjarje etj Prej bashkésiss g8 dhé-

né t& fundme mund 0 mEnyra t& ndryshme 12 formoben bashkési of ndryshme 1& radhitura. Te
disa prej atyre bashkésive disa elemente mund té pérsériten, d.m.th. t& paragiten shumée heré,

Kombinatoriks | studion permutacionet, variacsmet dhe kombinacionet ¢ bashkésive
té fundme, pEr & cilat vien ky

Pér shermbull, nxéngsit né klasén iénde, o shkolién tinde, né Republikén & Magedoniss jané
bashkési ¢ fundme. Bashkésia =-{fo _1={]} #shiE bashkési & fundme.,

E@r Eshté dhéné bashicesia A = {a,, a,, 4, }. Shkrusje ¢do radhitje 1 mundshme &
boshkésise sé dhéng,
Vidre agfidhfen:
© Mjéra nge radhitjet ¢ kityre elementeve &shié @, @, a, quhet permoracion fifestar.

' Permutacion i ri #shté @, @, @, 1 fitvar me ghvendosien e dy elementeve 6 fundit
i, dhe a,.
“ Permutacioni gé vijon &heé a, a, a,, i fitnar me ghvendosjen ¢ elementit 18 parE dhe
té dyt€ @ dhe a, né permutacionin fillestar efj.
Zgjidhjen shpeshhert ¢ paragesim né kétE ményré:

@ @, 4, @ a, & LSl AL
a, a, a 4, a, a LA

Tre clements t& bashkésist 52 dhéng mund i radhiten né & ményra 1€ ndryshme
(6=1-2-3).



Cdo radhitje & elernenteve prej njé bashkésie t& fundme o8 €& cilén asnjé element nuk
pérséritct ssheé permaiacion pa pérséritfe

Dy permutacione jané 1 ndryshme nése jané elementet me radhitje & ndryshme prej
bashkeésizd 58 njejie.
Eshté dhénd bashkésia A = {1.2,3,4}. Shkruaji t€ gjithé numrat katérshifroré me
shifra té ndryshme, shifrat ¢ 1 cilave jané elementet ¢ bashkésisé s& dhéné.
Vire zgifdifen:
" Numrat ¢ kérkuar jané permutacionet ¢ elementeve & bashkésss s& dhéns.
Permutacioni filestar shpeshhers éshié radhitja ¢ dhénd e elementeve, nése ndryshe nuk
Eshulf theksuar. Prandasj kemi:

]

1234 1 31124
1243 3142
1324 3214
1342 1241
1423 '3%j%
1432 2431 3421

Vire ményrén ¢ formimat 1€ permuatcioneve;
M shiyllén e paré shifra | &shté né vendin ¢ paré, kurse shifrat tjera 1e numri fitohen me
permutimin ¢ shifrave 2, 3 dhe 4.
Shtylla e dytd &shité fituar ashiu g shifra I vjen né vendin e paré kurse shifrat tiera fitohen
me perumtimin ¢ shifrave 1, 3 dhe 4 etj.
M« shifrat ¢ dhéna mund & shkruben gjithsej 24 numra katérshifroré me shifra t& ndryshme
(24=1-2-3:4)
[5'/_;3' Sanumra & ndryshém # - shifrord mund € shkruben me n shifrs 8 ndryshme e 6 cilés
asnjE shifer t8 mos pérséritet?
Vidre zgfichfes:
Bhifra ¢ paré mund t£ zgjedh & ményra tf ndryshme.
Shifra e dytd mund 1€ zgjedh n —1 ményra, njé shifér mé pak.
Domething, dy shifrat e para mund 12 zgjedhin n-{n—1) ményra.
Pér vendin e treté mund té zggedhm & — 2 shafa (dy shifra tani mé jané marré ), Diomethéns,
tre shifral ¢ para te numn mund & zgjedhin A{n—1){n -2} ményra
Duke e vaghduar ményrén, pér vendin e fundit te mamri do t8 ngel vetém njé shific.



Prandaj, prej & shifrave i ndryshme mond 8 shkruben

e n{p—1}{p—20n~3) 3-2-1 numrs,
Prodhimi i s numeave i paré natyrocé qubet . em - faktoriel” dhe shinohet me
nl, dmth 123 (n=-2}(n—1)n=nl
=1 21=1-2=2 3=1.2.3=6; 4!=1.2.3-4=24 cij. kurse 0! sipas pérkufizimit
#shté i barabantd me 1, dmh 01 = 1, L)

Vertetimi: Teoremién do ta vérdeloymé duke zbatuar induksionin matematikor,
Pér o= | giykimi &shid i gané
TE supozajmé se. pie o = & givkimi 8shié 1 sakié, d.m th. nése njd bashkési ka k alemense,
atéheré prej tyre fitohen & permutacsome.
Le té jeté m =k + |, pérkatésisht bashksia ka & + | clemente. Prej késaj bashkésie mund 18
formehen & + 1 néinbashkesi, ashiu g gdo nénbashkesi ka nga & elemente. Sipas supozimit
imduktiv prej elementeve 1 gdo nénbashkésie mund 12 fitohen k! permutacione, dm.th,
PR=k-(k=-1y-(k=-2)-..-3: 2. 1=H
Numri i pérgjithshém i permutacioneve prej & + | elemente gshié e barabarte me:
P+ D= (k+ 1) PR =k + 1) -k (k1) (k=2) ..o 3.2 1 =(k+1)
Sipas prmeipit 12 induksionit matematikor gyykimi éshi€ 1 sakt€ pér gdo numér natyroré n.
Prej tearemés vijon se P(n)=n P{n~1). Domethéné nése bashkésia ka n elemente
atéhend oumr i permulscioneve 8 cilét fillojné me clement 1@ njigté éshie | barabarid me
numrin & penmutacioneve prej elementeve g8 kand ngelur, dmah. P(n=1)=(n=1)!.
E:} Ba numra peséshifrord mund 2 formohen prej shifrave 0, 3,4, 31 67 Sa prej ryre:

a} fillognd me 43 dhe cilét jané ato; bifillajné me 5, por nuk mbarcsing me &;
&) jandé tek; ¢ nuk fillojné dhe nuk mbarojred me shifrén cift?

Vére zgfidhjen:
Cdo numer peséshifroré me shifra 12 ndryshme 8shté permutacion pa pérsérite 18
shifrave 18 dhéna. sipas tearemis, jaie
P(5)=51=5-4-3.2.1=120,
Te atel 20 numra jané edbe numrat; 03456, 01465, 03645 etf. 18 cilét nuk jané pesé-.
shifroré. Aro mumra jand i formés 03456 ). Shenimi ﬂ{ﬂ#ﬁﬁ} paraget se numrat e kérkuar
fitohen duke i permutuar shifeat 3, 4, 5 dhe &, Numn 1 tyre éshié

Pl4)=4!=24,



Gjithse; numra peséshifroré g mund 2 shkruhen me shifrat 0, 3, 4, 5 dhe 6 jané
P(5)=P(4)=5!-a1=9§,

) Numrat peséshifrore of fillojné me 43 © b) Numrat g fillojng me 5 jané i formis
jank 1€ formés 43(056), por jand 5{0346), porgE mbarajné me 6 jans i@ for-
P(3)=31=6. méés {034 }6. Numra té atillé ka gjithse]
Aro jané: 43056 3056 3056
43056 43056 43056 P(4)-P{3)=41-31=18.

) Numrat tek jané 1€ formés (0346)5 ose (0456)3, prej i@ ciléve 0(346)5 dhe

0(456)3 nok jané peséshifroré. Té giithé numrat tek jané
2-P(4)-2-P(3)=2.4!'-2-31=136.

%) Ate jané numeat shiftat ¢ fundit 1€ 12 ciléve jané ek, dm.th, @ formés 3(046)5 ose

5((M6)3, kurse giithse) jané
2:P(3)=2-31=12,

[:i;'.s E:shté dhené bashkésm A={4.6,7,8}.

a} 5a numra katérshifrord me shifra & ndryshme mund t8 formoben prej elementeve 1&

bashkésisd sf dhEni?

b} 5a prej numrove t& formuar jand gift, kurse sa tek? Shkruaji ato numra.

E [_;:.:—" Shkruaji t2 gjitha permutacionet prej elermenteve a, &, @ dhe b,

Viére zpjidiyfen:
Vére, elementi a pérséritet 3 heré, Cdo radhitjc e styre clementeve quhet permofacion
e pérséritfe

Nése tf githa elementet jang (& ndryshme, do @ keté P{4)=41= 24 permutacione.
ME kg rast § kemi ko permutacione: aoab, oabe, abaa, baoa.

Me bashkesing e dhéné ka njé grup prej 3 elementeve (2 barabart®, pra 3! = 6 permutacione
prej atyre clementeve né realitet Shig njé permatacion.

Nurmri i permtacioneve me pérsértje shté ag herd mé § vogél prej numrit 18 pérgjithshém

8 permutacioneve, so Sshié numri i permutacioneve 1 elementeve qf pérsériten, d.m.ih
|
24 6= 4, prandaj shkruajmé: F:‘{d-]:rg-;ll:-ﬂ!-.
Mbaj mend! '
Nmn lmmmvcmp&mujumndmnpmjlﬁmﬂw:ﬂldm
pérsérinet k heré (k < 1) n_.mmmﬁumulh
Fin =



[@:- Sa permutacione mund t§ formoben prej Gakis RAMAZAN nga shkronjat e 17

Eﬁﬂ 5a permustacions mund té formohen prej shkronjave t8 fjalés MATEMATIKA?

Viére zgjidhyen:

£ Fjala MATEMATIEKA pérmban |0 shkronja, pea nomri permutacioneve Eshié

P10)=101.

& Shkronja A pérséritet 3 herd, P(3)=3!=6.

Ui Shkronja M pérstritet 2 hers, P(2)=21=

¥ Shkronja T pérséritet 2 heré P{2)=21=
Mumri & & gjitha permutacioneve eshté 6. 2. 2 = 24 me § voedl sc numri i
pérgjithshém 1 permutacioneve, pea shlomajmé

1]
Fiaa I[lﬂ_]:

151:HM).
3.21.21

Mibj mend!

Hﬂui!pu‘muu:huwemp&miij:pnj n clemente ndérmjet 1& ciléve ka shumé
grupeprejmga b, K, . L K tlnlm:ilmhnjﬂmnllﬁmufmﬂﬁu

i (n)= "M'r_ btk +. .+, =n map,

E’!\I}' Sa numra shtat@shifroré mund t& shkruhen prej shifrave 1, 2 dhe 3, ashiu g€ te ¢do
numér 1€ keté 2 treshe, 3 dyshe dhe 2 njéshe?
Detyra
(1) Mjehso vierén e shprehjes:
1021 61=3

HBI+9E  BIIO-1E o= :
Y00 Y 120

1 1 ]
P i
n! {n-l-I]r }{.t—l}l k!

“:} Thieshto thyesén: a) {m 31‘ L

! (n=2)
'f::} Zinidhe barazimin
a) Px)=2d4x; b) Plx+1)-8-P(x-1)=8-P(x): ¢ P(x):P{x-2)=90.
q:i:j Shkruaji 18 gjitha permutacionet prej shkronjave 18 emrit NORA. Cili shié me radhe
permutacioni RON A, nése permutaciont fillestar éshite
a) permatacioni i dhéngé;
b radhitja leksikografike (sipas alfabetith e shkronjave?

[

(2 j Thieshta shprehjen: a) —




INE sa misiyra mund t radhiten § libra & njé bangé, ndse njée libér gjithmong dubiet
jeRE nié mes?
Sa permutacione prej elementeve 1.2,3,4.5.6,7.8 fillojng me:
a) S b 123, <) 36427
WE sa mémyme & persona mund € wlen né njé tryezé B rumbul lakeg?

(&) Né sa ményra 6 persona mund 1 ulen né njé tryezé 1 rrumbullakié, nése dy persons
preg tyre duan 18 ulen githmong njér prang tetrit?
Cakto numrin @ & gjitha permutscioneve té ndryshme prej shifrave 11,1,2,2,2.

Sa numra shiatéshifroré & ndryshém mund 8 formehen preg shifrave 0,0,0,0,1,2,37

Sa permutacione prej clementeve a, o, @, @, a, b, & b, ¢ fillojné me:
aja;  BlIh che?
54 permutacione prej elementeve 1,2, 2 2. 3 3. 3 3 4.4 4 fillojnE me:
w)22; W33 ) 12347

+

Eshtd dhéné bashkésia
A={12.3.4}.
Shkruaji 18 gjitheé nusmrat
o Cka Eshté nénbashkési ¢ bashkésisé s&  a)dyshifroré
dh&né? b) treshifroré me shifra 1 ndryshme g€ jané
o Shkruaji té gyitha nénbashkésité ¢ elemente i bashkésisE s& dhiEné.
bashkgsisé A ={1.23}.

@ Prej shifrave |, 2 dhe 3 shioruaji i gjitha
numrat dyshifrore me shifra i ndryshme.

Viére ményrén ¢ formimit 1€ numrave:

Prej 1,2, 3, 4 kemi:

' by (E2E 213 312 482
124 214 314 413
:li'raﬂi g3k -32] 421
132 234 424 _--tia

L 1 % 2 241 34 1 -4"3 1

T gjithé numrat dyshifroré jané permuta- F4Y 34T 340 42

cionet ¢ elementeve € nénbashkésive

{1.2}.{1.3}.{1.4}.{2,3}.{2.4}.{3. 4} nga bashicesia = dhéng.

0 Mumrat treshifrord jand permutacionet ¢ elementeve 8 nénbashkEsive

1L23541.2.4).1.34) dhe {23.4]



ﬂh‘mmkt " wmmtﬁmu (k5 n), méhesé varia-
cioni shié prej 0 elemente 1é klasés k.

# NE bashkésing ¢ dhing 1& detyrés, munrat dyshifroré jang variscione pa plrsérite 1€ klasés

& dyté, kurse numrat treshifrord jang varacions pa perséritic t& klasés s8 treté.

& Shkruagi t8 _g|||t|1n variacionel prej elementeve @, b, o 18 klasEs:
ajparé; B! ht:n
® Cka paragesin 'l-'unaclnm:i ¢ kbasEs katfrt 18 bashkisisé s& dheEns?
0 Dv variacione i I:Ia::Ep: &€ naEglé jang tf ndryshme nése ndryshoin® ose sipas radhés sé
clementeve, ose sipas elementeve

] Numri i variacioneve prej 1 elemente té klasés &, pa pérséritie shénohet me V!

B

muwépﬁmm V) =12=4-3de ¥V, =2 =4.1-2,
Te detyra & dyte sigurisht fitove: V) = ddhe V' =1 =4.3.2.1,

=

VEren g fumr i permutacioneve pa perseritje shid 1 barabart me prodhimin e ag numrave
& myépasnjéshm, aq sa dshié klasa & vaniocioneve, kurse shumézuesi mé | madh (i paré)
#shié i barabart® me # ehenenten @ bashkesise

Pér shembull F33=1Q-T-5 \ PV =10-9-8-7, ose ndl prgjithési pér numrin
1 3

¢ variacioneve pa pérséritje 8 klasés & pér - slemente vien kjo:

Véretimin do ta nxjerrim me induksionin matematikor
W Gjykimi per n=1 &h2 i sakss, pasi V' =]
S Pan=i; 1=k Ei,ﬁmiacmﬁmﬁﬂn&iﬁ?ﬁhim.th.
VE=i(i=1)-(i=2)(i-(k~1)),
1 cili qubiet supozim induktiv,
W Letéjeté n=i+1 dhe letéjete 1€k<i+].
Ivese prej mjt bashkésie g pirmban § + 1 elemente i lejmé , me radhe®’ nj@ element do té
fitohen” L+ | nénbashkési q& pérmbajng nga 7 elemente. Numri | vasiacloneve 18 klasés k



prej elementeve 12 gdonjénds 1€ atyre nénbashkésive, sipas supozimil induktiv, 8shté & barabarts

me:
Vi=i(i=1)(i-2)-(i-(k-1)).
Nése gdanjérés prej kényre variacioneve né vendin e paré ia shiojmé elementin ¢ 1éné, stihers
do té fitojmé vardacions & klasés &+ |, Mumri i pergiithshém i varackmeve prej §+ 1
clemente tf klasés & + [ &shid | barabartd me:
Vi =U+1-V0 =l )i =10 G=2)--- (i e+ 1))

Sipas principit 8 mduksionit matematikor givkimi Eshié i sakté pér gdo numér nalyror # me
té cilin teorema Eshté virtetua,

Numri i variacioneve t€ klasés n & i elementeve &shi

Vo=n{n—1){n-2)(n=3)-3:2.1=n!,
d.m th. &shié | basabarté me numrin e permutacioneve prej 7 elemente

i:@_br Mé np kishill peej 11 anéiaré dubet i zgjedhet kryesi prej 3 andtaré. Né sa ményra
rmuend 1t zgjedhet ajo kryesi, nése ¢do andtar 1 kEshilliet mund 18 jet# | zgjedhur?

Vére zziidfijen:
Zygjedhja e kryesisé #zhié treshe ¢ radhitur, d,m.th, variscion i klases tretd prej 11 elemente.
Prandaj, ¥} =11.10-9=990,
Formula V' =n{n=1)(n—2} (n=(k +1)) mund 15 shirahet n& jetér formé.
Nese formulén e dhéng ¢ shumézojmé dhe ¢ pjesérojmé me numrat natvrors
(m—k}(n—k=1)(n —k—2).....2.1 do 1 fiojmé:

i u{n:—l]l:ﬂ-l]u-[ﬂ—l’—l]-{n-i‘}{n—k—l]---E-I iy

y (a=k){n—k-1)-2.1 {n—t)

S4 fjalé ¥ ndryshme prej 5 shkronjave ¢ ndryshme mund 1 formojné shkronjar e
alfabetit t& gjuhs shgipe, pa marré parasysh até se disa falé nuk kané kurfaré
domethénie?

Vére zgiidhjen:
Fjalét & kerkkuara prej klasés 5 nga 36 elemente, d.m th,

o 36! 36.35.34.33.32.31
4o - = 45239040 .
(36 -5 31!
E}» Sa numra katérshifrors, me shifra 18 ndryshme mund té formohen prej shifrave 0, 1.2,
3, 4,5 6,7, 8 dhe 97

Kufroha!
(ka Eshté prodhimi | Dekantit pér dy bashkisi?
AxB= {Ii:, ¥)re Aaye B}. {a.b}x{a, b}= {[‘I ﬂ].{aj],{b, a).(b, b}}

¥




@3} Shikruaji 1€ glitha numerat dyshifroré me shifrat 1, 2 dhe 3.

Viére agfidbjen:
Shkrusji elementet @ prodhimit 18 Dekartit {1,2, 3} {.2.3}

f1.2.3}={1,2.3} =_{{I. (520 (L3 (2002.20,(2.3).(31).(3.2).(3.3)}

MNumrat & kirkuar jand: Te disa prej numrave shifrat pErsériten, ato
]| ; 21 32| jand variacione me persérifje t klasés dyt
= §§ ; 3 prej tre elemente, kurse shénohen me

Giithsej jané 9 (9=3-3=3"), =1
— } F!l = 31'
Miwf rvead!

Cido element prej prodhimit 1€ Dekartit Ax A quhet variacion me pérséritic 1€ klasés
dyté, prej aq elemente, sa elemente ka bashkesia ..

[b- Shkrunji 1# gjitha numeat treshifrord prej shifrave 1. 2 dhe 3.

Vére zgtidhfen:
Shkruaje prodhimin ¢ Dekartit 4% Ax A. Pasi prodhimi § Dekastit

AxA kemi, prodhimi Ax AxA={AxA)=A=({AxA)x{,23}=
={(LL1),(LL2),(1L03). (121 )(L2.2).(L 2,3).. . .(3.3.1).(3.3.2 ).(3,3.3)}
VEre ményrén e formimitté AX AKX A:

Cdo elementi prej Ax A 1 shogérohet element prej bashkesisé {1.2.3}

Murmral @ kérkuar jané!
TI0 121 131 2011 ... 331  Kétonumm pasaqesin variacions me
l"’i lli, 131 2 i-_?:: 352 pérséritie té klasés 3 me 3 aleevente.
133 123 £33 213 333
Gijithss) ka 27 namra meshifroré, d.m th. Vi=? =27
Shkruaji 1& gjitha numrat treshifrorE me shifrat | dhe 2.

Mbaj mend!
Le t& jeté dhéné bashkésia A={n,.a;.a,...,a,} Cdo element prej prodhimit té
Dekartit AxAX A A (bashiésia A si faktor Ssheé marré k heré) quhet varisefon
me pérséritfe prej klasés & nga  n clemente. Mumei § varacioneve me pérsérie
shenohet me ﬂ4mm-ihunhnﬂm=

_*

ll"rt =ﬂ'-



[82> 30 shikronja t2 Morzeut nvund 1 formoben prej shenjsve themelore - "' dhe ,,— *",
rése njé shkronjé shkrubet mé sé shumti me 4 shenja themelore?
Viire zgfidhjen:
Me njé shenjé themelore mund 1 shiruhen Vs =2 shsonja,
Me dy shenja le t¢ shkruhen 'I-_"f =2 =4 shkronja.
Me tri shengja Vi=2' =g shkronga,
Me katér shenja shkruben V3 = 2* =16 shkronja
Mumn i pérgjithshém i shkronjave 1 shkruara Sshié:
Vi+¥a+V24Fa=10,
[ S numra treshifrort formajné shifat 3, 4, 3, 6 dhe 77
Detyra
(1) Shkruaji t gjitha variacionet pa pérséritie t& klass, pasé, dyte, troté prej elemenieve
a, b, ¢ dhe o,

@ Michso: @) V2: b) WE:WD,
(3) Zgiidhi barazimer: o) V2 =380; B} 9.V =5.7",

IZEEJ Sa signale t& ndryshme mund 18 dérgohen me § flamuj 1 ndryshém nése pérdoren: nga
njé, niza dy, nga tre, nga katér famuj s& bashku?

() Sanumea pesishifrors mund té formohen prej shifrave 0, 1, 3,5, 7 dhe 9 ku asnjé shifér
nuk pérséritet?

5a numra peséshifror mund 12 formohen prej shifrave 0, 1, 3, 5, 7 dhe 9 ku shifra
nuk giendet né vendm ¢ parE as nk vendin e fundit dhe asnj& shifér 18 mos pérséritet?

@ Sa nurmnra pesshifrorg me shifra t8 ndryshme mund 68 formohen prej dhjets shifrave (),
1,2,3,4,5 6,7, 8, 97 Sa ka ndérmjet tyre qé;
a) fillojné me 5;
b} mbarojnd me3;
o} fillojng me shifrén 1, kurse mbarojisé me shifrén 47

(&) Ne njé stacion hekurudbor jepen signale me ndibmén ¢ § semaforéve, Sa signale &
ndryshme mund 1€ jepen nése shigjetat e ¢do semafori mund t& marrin 3 ozt b
ndryshme?

(8) Me ndibmén e shifrave 4 dhe § shkruaji t gjithé nurmrat:
a} dyshifroré;
b) treshifrore;
¢) ktérshifroré,



@ M tiketén pér prognozén sportive gienden 13 ndeshje, N& sa ményra 1€ ndryshme duhet
té plotésohen tiketst gf 1€ fitohen 13 1@ gélluara, nése:
ap nuk dihet me sigur ssngé rezultat;
k) nuk dihen rezubtatet ¢ 5 ndeshjeve:
¢} diket ¢ T ndeshje nuk mbarojné bornz?

(11) NE sa meEnyra mund & notohet njé mxéngs né fund tf vitit shiollor né 10 léndé nése:
= ) né 1 grtha [Sndér mund & fiton noté prej 1 deri né 5;
b né dy lénde nuk mund 12 fiton notd mé 18 madhe se 3, kurse né i1 1Endé noté me 1é
vopi] se 47

<i}‘ e o

Kombinachoni Bshid fulg latine kurse do

B thotd: || == Fshié dhéné bashkésia
@ radhitja e punéve né ményra 1€ ndryshme; A : ; I

A={a a,a,a}

J

@ kombinimi i punéve 18 ndryshme g 2 fifohet

\irEsin: Caktoji 18 gjitha nénbashkésng &
® menyra et luajturit ose 1 punuarit bashkésisé s& dhéné gé kané nga 3
. elements,
Vire zgjidhjen:

Rendi i t8 shkruant ¢ elementeve né bashkésing ¢ dhénd muk #shté i réndésish#m pra,
nénbashkésité e kérkuara jané: {a a0 a b {a,a,a,}, [a,8,4,} dhe {a.0.4,]
K&to bashkési paraqesin kombinacione o klasés tretd prej 4 elemente..

Mibaj mend!
Cuo nénbashkés prej & elemente prej ndonjé bashkésic me # elemente (k<)
quhet kombinacion pa pérséritie :ﬂﬂnﬂu!:prql n elemente.

[i;;:» Shikruaji 1% giitha kombinacionet e klasés dyié prej elementeve a,, a,. a,, a,
Vidre zgjichfen:

a, d, a, a, . Dy kombinacione 1& klosEs s& njéjté jang
a @ té ndryshme nése kané té paktén njé ele-
‘ -
a a, ment t8 ndryshém.

Permutacionet @, 4, dhe a, @, ose o, g, dhe a, a, paragesin njé kombinacion t&
njgjté. Gjithashiu, & gjitha (6) permutacionst prej elementeve 1, 2, 3 paragesin njé
kombinacion 8 mjpEjE,

E3> Shkruaji 18 giitha kombinscionet prej klasés 3-18 nga elementete 1, 2, 3, 4, 3,

e



| Numri i kombinacioneve pa pérséritje prej kinsés & prej n elemente e shénojme me
2l

W Tedetyra | kemi C =4,

0 Numri i variacioneve V' =4-3-2 = 24 #shig 6 beré mé i madh se nueme | kombinscioneve
& kiasés 58 njgjté dhe prej numerit & nj@jtd & elementeve, pasi 12 gjitha variacionet pee|
chementeve a,, @, w,, kurse ato jangé 3! =6, parsgesin njé kembinacion t8 njijte.

Virtetimi, Nése shqyrioimé ciléndo kombinacion & klasés § dhe bi&jme permutacione
prej elementeve té 1, fitgmi Pk )= k! permutacione, kurse & gjithe ato paraqesin njé
kembinacion. Prandaj, mumn | kombinacioneve pa-pérséritje 1 klasés & prej o clemente
gshié k! (P (k)= k!) heré mé i vogél se numri VY, dmih

L] L

" PG

Pasi V) = :—n%dh: PlEi=A vionse

!
C' = {h‘—-.‘.’}! B nt
T
Né mié klass nxEnisit mEsoing 10 Iéndt dbe kané nga 6 oré né dité, Né sa ménvra 1€
nidryshime mund ¢ beéhet orar | mEsimeve sipas oréve, ashiu gé 6 oré 18 jend 1@ léndéve
& ndryshmei?

Viire zgjfidhfen:
© Orarét ¢ formuar paraqesin kombinacione pa pérséritic 6 kiasés 6-t2 nga 10 elemente, pra

Vi 10-9-8-7-6.3
Pl{b)} 1.2.3.4.5.6
Mga 1€ katlr shembujt vEren se numel | kembinacioneve éshi? numér natyror,

St a ol
El{n—k )

Shpeshheré numri i kombinacioneve (' shénohet me [:} dm.th,

k= 210,

€l =[:] (k<=n) {lexobet .0 mbi k'),

b 51 i] G-5-4-3
A ]:——-_ S = |m——— =15
Per shewbull "[4‘, aE—an e [4] 1.2.3.4



Pasi 01 =% 1, vijonss

TN ol o .:i'if =L 2 —”:"-HL
e e i B

[E}, Vertetose a)C! =C™, bIC +CH' =CL,,.
Viére virfeliomin:

4 h " it Al [
1 Preg = ]: n-k - I]- =
2 C: [k h Elp—k) Sholy [n—l‘ ] (R=kn—(n—k)! (n—k)k!

Kjo vets éshté e njohur si veti e simetrisé 1€ kombinacionsve.
7 15 I3 15
Moo ismel{s o

R n _n . n! _
"?{t]+[i—-|]_kr{n-t}1 (k=1 {n-(k=1))1
n! nl _ al{m—k+1}+nlk
SRR (k) (k=T (n— k) (n=k+1) k(=D (n—k)(n—k+1)
_n!{n—k+1+k}_ {n+l}  [n+]
e
8 & i
Pér shembull [T]J'[I:]=[I;]““ {5]+[41={51Hj‘.

A 4 i A

Kjo eshig vetia aditive ¢ kombinacioneve

Mg garat e matematikés dubet 18 marnin pjesé ekipe me nga 4 nxénés prej njé shkolle.
ME sa ményra i ndryshme mund 18 formohen ekipet, nése 18 drejtén pér né gara kané
12 pxénés prej asaj shkofle?

Mese prej # clementeve t8 ndryshme formeqmé kombinacions té klasés b, ashru of njé
C element mund t€ pérséntet & herd, atéherd fitojmé kombinacion me pérséntje prej
klasss b peej m elemente.

Shicruaji té gyitha kembinacionet me pérséritie prej klasés: a) dytg;  b) tret prej
elementeve 1, 2

§ B -‘-E-'-_'::.! ,_; bl ds eELE: 3 EI.
Numri i kombinacioneve me pérséritis shénohet me Ch (08 keté rast, k mund 1 jets
edhe mé ¢ madhe se 1)

Vere, ©7 = 3. kurse €2 =4



Shkruayi té gjitha kombinacionet me pérséritje 18 klasés: a) dyif; b treté prej
elementeve 1, 2, 3, 4.

Viére zgjidhfen: b} Shkrunje permutacionin @ paré
LU i b - R themelor né 3 meshta:
2L 23 24 by, 1 4
33 54 1\\
44 1 2

o _ e 4
ca=10. 4,\%,
] \?\-#

Kombinacionet me pérséritje formohen né kété ményre:

* Prej rreshtit 12 paré merren gfarddo clemente dhe i shogErohen meshtit té dyté elementit gé
Eshté nEn asf i cili Eshié marré ose nga i djnthti, pastaj prej reeshitit 1 treté merret elementi gé
éshié nén tanimé element t marrun nga rreshi i dyt@ osc clementi | djathié etf, Duke e zhatuar
kéte ményrE per gdo element nga rreshti 1 paré do & fitohen if gjitha kombinacionet &
mundshme ms pérséritic 1€ klasés 3-1E,

Kombinacionet me pérséritje
prej klasés k formohen né 18
mpeftén rmenyTe, porné ke rast
pesmutacioni 8shié shkruar né
k rreshia,

Numiri i kombimacioneve me pérséritje njehsohet me formulén

E_: -'C‘].m-l z[ﬂ-'l':—l]r

Pér detyrén paraprake kemi:

Tlacl, =go8 _654321

3M(6-3)y 1-2-3-1:2-3
E% Mji shitore disponon me lule ng 5 ngjyra (8 ndryshme. N& sa ményra mand té béhen
bugeté prej 3 fuleve?
Vire zgjidbjen:
* e buget mund t€ jent tf gjitha lulet me nygjyré o njgjee, té giitha lulet me ngjyvra té
ndryshme ose dy lule me njé, kurse e treta me tietér ngiyre. Domethéng. kéto jané
kombinacione me pérsdritje 18 klasé 3-té prej 5 elemente, pra

- i ! T-8:5
=0 =t = = =
R L R TY I
NE njé tumir shahu marrin pjesé |0 shahists, Sa ndeshje giithsej do o6 luhen, nése
gdoniér dubet @ uan nga njé heré me gdonpérin?

Imi;”

20,

35,




Detyra

NE cka éshté ndryshimi ndémmjet variacioneve dhe kombinagioneve té klass & prej m
elemente?

Shkruaji té gjitha kombinacionet pa perséritje 1€ klasés: a) 1; by 2; e) 3, prej
elementeve 4, 5,6, T, 8, 9.

Trego sc éshié i sakié bmz.imi

(4) Zgjidhe barazimin
AC =3 BSCI=Cly OC =350V =

Sa trekéndésha 18 ndryshém fitohen nése kulmet e 1 ciléve jané kulmet e giashué-

 kéndéshit?

@ Sa késhilla i ndryshem o8 prbérd prej 5 nxénés dhe 2 profesort mund £ formohen prej
giithsej 10 nxénés dhe 4 profeseré?

(7) Sakombinacion t klasés 4-i€ prej clementeve a, b, ¢, @, €, g i pérmbajni elementete
b, o dhe &7 Shkrsmji ate kombinacione,

() Sakombinacione 1 kiusés 3-4¢ prej elementeve 1,2, 3,4, 5,6, 7, 8 nuk i pérmbajn
clementet 2. 4 dhe &7

I',;E:I Sa mé shumé drejigza mund € téchigen népér [0 pikd g shirihen o njé mafsh, prog i€
ciléve: 4 pika shirihen né njeé drefigz, 3 pika shinhen nd drejiézén tetér, kurse 68 fjeral
Jani ni@ clardde pozite!

N sa pika priten 30 drojiéza q@ shtrihen né njé rrafsh, nése 16 prej tyre jané paralele,
kurse 12 kalojné néplr njé pikE?

(1) Shkruaji 12 githa kombinacionet me pérséritje 16 Klasts 5. nga elementet 1, 2, 3.

(12) Sa kombinacione me pérséritje mund 12 formahen prej 3 elemente 1€ klasés 6-1¢?

o o) (a+b) = 1, asbal; U ob) (a+b) =a+h
0 el (a+h) =a* +2ab+ b 0 og) (a+b) =a +3a%+3ab" + 47

w d) (a+b) =a* +4a'b + 6a'h" + dab® +b*,

Fs
YT



Yere: Shembujt g shkruar tregoiné se shkalla ¢ binomit ka ndongé formé i meguline.

Forma ¢ zhérthyer ¢ shkallés s¢ binomit £shté polinom,
Mumri | monoméve ne polinom éshie giithmong pér ngé mé 1 madh s2 freguesi ©binomit.

Shkalla ¢ gdo monomi éshié e barabare me reguesin ¢ hinomit

K oeficientét e monoméEve né formen e rhirthyer 12 fugisé s& hinomit do 1'i paragesim né
kiété skemi:

':E +£?}':J - 1

{a+b)

(a+by ——

{.:r+h:|)—

(a+b) -

(a+b) > 4l A Jar | 3 |

Kjo skemé quhet frekémdfshi § Paskalit.
Duke ¢ shgyrtuar irekénd@shin ¢ Paskalit nond £ vérejmé kéto veti:

L. Trekéndéshi gshié barakrabas dbe & figusé simetrike né lidhpe me lanésing ndaj
bares. WE oo rmesht koeficienti i parg dhe i fundii jané 18 barabarié. Gjithasho, & barabare
Jané exthe koeficientt g jané nie Lo 1€ larguar prej i€ skajslumive, § dyti dhe i parafundit e,

L Wi gdo rresha, anéitari pas 1& pril Bchig | barabarté me shumen e dy andétaréve gé jang

deejtpérdret mba até

%— Duike § shfrytézusr kéto njohun rjehso: ) (a8} ;  ® {a+86).
Vire ggfidhjen:
! b} Niése o vazhdojmd trekénddshin @ Paskalit edhe pér njé rreshe, do1 itoymé koeficientét
e binomit {ﬂ+b]ﬁ , kurse ato jani:
[ & 15 20 15 B, I, pra
(a+8) =a" +6a"b+15a"" + 200’8’ +15a°5" + 6ab® + 5",

Sigurish, kjo minysé pér caktuimim e koeficientéve t& monoméve ng formén ¢ gbénthyrer,
quhen Eeeffeientes ¢ bisemit, nuk &htd i thjesheé dhe i pérshtatshém, vecanérishe nése
treges 1 binomnit Eshté numer | madi.

Ta shgynojime edhe npé heré rekéndéshin & Paskalit

Pt



" Eshus o qarté se koeficientdt & binomit jané nismea natyrors, | njéjté sikurse numr i
kombinacieneve dhe do té regojmé se ato mund 2 shpreben me numrin e
kombanacioneve.

o Koeficientét e binomit dhe anétari | fundit jané t& berabarté me 1, dm.th,
(o) (o)
i f
© Koeficientét @ binomit t8 anéarit & dyt# dhe 18 parafundit jané 1& barabarté me tregue-
sin:hirm'iﬂmdmﬂl.[ﬂ]m[ i ]nn.
1 n—1
© Vetia ¢ park ¢ trekEndéshit 12 Paskalit vijon prej simetrisé 3¢ kombinacioneve, d,m.th.
ny [ m
(o)
Vetia ¢ dyté ¢ trekéndEshit 2 Paskalit vijon prej aditivitetit t€ kombinacioneve, d.m.th.
H n | [r+l
[EfltH{)
Pér shembull, [;J+[:]=[;} pasi 6+4=10.

Prandaj, koeficientét ¢ binomit parsgesin kombinscione C: , ku
ke{0,1,2,3, n-Ln}
Pér zbérthimin e fagisé sé binomit (a +b) vlen kjo

Ejo formulé qubet formruls & Siponmit osc formoly ¢ Nfofnit 18 cilén do ta
pErvetésnime si t sakté pa vErtetim

E:i:}" Duke ¢ zbatuar formulén e binomit fugizoje binemn (x + 2}"-
Vire zgffdiifen:

cor (- = L o Gy



Sipas vetisé pér simetri (8 kocficient®ve 1€ hinomit, kemi

oot Mo (i s

<3
Prej ket vijon (x+2) =" +6x° 24152 - 4+205 - 8+15¢7 16+ 6x-32+64=
=x° +12x" +60x" +160x" + 240x" +192x + 64,
[;gf}- Ebértheje fuqiné ¢ binomit; a) (3+2x); b (2x=5)",
Cakto shumén e 18 gjithé koeficientéve & binomit (a+b] .
Vire zgfidlhfen
NE formulén e binomit:

ur[u][i]ﬂb[z]ma,[k}b[}
e v 0 e e 1 e (o0 e o)

Mbaf mend!

3

s

1
1 1
[E:b- Cakto anétarin e teté né zbérthimin e fugisé sé binomit [ 5 7 llﬁ I :
Véire zgiidifen;
Koeficiendi | andtarit t& teté nd zhdérthimin e binomit ¢f dhénd dshid i formess

12 AT-10-9-K-
[n]{ ]_ 12! _12-11:10-9-8-71_ ., ety

7 71 718 7.1.2.3.4.5

12Y{ 1 P JT7 i
L= o == | =119%8-—s] — |=~1,
' [?hﬁ] 1 ?z[ n}
Ke kujdes, & i fiton t# giitha vierat me radhé 0, 1, 2, ...n, pra pér anétarin e teté & =7.
Mbaj mead!

(farédo anétar né zbérthimin e fuqisé sé binomit {a+b)" éshid i barabané me

Tm=[:}1H bt ksn



|
%’E.aktnan!tm-'memeaimnézbérﬂﬂmiueﬁ;qjaﬁsﬁhjnnmit[J—;—I]..
Detvra
(1) Zbintheje fugind e binomit
i [
x 2% 1 .
a}[5+—]. m[x—;]. g [x++fx].

¥
Niehso:
b {1- wﬁ}?; b (1+) e) (2=i)':
(3) Duke ¢ zhatunr formulén ¢ binomit njehso:

2l 09" b 1,037 me sakedsi deri mé katér dhjetore,

@ Cakto shumén ¢ koeficient®ve tf binomit né ghérthimin ¢ fugisé sé binomit:

a) l:l+.l‘}m: b {1—:}'“; &) (%—Ié] ;
Cakmo;

[}
) anétarin e shtati né zbérthimin ¢ fugisé s& binomit (#+93)
3 i Rl m
b} andtari i mesém né ehérthimin ¢ fegisé 58 binomit ol x|
I
¢} aniétarin e rrembEdhjeE né zhérthinin ¢ fugisd ¢ binormit [‘JI—TTi nése
3: .

koeficient 1 bmomat t8 antarit 08 tretd 2shet 1015

{E_r Cakio até andtar nd zhérthimin e fugisé & binomit;

| : 1]
al [-’-’4‘?] icili ruk varet prejx; b {{Eu";} % pennban x7.
? Shima e koeficientéve 18 binomit té andtarit 13 paré, & dyté dhe té tretd né zharthimin
l L]
& fugisé s& binomit [I! +-; J éshié 46 Cakio snétarin g8 nuk pérmban x.

{:l_:;' Anitari i ireté né zbérthimin ¢ fugisé sé binomot {; - .t'E’T eshte 1 barabarté me
1000000, Cakeo x




ﬁ; Natyra giendet n& njé lévizje t& meguilté. Kjo lévizje karakterizohet me ndryshime @
2 | rregullia 1 njé gendje ng et Eshté ngjarje. Negarja &slité kur ditén do ta ndéron
nali, Kur pas verss 58 nxehté vjen vjesha me shi, kur do 18 fitohet né lobo, kar do té lindin
fEmijé reshe, kur o rrugé do 2 mkosh dashuring e vjetér, kur do 8 ndodh térmet ose virshim.
Wejarje &sheé kur né zgjedhjer parlamentare do i@ vien deri né ndémrimin e geverisé eti.

Ndodhia ¢ disa ngjarjeve mund saktésishi® e parashihet dhe ngano & sqarohet, Pér
shembull kur do t& ndodh errésimi § Diellit ose Hénds, kur do 18 béhet regiistriny | banoréve,
pasi saktésisht diben shkaget peér kéto dukun dhe kushtet nén & cilat ndodhin. Megjithaté,
komstatimi | lidhjeve ndérmjer kushteve né npé agpane ose proces nuk sht# giithmoné i
Ichie. Ekzistojnd procose ose ngiarje kushier e 1 ciléve nuk maund 18 vérehen dhe pér 13 calét
puk Eshid ¢ mundur 08 zbulohen shkaget NE két® rest nuk ckziston mundési tf konstasober
rregullé | ligl) pér caktimin dhe parashiqimin ¢ sakté t8 atyre ngjarjeve. PEr shembull, ndodhia
e térment nuk éshié e mundur saktgsisht 1€ parashihed, pasi nuk disponchet me fakte @
mjaftueshme gf ¢ shkaktojn. Fitirm né lobo nuk mund & parashihet, Lindja ¢ fEmijés mashkull
ose femér, gjichashiu, nuk mund € parashigohet. Poe, plrséei ngiarjet kang edhe karakiersika
dhe ligjshmeér & pergjithshme 18 cilat jané 18ndé e studimit t8 disiplings G jasés dhe statistikes,

Teoria & grasés éshté pesé ¢ matematikss, Gllimet e 18 cilés jané i lidhura me emrat
¢ matematikanéve frangez B. Paskal (1623-1662) dhe P. Ferma (1601-1665), 1& pérkushtuar
né lopérat & lotos. Bazat teonke (8 kisaj disipline § ka vén matematikani rus A, Kalmogorov
né witin 1933,

Sot teoria ¢ gjasés ka halim 8 madh ng disipling 8 ndryshme; estrdnome, brelogjl,
gienetike, ekonomia tekniké, jetén shogérore politike etj. Sot né boté nuk ekziston disipline
e 1 cilén nuk ekspenmentobet, hulumtohet, vieréschet pér ngjarjet ¢ ndonsé ndodhie.
Detyra themelore e Teoris sé gjasés ésheé gietja @ lidhjeve ndérmyet ngjasjeve 1€ rasti,
cabtimi 1 ligjeve t& cilét viejng, giasat dhe pirkufizimet ¢ tyre té funksioneve gé mundésojné
zhatimin ¢ tyre n€ shkencal (jers dhe né prakiks.

Dihet e 18 studiuarit ¢ dukurive natyrore dhe shogérore ndodh 5i rezultar i shgyrtimeve
=1 ndryshme, ckspenimenteve ose véshirimeve. T'i shgvriojmé kéto eksperimente.

B:> Prej kutisE me 5 tops 8 bardhé 1€ shénuara me numrat prej | deri mé 5, nxjerrja e

nié tapi,
£ L Eﬁﬂ



Rezultati i cksperimentit tf kryver éshié nxjerrja e ¢farSio topi.
0 5a heré mund t8 nirret nga nj@ top?
B:‘}' Pér Aurunimin e sukseshem & aeroplanit dubet & kryhet véshtrim i caktuar:
- geroplani teknikisht té jesé né rregull;
- né aeroport t8 funksionojnd @ giitha myjpete teknike;
- 1€ jené kushtet kohore 14 mira.

Pas viéshirimit 18 kryer &2kt 1 mundshém seroplani , 2 futuron'” ose 18 mos futaroen'”,
Sa mundesi té volitshme ka ky eksperimeni?

NE tavoling janE hedhur dy zare homogjene té cilét ng faqed & tyre | kané té shtypura:
1,2, 3,4, 505 6 piké.
Rezultati i kitij eksperimentt mund 1 paragitet i gift i radhitur (x, ¥}, ku ¥ 2shté numér

i pikéve ni fagen e sipérme 1@ nérit zar, kurse ¥ Eshté mumeri i pikéve t# fages sé sipérme
zarit tietér. Té gjitha mundésité ¢ eksperimentit mund 18 pérshkruhen me bashkésing
={(r.¥)lx,7e {1.2,3.4,56}}, kurse clementet jané:

{1.2,3,4.5,6p¢{1,2,3,4,5,6}= {{1.1).(1,2).(1.3),-... (2,1).{2,2),...(6.4).(6.5).(6.6)} .
giithsej jané ¥V =6° =36 clemente. (Perkujtohu né variscionet me perséritjc)
Mbaj mend!
Cdoeksperimentnénkupton gdonjénn realizim té bashkésisé me kushie komplekse,

Termi eksperiment n& kuptimin ¢ gerd | pérfehin eksperimentet g organizohet dhe
realizohen n€ laborator, por 1 pérfshin grithashte, edhe lojet e ndryshroe 2 vEshtimeve ku
cksperimenti ka kushte pasive. Vet tjetér e cksperimentit géndron né a8 se rezultatet nuk
Jang mjévlerssisht @ caktuara.

B} NE tavoling #skité hidbur monedha.
Cilat ngjarje dhe gfare ecur e kéti) eksperimenti mund 1€ realizobet, nése vérehet fageja
e sipérme ¢ monedhés?

Eshi# e qarté s¢ njohja e kushteve pér kryerjen e njé ngjare a do té ndodh ose nuk
de ndodh. Ngjarjra e atillé quhet mgierfe rasti Ngjarjes = rastit jané: fitimi né loto; paragitia
«& Stemis’" ose numrit’’ gjaté hedhjes 38 monedhés; najerga ¢ topave & bardhé ose 1€ kug;
paragitja ¢ numrit ¢ift & pikéve né fagen e sipirme t& zant et.

.



Nibaj mend!

Pér njé ngjarje themi se éshté ¢ rastit kur veprimi § sa) gjate realizimit €& ndonjé
eksperimenti ose veéshtrimi nuk mund me sigun 1€ parashihet

Mgjarjet & rastit mE tutje do t'i quajmé vetém nggarje dhe do i shénojmé me A, B, C D),
NE ghembujt e pérmendur gdo eksperiment, né kushie 1 pandryshuara mund 1€ pérséritet
carédo heré, por rezaltati nok mund me sigurt @ parashibet

Mba mend!

Mé pdo ekspeniment ckxistom bashkés € nganeve 1€ vegania.

Bashlézia e ngjafeve té veganta t& cilal paragesin realizim {ecuri) 18 njé ckspenmenti
ashiu ¥ gjaté realizimit 1€ eksperimentit vepron njéri dhe vetém npéri prej tyre, quhen
ngjarje elementare, kurse bashkésia ¢ ngjaneve elementare quhet bashkésia e

ngjarjeve elementare pér cksperimentin e dhéné
Nigjarjet elementare do 1"i shénoimé me £, E, E., .. kurse bashkésiné e ngjarpeve
elementare me £,

ME detyrén | ngjarje elementare jané £ -nxjerja ¢ topit me numeér 1 £ - nxje-
rria & topit me numér 2 cfj. Bashkésia ¢ ngjarjeve elementare éshié Q. ={E, £, . E,.E,.E, }.
M@ detyrén 2 ngjarje elementare jung: E, - aeroplani # fluturon dhe E, - acroplani t8 mos
fluturon, kurse (L= {E, £ }. N& detyrén 3 ¢do ecuri, d m.th, gdo ¢ift i radhitur shté ngjarje
elementare, Ngjarja E, = (1,1} do té theté faqyn ¢ siperme & zasit 18 paré ka | piké, kurse @ dyti
2 piké. Ngjarja £, =(2,1) &shté i ndryshém prej ngjerjes E,, pasi ¢ifti i radhivur (1,2) 0 (2.1).
Ngiarja E, =(2.1) do ¥ tho# se zai i par? ka 2 piké, kurse te i dyti | piké. NE detyrin 4
rgjarje elementare jané £, - paragitet stema’” dhe E, -, paragitet numed**, kurse £2.={E,  E, }.

E.li:;".‘r Né tavoling jand hedhur dy zare, Pérshkruaji ngjarjet:

A ={?~HE do zar nE fagen ¢ sipérme ka numér ¢ift 1€ barabari® té pikéve }.
B ={ Shuma e nurnnt & pikéve né fagen e sipérme 1@ zant Sshié 2 }
C = { Prodhimi i numrit té pikéve né fagen e sipérme 1& zareve muk Eshité mé | madh se 4 }

@



Vére zgjidhjen:
Mgjarja A vien kur no 1 dy zaret né fagen e sipérme paragitet numér | barabart? cift i
ipikive,pra A={E, E E } ku E; =(2,2), E, =(4,4) dhe E, =(6.6). Ngjarjet tiera

Joumd
B ={(L1)} dhe € ={(1.1).(1,2).00.3).01.4).(2.0).(2.2).(3.1).(4.1)}.
W Ngjarjet A dhe C jané nggarje 1€ ndrlikuara, pasi gdongéni prej tyre pérbéhet pref mé
shumé ngjarjeve elernentare. Njarja ¢ perbéré realizobet nése ¢farédo ngjarje e tij elementare
vijon prej chsperimentit
ME tavoling dshiéd hedhur zan, Cakton ngjanet elementare & cksperimentit, Cakio
bushkEZeing ¢ ngjarjeve elemeniare, Pérchkruaji ngjarjer:
A={ Né fagen e siptrme & zurit paragitet numér Gift i pikéve }.

B ={ Ne fagen ¢ siptrme 1€ zarit paraqitet numér ek i pikéve }.
C ={ Numgi 1 pikéve né fagen e siperme 1€ zarit Eshié mé i madh se 6 },

| Pir disz ngjarje né natyre, né shoglri dhe né jetén ¢ pérditshme mund me sigur b
— gjykajmé se do 12 ndadhin, kurse pér disa ngjaje, s nuk mund té ndodhin. Ngjarje 1
cakuara ndodhin rastésisht, disa kané shans mé t¢ madhe, kurse &isa mé té vogé] pér realizim.
Vargsisht prej asaj q& u thekusa paraprakisht kemi:
1. Ngjarje 12 sigurta. Njé ngjarje themi se dshié @ sigurte, nése ajo gjare kushteve té
dhéna me sigari do 1€ ndodh.
- E sigurié &shté se pas dités vien nata, kurse pas natés vjen dita
- E sigurté éshié se uji Eshié materia themelose e Tokss
- E sigurté gshté se shoqéria sociologjikisht evouloher
- E sigurté &sheg se baza € jetis mauF:iale eshd produbtiviten 1 punés.
- E sigurté &shié se prej kutisé né 18 cilén gjenden vetém topa 18 bardhE do t nxjerrim top 1@
bardh,
0 Mgjarja e sigurté i pérmban @ gjitha ngjacjet clementare, d.m.th. bashkésin e ngjarjeve
sigurta Eshré L3,
2. Ngjarjet ¢ pamundshme. Njé ngjatie qubet e pamundshme, nise ajo giaté kushieve i
dhéna nuk mund 1€ realizohet
- Nuk éshité ¢ mundshme Toks @ ndalet. ¢ mos motullohet mreth Diellit dhe rmeth boshtit 18
Vel
- Nuk #shté & mundshme t# mos keté hatica dhe xbatica.
- Nuk éshté ¢ mundshme né ujé té paragitet edhe elementi i wetd.
= Nuk eshté e mundshme kéthimi | sistemit 18 vjetér shogéror dhe sundimit rob&nies ose rendi
feudal ré formén e ryre klasike.




- Nuk Eshté e mundshime prej kutisé ploté me topa 6 21 t8 nxirret tisp 4 bardh,
- Nuk £shiE ¢ mundshme gjaté hedhjes sé dy zareve shuma e pikéve né fagen e siprme 18
jetE me ¢ madhe se 12,

BashkEsia e ngjarjeve elementare prej ngjarjeve té pamundshme ésheé bashkisi e zhrazst,

dm.th. 1=,
Mgjarpe 18 pamundshme ka po aq, sz ka ngjare 18 sigurta, Zakonisht, negscioni i ngjarjes s
gigurté &g ngjarje e pamundshme dhe anasjelitas,

3. Ngjarje t& kundérta, Npjarjen ¢ kundért 1 ngiarjes 4 ¢ shénojmé me A dhe ao
nddodh atéheré dhe vetém wtéheré kur ndodh ngjara A.

- Gjatg hedhjes sé monadhés kemi dy ngjarje elementare, ose paragitja e stemiés ose paragitja
e numrit, N¥se njéra prej tyre éshie ngjazja A4, atéherd tjetra éshté ngjarja e kundén A

- Gjaté hedhjes s& zarit ngjarja A = {pu:uqitja e numrt gift 18 pikéve }= {2,4_15},

Ngijasja e kundénté ¢ késaj ngjarje #shté A ={paragitia e numnit wek t& pikéve }={1,3,5}.
+ 5i jang ndérmjet veti ngjara e siguré dhe ¢ pamundshme?
Prej pérkufizimit o ngjarjeve elementare vijon AlA=0

NE tavoling Sshié hedhur zari, P
Mgiaria A ={ Né fagen e sipérme t& zarit ka 5 piké } Pérshkruaje ngjagjen A.

4. Ngjarjet ¢ vetme té mundshme. Ngjarjet 4, 8, C, | jané t& vetme & mundshme neése
12 pakien njera prej tyre do té realizohet st fezultal | eksperimentit..
- Gy hedhjes s€ monedhds ngjarje 1& vetme £ mundshme {ané: paragitia ¢ stemés ose
paragitia ¢ numnt, Megjage 8 tresé nuk ka,
- Ujaté bedhjes sé zarit ngjarje & vetme ¢ mundshme jané: paragie e 1, 2. 3. 4, § a2 6
pikeve né fagen e sipSrme 18 zarit. Ngjara ¢ shiaté nuk &shit e mundshme.
Ngjarjet e vetme 18 mundshme formojnd sistem 1& ploté té ngjarjeve,
3. Ngjarje t barabarin tf mundshme. Ngjarjet jané té barsbarts 18 miutidshme, nése
giaté kushteve 18 AjEjta nuk ka shkage objektive sipas 1 cilés njéra prej ngjarjeve mund
1é realizohet mé shpesh se 18 Herat.
- Parngutia ¢ stemés ose numnt gate hedhjes sé mionedhds jané ngiarje t2 harabaria t8 mundshme.
- Nétse o Jouti ka 6 topa té bardhé dhe 10 topa t€ 2i, atéherE njerra e topit té bardh nuk #shes
nggjarje e barabarté @ mundshme me ngjarjen & nxjerries sé topit 18 #,
6. Ngjarje ti papajtueshme. Ngjarjet 4 dhe 8 jané 1 papujueshme ose disjunkse, nése
paragiyjn e njérés ngarje e pérjashton mundésing e parsgities 15 ngjarjes tetr, d.m th
ato nuk mund 12 realizoben ajdkohésisht
2]



- Paraqitja & dy numrave t& njéjté prej | deri mé 39 giabé térheqjes s¢ lotos nuk mund 1 ndodh,
- Nigjarjet ¢ kundérta 4 dhe A jang ngjasje 1€ papajiueshme, Anasjelltas nuk vien, d.m th. dy
ngjarje té papajraeshme nuk jané giithmoné 12 kundéria. P&r shembull, ngjarja A - paragitjn
& numirit ¢ift & pikéve giaté hedhjes s zarit pérbEhet prej ngjarjeve elementare £, E, dhe E
t& cilat jand disjankte, por nuk jané té kundérta..

ME mjé tavoling éshié hedhur zar, Jang dhéné ngjarjet:
A = { Né fagen ¢ sipérme té zarit ka rumér gift t& pikéve }.
B = { N faqen ¢ sipérme & zarit ka numér i pikéve 18 plotpjesétueshim me a}
C ={ Né fagen e zipérme té zarit ka numér tek 1 pikéve 2

Pérshkroaji ngjariet 4, 8 dhe C. Ciléd prej ngjasjeve & dhéna jané & papajtieshme?

Detyra

@ Prej bashk@sisé 5& numrave natyrors njéshifroré zgjedhet njé numér. Cakto
bashkésimé ¢ ngjarjeve elementare, Pérshkroaji ngjarget
A - Bshté zgjedhur numr 3; B - &shié zgjedhuar numér tek 1 plotépjesémeshm me 3;
" <Eshie zgiedhur numer tek; [ - Esheé zgjedhur numér gF nuk &shi mé i vogélse T;
E - éshié zgjedhur numér qf &shté mé | madh se 9.

(2) Shkrusje bashkésiné ¢ ngjarjeve elementare té cksperimentit
#) hedhja e dytishi e monedbés; b) hedhja e dyfishté e zarit;
¢} hedhja e njEkohésishme & monedhss dhe zarit.

":1_) i making pér testim 12 rregullshmerisE s Hojeve e sendeve 1€ cakiuara funksiomon
ashm git- nése sendi #shiE né rregull, do 1 ndizet ngjyra e gielbér, por nése nuk dshié né
rregull, do & ndizet ngjyra @ kuge. Testohen 3 sende. Cakio bashkésing e ngjareve
elementare. PErshikruagi kéto nghare:

A: sakisisht njé send s ng rregull; B saktésisht dy sende jané né rregull;
' tf paktén ojE send fshté né megull; L té pakién dy sende jané né mmegull.

@ M tavoling jané hedhur dy zare homogjene. Pérshknia)i ngjarjet:
A- shuma e pikéve té paragitura né faget e sipérme 8@ 1 dy zareve Eshté mumdr Cift;
B ghuma e pik&ve 1@ paragitura né faget e siprme 18 dy zareve Eshié mé ¢ madhe se 12
" né 18 dy zaret paradgitet mamEr § njEiE | pikive;
I): nié té dy zaret jané paragitur piké shuma e & ciléve &shié mé | madh sc 9,

@ Né taveling jang hedhur tre zare homogjene. Pérshkruaje bashkésing e 1€ gjitha ngjarjeve
elementare,



I Shpeshheré né jetén ¢ pérditshme ndégjojmé ose themi: me gjasé sot do 12 bie shi, ose:
|_ me gjasé nesdr do 8 jetd dita me diell. Gjitashtu, konstatime 1é kétilla béhen edhe né
shumé rrethana € réndésishme dhe mé gierd, natyrore dhe sociologyike. Pér shembull, gjats
dhjets viteve t# ardhshme me gjasé do t béhet laborator né Héné, né 20 vitet ¢ ardhshrme me
gpusé do @ giendet [loj i ri | energjisé dieglse qé do 1a #événdéson naftén, me giasé do té
giendet bar kundér kancerit dhe sidés eff. Gjithashiu, shpeshber® themi: me pak gjasé éshid se
do 1€ fitojmé preming né loto, mé me gasé Eshié se do 1€ fitojme ndonjé fitim 1 vogél, me mé
shumé gpasé éshié se muk do € kemi filim

Konstatimet ¢ kétilla i sjellim sodyjektivisht, né bazé té 1@ dhénave té cilat i posedojma,
né bazé té informatave dhe pervojave 1 cilat edhe vet i kemi pérvetésuar. Prandaj dshié e
rendésishme abfekaivishs £ viergsohen mundésitd e ¢do ngjarje & rastit 18 realizohet, me
kushte prej mé part té njohura, Karakteristika numerike e cila objektivisht ¢ karakterizon
shkallén ¢ mundésisé sé ndonjé ngjarje & realizohet nén rrethana 2 caktuara t cilat mund té
pérsriten shumé heré (pra edbe né pakufi) quhet giasé (ose gless matemaiike).

M nje kutl ka dhjeté topa, prej & ciléve njé i bardh, kurse & terét jané 2 zi. Té
caktohet ginso e ngjarjes A: 6 nxirret top i bardh.

Weére zgjidhjen:

NE k&g eksperiment nxjerria e njé topi #shiE ngjarje elementare.

Supozojme se 1€ gjitha ngjarjet elementare jané me gjasé 1 harabarta 1 mundshme. Nxjerrjen
¢ topit 1€ bardh do ta logasisim pér ngjane 1& volitshme, kurse nxjerda @ topit & zi pér ngjarje
1& pavolitshme.

Bashkesia e ngjarjeve elementare Sshté 0 = {E E, F, ... E, }. domethéné ka 10 ngja-
rje elementare, prej o cilave vetém njgra &shic e volitshme (ka vesém | top 1 bardh), kurse
nénté jané ngjarje 1 pavolitshme.

Numri | agjasjeve té volitshme dhe t& pavolitshme wegon sc né ojé seri prej 10 nxjerr-
Jeve ekziston njé mundési 18 nxjerrim top 2 bardh (agjasje & velitshme), kurse néaté mundés
t nxjerrim top 1€ zi. kjo nuk do tf thot? se né ¢do seri prej [0 nxjerrjeve, t# kryern né kété
ményré g pas nxjerries topi ¢ kethehel ng kuti, do € nxjerrim njé top 18 bardh dhe 9 & i
Mund t# ndodh n# disa seri t2 para prej 10 nxjermeve té topit 18 bardh ta nxjerrim njé her, dy
hert, tre heré ose mé shumé heré, por mund t& ndodh edhe né pérgjithési 1 mos ta nxjerrim,

Hulumtimet tregoiné s¢ n€ numér & madh & serive gjatg ndodhjes sé diss ngjarjeve skzi-
stom ligishmén ¢ caktuar & ngjarjeve té rastit,
NE tabelén g8 vijon do 12 tregojmé se topi i bardh do tf paragitet reth 10% prej numnit
| 158



i€ nxjerrpes.ME kitg shembull i =10 gzhe numri i ngjarjeve elementare, kurse m=1 Eshigd
i § ngjarjeve t8 volitshme. N () &shté nume i 18 gjitha ngjarjeve né njs sen, kurse &
gshué mumai i cili tregon s heré eshté realizuar ngjarja ¢ volitshme n# sering pérkatése, d.m.th.
& heré Eshté necjerrs topi 1 bardh e ald seri,

Numri f (A)= L quhet frekuenca (dendésia) e ngjarjes 4.
n

k m .

T E BEE AT il Te dhénat né tabelé do b thotd:

B | pér shembull né sering TIL, 1000

| 106 9 (X1 0.1 heré Eéshié nxjeré njé top (pas

| 200 | 2 0,1 00| nxjerries topi kithehet né kuti),

| 1000 | 108 0.108 1 | poashtu topi i bardh Eshié nxjerré

IV | 4080 | 426 0,104 U0 | 108 heré, kurse frekuenca éshié
V| 12000 | 1240 | 0403 B 0 105

VI | 24000 | 2452 0,102 0.1

:Pre:j tabels shihet se frekuenca e ngjarjes A - nxjerta ¢ wpit té bardh fenton nga namr
{0, 1_ 5 & paraget hersin ¢ numrt (& ngjageve 1@ volitshme dhe mummnt @ pérgjithshém &
ngjarjeve pér eksperimentin ¢ dhénd.

1
E‘ujasa se do té realizohet ngjarja 4 - nxjerria e topit t& bardh & 1o° Pore shiEnojmi me

P{.q.}_ (P éshté shkronja e paré e fjalés latine probabiiitas, gé do 12 thote gjasé-

prl:ll:lnt'ﬂ:lm}

ﬂ,_ | Pérkufizimin klasik pér gjasén c ka dhén€ matematikani frangez Laplas (1749 - 1827)
— né vitin 1812.

Mbaj mend!

Bashkésia ¢ ngjarjeve elementare Io 1€ jete £3 ¢ fundme dlve le té jeté n numn i ngjaneve
:humﬁnMJmﬂivmﬁmnﬁnmﬁmEmﬂmmm:

disjunkte pér eksperimentin ¢ dhéns.
Nése m (0= m < n) ésheé numri i ngarjeve 18 volitshme té ngiarjes 58 rastit A, atéherd

hersi % qubet gjasé ¢ ngjatjes A dhe shénohet me P{A),

: m
dmth F{A}-:_
I :'!H |



Sa #shi? gjasa gjaté bedhjes s¢ zarit g2 12 realizohet ngjarja:

A={ Nt fagen e sipénme 1€ zarit 1& paragitet numét tek i pikéve):
f={ Né fagen e sipérme & zaril jané pikEt numr i % ciléve dshté mé | madh ge i)k
C'={ NE faqen e siplrme 1€ zaril jané pikét numri i 1€ ciléve plotépjesétohet me'&l'}?

Vire zgjidhjen:

Sipas perkufizimit klasik 8 gjusée ke

F[-"l}— Mumn m,gp;e-.rcd:m:ruct&mmatmr
humri i ngarjeva :l:m:ﬂtm-:!: mumidshme
Bashkésia ¢ ngiarjeve elementare éshié £ ={1.2,3,4,5,6}, dmth n=6.

Ngjarja A= {135}, dmth m=3, pra P(A)=—=

Mgjarjs B={6}, kuse m=1, pra F{H}zg.

Ngiana C={3,6}, m=2, pra P{C}=§=E'_

Kdshiu gjasa e pérkafizuar quber matematike ose giasa teorike.
% Sa Gshie gjasa gjaté hedhjes s& monedhés né fagen e sipérme @ paragitet stema’?

N& npé kuti ki topa 45 42 kug, 25 1@ kaliér dhe 30t verdhe. Cila éghté gjoasa @ nximes
top i kug?
Were zgjidhjen:
Numri 1 ngiarjeve t6 mundshme éshié n =454 253 30,
Mumri | ngjarjeve t# volitshme Sshié m = 44.

" (Gjasa dshis Pfd]—ﬂ -i
100 20

Sipas pErkufizimit pér giasén, qé b cakiohet herés F[.-’.}=f,duhﬂpr‘q.-' mE pard té dihel

(& priorl) numri 1 ngjarjeve elementare dhe numri i 1€ giitha ngiarjeve @ mudshme (@
volitshme dhe i€ pavolishme). Kpo leht realizohet gjaté disa sistemeve 1@ ngjaneve g
zakonshime (zari, monedha, nxjersia ¢ dopave), ku m dhe o jané fiks. Né kété rast Elasa
cakiohet para sc (2 fitohet ndonjé pérvaié né lidhje me njohjen e vijimit S ngjarjes, d.m.th, pa
realizimin ¢ eksperimentit.

Cila éshié gjasa se dy zare 18 hedbura do 8 tregojng numér 1& njéjté shuma e &

ciléve gshié mé e madhe se 97
Viére zgndhjen:
£



Bashkésia ¢ ngiarjeve elementare pérbéhet prej gdo fage t& njért zar, me gdo fage € zarit
tjetér, éshig, {1,2,3,4,5,6}x{1.2,3,4,5,6}=
{00203 (L W20 (2.2), [ 2,6), 0 (61),(6,2),... (6,6)} pea
n=Vs=6"=36,
Mgjarjet & volitshme ku shuma ¢ pikéve shig 10, 11 ose 12,
dm.th. nigarja A={(4.6).(6,4),(5,5).(5.6).(6.5).(6.6)}. domethéng, m =6,
1

Gosa e kérkuar éshed P{A}=%=E.

Péerkufizim klasik i gjasés (o priori) bazohet né idealizimin matematik 2 ngjareve,
duke w nisur prej supozimit ideal se t8 gjitha ngjarjet jané 1€ barsharta t& mundshme dhe me
gjasé 1 barabarté né kushic 1 njéjta Idealizimi i kéllé né botn reale viishtir se mund 12
arribes. Por, pérséri, né diza raste, zari i rregulle dhe homogjen, monedha e mmegullt dhe
homogjens, Erhegja e letrave, téthegia ¢ numrave né loto, mand té pritet se t& gjitha nigjarjet
elementare jang 1 barabarta tf mundshme dhe me gjasé té haraharté, pra pérkufizimi klasik
pér ginsén mund té Phatohet me sukses,

M@ shumb shembuj, veganénshi né statistiké, biologji, ekonomi, demografi dhe shkenca
té tjera, gjasaa priori nuk mund t# zbatohet me sukses.

Prandaj, né natyré dhe tekniké rbatohet gjasa @ posterior (pastaj), e cila quhet

glasa stafisiike (empirike).

Sa #shté gjasa gf shuma e pikitve t& paragiturn ng faget e sipérme 1 dy rareve té
hedhura do & jeté 77
Detvra
@ Agitni e ka harruar shifrén ¢ fandit té numeit 18 telefonit té vajzés of tij, Cila BshE gjasa
se Agimi me njé zgjedhje do ta qéllon numrin & saktd?

{2)) Nenjé kuri ka topa 12 t@bardné, 23 1 kugq dhe 27 ié zi. Sa éshié gjasa se me njé nxjerrje
do 1€ nxjerrim top t& kug?

(3) Ne njé kuti ka 80 lotra 1§ shikruara me numeat prej 1 deri mé BD. Sa Sshté gjasa gjasé njé
pajertje 1 paraqitet letm me numer:
a) gt dsheé mé i vogl se b) qé plotépjesttohet me 3
e gf dshig mé i madh se 45, kurse m€ i vogél se 70

@ Prej shpilit me 32 letra lojtari técheq njé letér. Sa Sshté gjasa se letra e tirhequr £ehié:
a) damg; b} pik?

[



(5} Jané hedhur dy 2are ng tavoling cla éshté mé me jasé, € keld aurmér (& nigité & pikéve
oae shurna ¢ pikéve t& jeté mé e vogel se 57
(&) sa &shte gjasa se dy zare 1 hedhura do €€ tregojné piké shuma o 6 ciléve éshiE numér

pifi?

() Ne nié kuti ka topa 5 18 bardh dhe 4 1@ 2i. Cila &shié gjasa se me njé nxjerrie do 13
NxjerTim:
&) mié top i bandh; b} dy topa td bardh;

) mjé top td bardh dhe njé top 18 27
8 | Prej shpilit me 32 letra Jojtari fiton dy betra. Sa dshté giasa se lojtari do @ fiton dy 850",

(9} Njékohésisht jane hedhur tre zare, Cakto gjasén ¢ ngjarjes:
a) A: shuma e pikéve t& fageve t@ sipérme 1€ zoreve t& jeté 11;
b) &: shuma e pikéve (& fageve 2 sipérme 12 zareve 12 jeté 12

(10) Né @ dy letrat jan shkruar shkeonjat 4, B, F, I, LL, O, P, R, H. Letrat krejt rastésisht
jan€ radhitur njéra prané tjesrés. Sa Eshié giasa se né até ményré do 5 shkruhet fala
HIPERBOLLAY

Kujtoh! E} N nj# keuti ka 10 tapa t& bardhi. Sa
gshié gjasa se:

Bashkésing ¢ ngjarjeve clementare (8
cksperimentit 1§ dhené e pérb&jng 15 g A: do & nxjerim top (& bardhé;
githa pggariet ¢ pavolitshme clementare by B: do 1€ nxjerrim top 1€ zi?

pér eksperimentin e dhEng.

Vére zgjidhjen:
Cifasa & ngjarjes =5 rastit A éshié o Bsbiis & axpaciovs ERa T
F{A}=£+ 1 elemente, d.ncth. e=]{.
M - i i ngjmjﬂ: té volitshime elemen- Nxjerma e topit 2 bardh paraget ngjarje
tare, té volitshme, d.m.th. m=10.
® - numri i € gjitha ngjareve elementare.,
“-l.rl'ud-l-l"ll;'\l.l;]l\.i?]: ——— a

Gjasa Eshie F{A}'F il
b) Numri i ngjarjeve & mundshme Eshig n = 10. Numn i ngjarjeve 1 volitshme schie
m = (), pasi prej kutisé né i cilén ka vesém topa 18 bardhé nuk mund 18 nxjerrim top 1 2i,
Gjasa éshie P(B)= E = % =0,
Leili lloj &shié ngraria A, kurse i cilit lloj £shié ngjarga 87

£



Do té pérmendim disa veti 1€ giasés t cilat vijoing prej perkafizimit klasik 18 glasés.

1. ijasa pér ¢farédo ngjarje muk mnnd té jeté mé e vogel se zero, as mé ¢ madhe se
njé, dmth pres P{A)=",0<m<n, vijon D€ P(A)S1.
n

iy i
Kjo veti #shié e gartg | pasi thyesa — shié numér jonegativ renl g nuk éshté mé i
L

madhse | dmih 05 <1,

Vasiisisht prej vierds P(A) pér ngjaren e rastit ,-f theini:
Ngjarjs A éshie me pak gjasé nése () -:.P[.-!;i-:n
Majarja A Sshté me dilemi nise P{A}— 5

Mgjarjs A gshig me gjasé tf madhe nése %q F{A]q

2, Gjasa ¢ nigjarges 1& pamundshme 4, A=0D, éshté ¢ barabaré me zero, dm il P{E)=0

b
Mise mr=0, d.m.th nuk ka mundis: t& realizchet ngjarja 4, pro F{ﬂ}=ﬂ=:_ﬂ=“"
"

3. Gjasa ¢ ngjarjes sé sgurté A, A = €2, bshté ¢ barsbarts me njé. dm.th, P(E)=1,

MeEse mi=#, dmih nide @ gjitha ngjarjet e mundshme clementare jang @ volitshdm,

niEherE npsaria A sigurisht do t& realizohet, pra P{A}=:= i 1.

4, Ngjarja A die nigjarja 5 Je 1 jené disjunkie, bashkésia @ nggajeve elementare per ngjarjen A+HE
dio 1°i pérmiban & gjitha ngiarjet e volitshme elementare edhe pét A edhe pér &, pm
P + ) = PlA)+ F(E).

L 18 jeté B numn | 1@ gjitha ngjarjeve elementare. Nése m 8@ numri | ngjarjeve 1
volitshme elementare pér 4. kurse mr, Eshié numsi i ngjaneve t8 volitshme elementare pér B,
niEherd me, +m, do & jeld numri | ngjarjeve tf volitshme clementare pér A= B.

Prandaj kiemi

iy =, m

PlA+8)= - Tf =P(4)+P(B).

Gijaté hedhjes 58 monedhés mund o ndodhm kéo nggage:
A. paragitja o stemiés nE fagen e sipérme 1€ monedhis;
B: paragitja = nummnit né fagen ¢ sipérme & monedhés,

_ Cakto gjasén ¢ ngjarjes A+ 8.
~ -




Vere xmidhjen:
Pasi ngjariet A dhe B jané 1 vetmet 8 mundshme, 1@ barabarta 18 mundshme. dhe disjunke,

kerni: F{A}I:%,Ffﬂj =%.pr&f"f.-".+E]=PIAJ+P[B}=%+%=1-

Teorema pér shumén e dy giasave vlen edhe pér shumén e e, katér dhe né pérgithési pér
shumé ngjarje t& fundshme & papmtoeshme, dm.th,
P{A+A A +.+4)=F(A)+P(A)+ F(A)+..+ P(A)
Sa #shat gjasa se prej shpilit me 52 letra do i wrhegim ose L 0s™, ose  xhandar”', ode
wdamé” pse | prift*"?
Vere zgjudhjen
Mumn 1 ngjageve clementare dshid n =52,

dq
A sishecin e st m = 4; P{A)=
B - vérheqgja e , xhandar-it™, . =d4; p{ﬂ }= jj?_:

4,
52'
£ iérhegia e, priftit™, p, = F[[}}: %

C - terbegja e, damés”™, m, =4; F['f_":|=

Pasi ngjagjet A, &, C dhe £ jané 1 barabarta 1€ mundshém die disjunkte, pér gjasén kemi:
i |

P{A+BLC+D)=P(A)= P(B)+ 1*{C]+P[I}j=l—z’=]—q.

@ = NEnpe kuti katopa 3 i bardhe, T tE 2, 818 kug dhe 106 kaltér. Sa éshié gjasa se do
bE i jerrim top me ngjyrd? { Topr bardh@ nuk Sshié | ngpveosur)
5 Eu'_]m: ngm:pﬁa A g &xhte e kundert e npjarges A Gshis
P(A)=1-P(A)
Pasi ngjarjet A dhe A jang disjunkie, domething A+ A = £, pra sipus teorems pacap-
rake kemi: F{.-'! + .‘1.}= P{§), dmih. P{A)+ P{d]= L. Prej kétu vijon
PlA)=1-P(a).
NE njé kuti ka topa 4 o€ bardh, 5 18 kaliér dhe 6 1€ verdhé, Sa eshi¢ gjasa se nuk do 1@
nxjerrim Lop 8 ngivrosur? (Topi i hardh auk éshité | ngyyrosur)
Wire zgjidhjen:
Numri i pérgjithshém 1 nggarjeve elementare Sshién =4 + 5+ 6 =15, Ngjarjo A: 1 mos

nxjertim top t€ ngivrosur ka m=5+6=11 ngjarjc 1€ volitshme, pra gjasa #chts

mo 11
P(‘.q}=:=g...,

13 e
)




Ngjarja ¢ kundéng A &shiE nxjermja ¢ topit 18 bardh. Mumri 1 volitshém té ndodhe ngparsa
£ = 4
A Eshié m, =4, pra gjasa shié F{A}=5=E. Sipas teoremits paraprake kemi
T

P{A)=1-P(A). dmth, P(A)}=1- Fj—"- ”-

15

Detyra
@ W mvoling éshié hedhur nje zar. Cakto gjasén-
A: paragilja e numrit ¢ift of pikéve né fagen e sipérme 1€ zant;
B: paragitja e pikéve numri i té cilve éshié mé i vogél se 5.
(2) sashié gjasa prej 32 letrave 1 térhegim ose ,pik'" ose , haro™"?

(@) N tavoliné jang hedhur dy zare. Sa éshié giasa se né faget e sipérme € zareve do 1§
paragiten pikél shuma e @ ciléve Eshtd numér ¢ift ose numér tek?

(&) Né tavolind jané hedhur dy zare. Sa Eshté giasa se a0 do & tregojné ose numer (2
harabarté & pikBve, ose numér £ pikéve shuma e 18 ciléve éshié 7, ose numra 1@ pikéve
shuma e 18 ciléve éshie 97

(5) Nenjé kuth ka topa 4 & bardh, 5 ¢ zi dhe 6 té gjelbér. Nxjerrim nga dy topa menjéheré.
Sa Esé giasa 18 nxjerrim ose nji top of bardh edhe njé top ¥ zi, ose njé.top & gjelbér?

Ngarjet A, B, C dhe [? ¢ pirbdjiné bashkising ¢ ngjarjeve elementare (3 dm.th.
(1={A.B.C.D}. Nése P(A)=0.2 P(B)=0.3 P(C)=0.4 mtehers sa Eshué
giasa ¢ ngjasjes 07

@ ME njé kuti gfargdo jané vendosur prodhime té lojit 1 eaknoar, ndéemjet 1€ cilave 3 jané
standarde. Punétort rastisisht ka nyjerrs i prodhime. Sa bshté gjasa se 18 paktén njé
prej prodiumeye 18 nxjerra dio 08 jeté standarde?

(&) Shénjestra rrethore pérbishet prej tre zonave koncentrike. Gjasa me njé plumb 1 qellobet
znna ¢ paré éshté 0,16, ¢ dyta 0,24, kurse e treta 0,28, Sa éshi@ gjasa t& mos géllohet
shinjeatra’

[1e2.



Kftokhu!
Pérkufizimi klasik i gjasds mund 18 rha- GpatE kalimit né pérkufizimin klasik @
tohet nése prej mE paré dibet numn i ngjar- gjasés supozchet se ngjarjet alementire
jeve t€ volitshme elementare dbe numri 1& rastit jané & barabarta té mundshme
té grithé ngjarjeve (& volitskese dhe @ dhe ngjarje B vetme i mundshime.
pavolitshme) elementare.

(ijasa matematikore g e shqyriuem gier mé tani caktohet n& bazé 8 numrit t& ngjasjeve
1€ volitshme prej mE paré t€ njohura. Megjithaté, n# prakike, gjatd hulumtimit & duburive
natyrore ose tE tjera 8 dhéna i atilla zakonisht nuk dihen 05 nuk jané tf dhéna, pra giase
matematikore, ose sikurse thuhet gjasa o priord, nuk mund me sukses té rhatohet. Prej
ketyre shkageve, gjasén & atyre ngjarjeve ¢ caktojmé me ndihmén ¢ kryerjes s serisé té
ekzperimenteve nE kushee tf pandryshueshme.

Mbaj mend!
Néseme m e shénojme numnin e realizimat t ngganjes A 0¥ n chsperimente 18 pava-
rurn i kryera nén kushte té npéjta, stéhers numr Jf, {HI=E quhet frekuenca relative
& ngjanes A,
[;i:} T'i shgvrtojmé rezultatet ¢ eksperimentit  hedhja ¢ monedhés™ gé o kané biré

shkencétar frangez Bifon (1838 - 1883) dhe matematikani anglez K. Pirson (1857 -
1936), 1€ paragitura né tabelén qf vijon,

Y : Mm::-:n;h.lm Niamri i paraqjes sé fff::%
| Zh. Bifon 040
K. Firson 12000
K. Pirson 24000

1
Frej tabelés shihet so frekuenca relative e ngjarjes A fenton nga numri Ep kurse numn

1
E Exhié gyasa matematkore ¢ nEjarjes A4 - paragitja e stemss™,



:i;_‘} ME tabelén q& vijon jané treguar rezultatel nga cksperimenti 4: |, Hedlja ¢ zarit™.
M i hedhjeve Realizimd | ngfaneve clemerare
| 2 3 4 3 f
B0 82 130 [ 06 o 106 84
600 933 1053 1027 1028 g2 o57
G000 GEHD 9989 DERE _ 10026 | 10190 | 9847
120000 19759 | 20065 | 19795 | 2032 | 20003 | 19936
ME bk d;:l ;MT-:_i-:fﬁn_imé frekuencén relative tf eksperimentit
el
1 2 F, 4 3 fr
00 0140 | 0220 | 0180 | 0,150 | 0,180 | 0140
6000 0159 | 0176 [ 0171 [ 0171 | 0164 | 0,160
B0 0,165 | D66 | 0065 | G170 | 0470 | 0,164
1200008 0165 | 0147 0,165 | 0169 | 0168 | 0166

Pre) tabelés vEren se zmadhimi | numrit 18 cksperimenteyve t# realizuara freksenca rela-
1
live ,I",,I:H} fentom ngza E=H.lﬁﬁ.... kurse gjasa matematike gjad hedhjes s& zam
|
pardgitet mjén prej numrave |, 2, 3,4, 5 ose 6 Eshité o barabart® me ﬁ. K&t edhe shumé

shembuj t& tere wegojné se te¢ ngjarpet ¢ rastit pér tf eabét nuk mund 1€ shatobet pérkufizimi
klasik pér gasen, frekuenca e ngarjes né numér t& madh t# ckaperimenteve, sipas regullis
eshi shumé alér deri tc giasa ¢ ngjarjes. Mga ato shkage mund © nxjerrim pérfundim e
ekziston konstante reale meth s& cibés prumbullohen frekuencat. Ajo kenstante, si karakieristikeé
numerike objektive e ngjanes A qubet giasa ¢ ngjarjes. Per vierén numerike & asaj konstante,
giaté numsil i€ madh 18 ekspermmenteve mund t# merret coe frekuenca e ngjarjes A ose
gt Eshii afér den e frefuenco. NEkEE ményré nuk fitohet formalishi pérkufizimi matematikor
i gjasde, por tregohet se ekziston glass e ngjurjes gjaté kushieve té caktuara. si edhe metoda
per vleresiman @ saj B8 péraféric

by ned!
Frekuenca relative [.4.]=E pér ngjargen ¢ rastit A qubet giass statisiike ose giass
n

e ke,
164

=



Formulst P(A) = dhe f,(A}=—" edhe pse nga jashté jané 1 ngjashme, por
" i

thelbésisht dallohen.

Me formulén P(d} = eoretikishn ¢ caktojmé gjasén e ngjarjes A.
T
Me L{A}=E eksperimentalisht e caktojmé gjasén e ngjarjes 4.
"

(¥ ta caktojmé gjasén dubet 2 kemi material ekspenmental, statistikor. Gjasa caktohet pas
kryerjes s& cksperimentit dhe marrjes 1€ disa fakteve empinke.

Giasa statistike quhet giasa @ posteriord (e pastajshme).

Pér ngiarien e rastit 4 mund 1€ cakiohet gasa statistike nése jané plotésuar kuskter:

Kjo veti e frekuencés relative qubet stabiliteti stafik | ngjarjes,

Stabiliteti statistik 1 frekuencés pér herd 1@ pard #shid virejur né demografi ose shkencén
pér popullsing. Chysh né shelullin e vietée ka qend e vérejiur se raport 1 numrt 8 fEmyjive @
lindur meshkuj dbe numrit t8 pérgjithshém w6 fémijéve t& lindur me vite kn gené i
pandryshuesh&m dhe péraférsicht ka qené 0,5 Laplasi, né bazé 18 numrit 2 madh 1€ té
dhénave statistike ka pérfundusr se frekuence f, (A) e fmijéve té lindur meshing pér Londér,
Berlin, Petrograd dhe tésé Francén ka qené i njgjté. T& gjitha ato raporte giaté periudhés mé 18
madhe se njé dekndé [&viz rreth numrit gE Eshté pérafErsisht | barabané me %:ﬂ.il 162,

E gjithé kjo na gon deri te njé ligj themelor né teoriné & gjasés i quajtur Ligji
pér numrat ¢ médhej. i shprehur nga matemukani Zviceran Jakob Bernuli (1667 - 1748).
Ligji tregon sa m@ i madh &sheé numni N i cksperimenteve, edbe ag mé pak ndryshoiné
frekuenca relative ¢ ngjarjes 4 dhe gjasa weorike e saj F{A]. Pér numér &2 madh té & t8
ngjarjeve elementare, numri | £ (A)—P{A) mund 18 béhet shumé | vogd, pra prej atje
vijon se gjasa statistike f, (A) tenton nga giasa teorike P{A),

Mé detyréin 1, pir m=2400, f {A)=0,5005, kurse gjase matematke Eshid

P(A)=0,5.



[:3,'} Cakto vierén | f, (4)— P{A)l n& detyrén 2.

Ligji i numrave & medhej ka karakterin ¢ aksiomds, karakter i€ ligjit natyror. Kur punchet pér

ngjarje rasti, ai na tregon né até gf mdividualisht paragitet si i restit, né masé 1§ madbe

paragites si § mrvoishém, | Hgishém.

~ Ekzistoné edhe nigjarje tiera 1€ rastit te té cilét nuk mund 18 zbatohet pérkufizimi kasik

1 RaISEs

Detyra pér pérséritje dhe pirforcim

@) Me principin & induksionit matematiker vérteto se vie

2+4+5+8+...4(3n —I}:@.

Eshii dhéné hashkisia A ={4,-I5,'1'.E}.

a) Ba nurmra katérshifroré me shifra 18 ndreyslsém mund 68 formohen me shifrat 1 bishkesisé
sE dhénd?

b} Prej numrave té formuar aa numrs jand ¢ifl, kurse sa tek?” Shioaji.

‘ Shkruzji té gjitha permutacionet & numrave me shifrat 1, 1, 1, 2, 2.

@ zgiidne barazimin V7 = 380,

Q; NE njé stacion hekurudhor jepen signale me ndihmén e shigjetave prej 5 semaforéve. Sa
signale tf ndryshme mund 1€ jepen, nése shigjetat né cdo semafor mund tf kené e
pozita & ndryshmea?

". Sa kEshilla t& ndryshitm mund & formohen prej 10 nxénésve dhe 4 profesorive, nése
gdo késhill pérbEhet prej § nxénésve dhe 2 profesorbve? T

@ coko ndbe k. nise ¢F = 35 dhe v =540, i

| Né sa pika priten 30 drejiéza qf shirihen né njé rrafsh, nése 16 prej tyre jané paralele,
kurse 12 kalojng népér ojé pike?

“_ Cakio anétarin e trembédhjeté né zhérthimin & binomit [9: - :";r-J . nése

K
koeficients 1 anétarit & reté éshié 103.

i

.5 Zheirtheje binomin .r-*l-

X
‘- Shkraaje bashkésing ¢ ngjarieve elementare & cksperimentit:
i) dy heré, npéra pas Geirés Eshé hedhur monedhe;
b} dy herd, njéra pas tjelrés &shé hedhur zari;
¢} njEkohesisht jand hedbur zar dhe monedha,
' Sa EshE ginsa se shurna e pikéve t€ dy zareve 1 hedhurm & jeté 77

‘ Prej shpilit me 32 letra fiton dy letra. Sa éshié gjass se lojtari do t fiton , xhandas"' dhe
w0 prift”" 7

'- Jané hedhur dy zare. Sa &shité gasa se né fagqet ¢ sipérme-1€ zareve do & paragiten pike
shiarma ¢ 1€ Cilave Sshité mé e vogel se 4 ode mE ¢ madhe se 107

res



NE kEHé temné do 06 mésosh pér:

Sigtemi keénddrejud @ Pozita reciproke & dy
koardinativ 168 drejtézave 2
<;.|'> Koordinatat ¢ vektort @ Vija rrethore 208
né sistemin kémnddrejts
koordinativ 171 @- Fortre e pérgjithshme o
baragimit & vijis mrethore 2048
<3> Largésin ndérmjet dy pikave 178
Pozita reciproke ¢ drejifzés
dhe vij€s rrethore 213
@- Mdarja ¢ segmentil
né rapor b8 dh#ng 178 Barazimi i tangjentés s& vijés
reethore né njé pike (& dhéngé 218
<5> Forma ¢ pérgiithshme
e drejiézés 181 @} Elipsa. Barazimi géndror
i elipsés 112
Barazimi 1 drejiézés népir dy pika. Paozita reciproke e
Forma segmentale ¢ barazimit & drejttzits dhe elipsés 229
drejtézis 155
@ Tangjenta & elipsés 234
@ Forma eksplicite ¢ barazimit 1
e ity io)
d?ﬂﬁﬁ;ﬂ n:' ke 188 EiTpets A s et}
¥ e qéndror i hiperbollés 136
gt e oy Pozita reciproke e drejiézés
e 193 dhe hiperbollés 243
'@ LAPEX pREY PO eI <€1:> imi # pasabollés 148
drejtiza 195 Barazimi i parabo

@ Kendi ndarmiet oy dretezive 198 G2 Posita reciproke ¢ drsiézés
dhe parabollés 1%3



X A | Vektori, giatésia ¢ & cilit £shié nje,
quhet vektor njési dhe shénobet me

@ Cka éshi vektor? i

o Cilét vektor jang kolinear? - =

@ NE i€ njéjtin rrafish jané dhéné vektorét % Le & jetd dhiing vektori njési e

E’ L e Wizaio vekionsn:

Cakto: uJ a=4¢: B b=23¢.
ﬁla+.€r \

by T LH:JHE dhind vnl-mn njési ¢ “—* atéhers:

W Mése k& R, atéherd ka éshié vekior '_a-"““'_""nn ) ?-_-3?
kolinenrme o dheks gjatdsinétébar- @ -4¢ =|ae G ndbl
bar me H‘Ha!

¥ Vektori njési e , i cili 8shis me kahe (2

W WVekton ka ka kahe t# njgjte me vek- nikjté me vektorin @ , qubet orta ¢ vok
Je— r [
torin @, nése k>0, kurse kahe 18 kun- worit @ dhe shénohet me are @
dist me vektorin @ nise k<0, I

Vektordtnjési e, dhe e, g jné reciprokisht normal dhe kand pike té fillimit té pérbushiet
quhmmﬂhm:ﬂr&mwm i dh-: _.f

l:|.I.I1HI'I|'.

Fil:a[}quhﬂmlhli [Imnr:llnauﬂ. kurzs- d::_pt&mttﬂﬂkunmnu vektordt | -GE, dhs
T -{?E,quhcnbuamkmrﬂmuu. fig 1.
Drejtéza ¢ caktuar me vektorin § quhet bosht i abshisés (boshti x),

kurse drejiéza e caktuar me vektorin ,IT quhet boshti i ordinatés

(Bosht y).
Rrafshi né t& cilin éshié dhéng sistemi koordinativ qubet rrafshi
koordinativ Choy,




Vekton fillimi i 1 cilit éshté né fillimin koordinativ O, kurse skaji n€ ¢farddo piksd M prej
rrafshit koordinativ, quhet rreze velctor i pikés M,
J:I> Lo tf jetd M gfarddo piké né sistemin koordinativ {0, TF}
Cokio koordmatat e meze vektorit ©M |
Viéire zziidlifon:
et eté OM rrese vektor ko pika M Eshié cakiuar me koordinatat ¢ saja, ifig. 1), kurse
IE:'_ﬂ--I’I dhe EJ?:I’: jané projeksione 12 rreze vektorit mbi boshtet koordinative + dhe P
Pref kifta vijon OM = ﬂ?, + m:l"
Pasi vekiorét (M dbe OM | jané kolinear me vektorét | dhe 7+ ekzistojné numra
ic vetem realé x dhe v ashiu gé

OM = xi + v
NE keté minyrd, né realitet, éshté bérd zbérthimi i meze vekiorit OM nEpéronit | dhe

J né sistemin kEnddrejt® koordinativ. Zbérthimi i k&6l gjithmons fshid § mundshim dbe
pvetén. Numrat real? x dhe p jané koordinatat ¢ rreze vektorit OM dhe i shenojmé, OM
= (% ¥
Mitkohtsiskt, x dhe v jané koordinatat e pikés A shénayme Wiz, v).
Koordinata = paré x e pikés M. dm.th. rreze vekiori (M qubiet abshisa, kurse koordinat
e dyté v - ordinata & pikés A
Ne kete ményré cdo pike M nga rrafshi Oxy i pergjigjet ifti | rudhitur i vetEm j numsave reals
x dhe
¥ien edhe @ anasjeilta: pér gfarédo gift € numrave realé x dhe ¥ ekxiston piké e vetme A
nga rrafshi Chey, plr i€ cilén x Schid shehisé, kurse ¥ éshté ordinaté.
NE kEE ményré Eshi® vendosur pasqyrim i ndérsiellié ndérmict rrafehit n si bashkisi & pikave
dhe bashkésisg 8 X R prej 1@ giitha gifteve 2 radhitura t# numrave reald.

Boshter koordinative e ndajn# rrafshin né katdr plesé, 1k

cilat quben kuadrané: I, I1, 11, IV, fig.2. o !
(= +} ++)
N 12 njEjtin sistem koordinativ cilado piké ka shenja sikurse o
#shi# paragitur né fig, 2, m v ox
{-r ':' ':_I 1
Pika A q¢ shirihet né boshtin x éshté me koordinata A(x, 0),

x e R, dmsth ordinata &shi& ¢ barsbarté me zero, pika B
prej boshtit v éshi® B0, v), v € R, d.mth. sbshisa &shis fig 2
zero, kurse fillimi | koordinatave €(0, 0),



Pér shembull, pikis 4 nga mafshi Choy i

pérgiigict i vetmi Gift i radhitur i numrave 2 1y
realé (4, 2), kurse pikés & - gifti 1 rdhimr T—i-
(-1, 5), fig. 3. 5
Fdhe anasjelltas, pér giftin e radhitur t& i
pumrave reald (-5, -2 ekeiston pike e vetme 2 s
" nga rrafshi Oxy pér 1 cilén -5 Sshié |
abshisa, kurse -2 &hig ordinata. Pér gifiin e = i %
e radhitur t numrave realt {3, -3) ckziston 5 a S
piké ¢ vetme I nga reafshi Oy, pér @ cilin RN S 1.
abshisa #hté 3, kurse -3 &shté ordinaté. ¢ = I
Dhike pasur parasysh, shpeshheré pikén 4 D
M e entifikojme me a1 gift 08 radhinur 2
numrave reald (x, v}, kurse rrafshin & me fig, 3
bashkézing R x R

[3> né sistemin koondinativ (0,7, 7 ) jané dbtat pikar: A(-3, 4), B(2,-5), C-2,-1)
dhe D5, 0). Zbértheji meze vektorét OA . OR . OC dhe 0D népés ona.

Vire zgfidhyen
Eﬁ:—f+d?; Eﬂ—?:—]—r:
OB=27-57.; OD=5i +0j =50

Jané dhénd rreze vekiorst me koordinatat ¢ tyre:
OA=(-2,4); OB=(0,-3); OC=(5-2) dse OD=(—4,-2).
1) Paragiti né sistemum kénddregté koordinativ,
b} Zhértheji sipas boshteve keordinative. (ortat).
Nise OM, =x 1 +y, j dhe OM, =x,i+y, | jank meze vektor, at€heré ato jand
barabari® n&se dhe vetém nése kané koordinata pérkatéze 18 bargbarta, d.m.th,

ﬂ_ff{' ’m’ nése dhe “!*ﬂ nhe;q = .3'1 hjl =T,

Caktoji numrat realg x dhe p prej relacioneve:

3 +2 ) =lx+1)i+v [ by xi+5] =-3i +(y-2)7.
Vre sgjiobjen:
) x&l=3 r=12
a1 Prej barasisé vijon { - d.m.th { v



Detyvra
& Fnl'iqi!i né sisternin koordinativ meze vekiorét & dhéné me koordinatat e tyre:
a) a=(23); b=(-15); c=(4,-2); d=(-1,-3); e=(8-5)
b) a=(4,0); B=(0,-2); c=(0,3): d=(-50)
g a=(3,3); B=(-5-3);, c=(-22); d=(44)
Si Eshed pozita ¢ tyre reciproke ¢ vektoréve nén by, dbhe ortat § dhe T?

F

@ Cakto koordinatat e rreze vektoréve OA,
OB, OC. 0D, OE. OF dhe OG 1
dhéné né fig. 4, | i | -

@ Rreze vektorit @ =(4,1), b =(0,-3),

e=(-10), d={1-1), z=(-25) 41:_? f_f'

zhértheji sipas ortave | dhe j | F

':3_-] Cakto koordinatat e wvekiorBve: a =4f +3 _.I" F
d=-14i+9], e=—7,

(2 ~ WOORDINATAT E VEKTORIT NE SISTEMIN

KENDDREJTE KOORDINATIV

D}p M sistemin kénddrejté koordiaativ

(0.7, 7) eshie dhene vekuori
awAR + pikat & skapshme € t€ cilit jans;
Alx,, v, ) dhe Bix,, y). Cakto koordinatar
2 vekioril a

Mbledhja ¢ vektoréve ka veting komu-
tative dhe asociative:
a+b="hb+a dhe
(a+Blec=a+(b+c)
Pér shumézimin ¢ vektorit me mumér Veére sgfidisfen
vleingé kito ligje: a¥

e Ty ; Bz, v
o Ll | T
f+mlamka +ma : r'/m | o
k(a+¥F)=ka+kb. (/(

i el :
07T = L, X
fig. 1



Koordinatat ¢ vektorit @ | shénojmé me a, dhe a , fig. 1.

Vekiori AB nuk Eshié rreze vektor, por ai mund 1€ paragitet si ndryshim 1 dy meze
vektordve, dmth,
AB =08 -0DA
ku OF=x,i+y,j. OA=xi-y . AB=(x,i+y, j)-(eT-%7):
AB=(x, =x)i+(xm-»)J.
Domethéns, @ =z, - 5, dhe g =¥, -y dmth a=AB=[x,—%, 7 -¥%)
|35 Cakto koordinatat ¢ vektorit AB ,nése A(2, 4), B(1, 3), kurse pastaj zbértheie sipas
omave | dhe T
Vire sgiidinjen
a=xex ==, g =p-3=3-4)=7
Domethéng, AR = (-1, 7}, dmih AB=—i+7 .

Vektori a ==5i =4 j pikén ¢ Vireagfidbjen:

fillimit ¢ ka .42, -1). Cakto koordi- a=X &, A=WV

natat e pikés s& 0j 1€ skajshme B, S=x-1 -4 =y - (-1}
x,=-=3 ¥, =-5

Mbaj r Domethéng, B(=3, =3},
Nesc jané dhéné pikat A(x,. 3, dhe B(x,, y,), atéheré koordinatat ¢ vekoric AB esheé
Fiti O = x, v, - ) dmh AB = (- 2, 0 -w)
Operacionet: mbledhjen @ dy ose mé shumé vektoréve, zbritjien & vektoréve dhe

B shuméEzimin ¢ vektorit me numér, gjer me Yl ¢ bémé gieometrikisht. pasi edhe vet
vektorst ishin i dhéné gjeometrikisht (si segmente 1& orientuara). Tani do 18 tregojmeé

si i bim ato operactone, nése vektorst jané dhéné me koordinatat e tyre né sistemin koordimsativ
(0.7.7). . )
Jané dhiné vektorét a =[ﬂl.|:l,}; b =(b,.b, ). Cakto shumén e tyre,

Vere sgyidhjens
a+b=(a.a )¢ (b.b,)=(a,iva T)+(p,i+b7)=

=(a,+b,)i +(a,+b)j=(a +b,a,+b,)
A vlen & njgjia regullé nése numri i mbledhésve Esheé mé 1 madh se dy?



E!‘}' Jané dhéné vektorst @ ={3,-2), b ={2,0) dhe € =(-1,—4)
Cakto: a) a + b bla+bse.
Vére zgfidjen:
al g+ b =(3,-2)+(20)=(3+2,.2+0)=(5,-2).

Mbaf mend!
Shuma e dy ose me shume vektoréve eshie vebior koordmata ¢ 18 cilit jané 16 barahasts
me shumén e koordinatave 1€ tyre pérkatése, dm th, nése @ =(a,.a, ), b =(bb ),
©=(c.c, ) atéhert @ + b+ ¢ =(a, +b, +c,.a, +b, +e,)

B_} Cakto ndryshimin e vektoréve E={u,,-:rJ,} i H:{E-J,br}.
Vére zgfidhien;
a-b=(a,a)-(b.b)=(a,is+a 7)-(b, i+b )=
={a,—b,)i +(a,~b,) j =(a,—b,.a —b,)

B> Cokto ndryshimin e vektoréve: E:fﬁ,—l] i Fl{—l.—d}.
Viére zpfidifen:

a-b=(5-2)-(-L-4}=(5-(-1),-2-(-4))=(6.2)

Mbag memd!
Mﬂhmii'ﬁr.umﬂﬁ.vmnrkmﬁnnfaﬁﬁlhhﬂEhhihmtumhm:lr}ﬁlﬁmu
@ koordinatave té tyre péckatese, dm.th, nise @ ={a,.@, ), b =(b,.b, ). atehest

F_E#[ﬂl -b-t'._n:l'“bl}' >
I:g:> Vektorin @ = [:I'-'l1I z-N ] shumézoeje me numsin 4,
Vere zgfidhfen
Aa=Aa,a )=Ala,i+a, j)=(da )i+ (4a) [ =(da, 4a,).
_[g-‘_;-' Nése g = (3,-2}), cakto vektorin: a) Sa: b —3' a,

Ve wxniidifyfen:
alSa =5(3,-2)=(5-3.5 (=23 = (15, -10),




Mbaf mend!

Vektori shumézohet me numér ashiu g gdo koordinast e vekionit shumézohct me até
numér, dm th nése a =(a,.a, Jdhe e R, atéher da = ﬁn,-,:i'.u,]..
[[;‘p- Jané dhéné vekworet: @ =(3,-2), B =(2,0) dhe ¢ =(-1,-4).
Cakioji vektorél:
8) @+ h; Bl b—c c}—2:+%3+3::‘.

Vire zgfidifen:

Ba+h =(3,-)+(2,0=03+2, -2+0)=(5-2)

) b—¢ =(L0)-(LH)=2-(1),0-(4)={3. 4

¢ ~2a +%F+3F =.2(3,-2) + %{1, 0) = 3(-1, -4) =

= (-6, +4) + (1,0) + (-3, -12) = (-8, -B)
[ﬁ:- Jané dhéné vektorét: @ = (-1, §) dbe & =[%,-2J.cm:>j. vektorit

sj3a+2h;: bi—ag+d4b;: © %E—rﬁ_

Detvra
@ Cokio shumén dhe ndryshimin e vektoréve:
a) @ =(3,-1)dhe b = (5, 4); b p ={-1,2)dbe g =5, O}

@ Tank dhéné vekeorst: @ = (2, -3 b =(-1,2); ¢ =(1, 1}

Cakio koordmatal ¢ vektonbve:
1

2) 13-%'5; M3a=-c; © IE—EE+IE: la-Sh+c
@ Cakto numrt realé x dhe v néze:
8) 20 +3 7 =axi +(2y-1) f; bl (2x—y+1)7 +(y-3) j =10
S 3=xli=y =y +4'_|f- ~(1-2x) 5.
@- Cakto koordinatat & veklorit AR , nése:

a) A(5, -1}, B(3, 4% k) A(3, 0), B(0, 5)
eh A(-4, 7), B(1, 0} o) A(81, -32), B(§7, -33).

[



(5)) Cakto koordinatat  pikés s& skajshme B 16 vekiorit AB , nése:
a) A(D, 0); AB =(-2, 5 by A(3, -1); AB = (4, 3);
) A(-1, 2%, AB =(5,-10%; ) 4(D, -2), AB = (-3, 0).
(8} Cakio koordinatat e pikés s fillimit 4 t& vektorit AH , nise:
a) B0, ), AB = (3, -2); b) B(5, 0), AR = (-2, 1)
chB(-3,4), AB =4, -3 ) B(0,-1), AB = (-2, -5).

@ Duke i shirytézuar koordinatat e veldtordve virteto teotemisn pér vijén ¢ mesme 8
trapezit.

<.3‘>Q LARGESIA NDERMJET DY PIKAVE

E) Pikat A(5, 1) dhe B(2, 5) paragiti ng sistemin kenddrejté koordinativ, kurse
! pasta) cakto largesing nd¥rmjpet tyre.

Vére sgiidhjen: e
Méper pikat 4 dhe & térhegim dreji@m paralele me 1
boshtet & koordimatave fig. 1

Cilat jend koordinatat e piképrerjes sé pikeés C7
Si éshté A4BCT

Cakto gjatgsite e segmentéve AC dhe BC.
Virese AC =5-2=3, BC=5-1=4;

s s a1
AR =43 44" =5,

2, 5]

= feb b B LA oDm
#

€ A5, 1}

(ST & .

14 % §

*
X

fig. |
EE'.:? ME rrafsh jand dhéng pikat A(x, ) dhe B‘{:_,,,_r:}. Cakio larggsmé ndrmjet tyre.

Vire zgfidhfen; ¥a

o an 7 -
AABC Eshté kénddrejts me katete AC = x, - x, dhe 1
EE =¥y~ W g2
Largésin ¢ kérkuar &shié o = (x, - x ¥ + (¥, - ¥ ¥ ose

g:ﬁ:J{x;—.:,}”{hﬂ:ﬁ

[j;:: Cakto largésind nddemjet ryre;
&) A(7, 9) dhe B{10, 3); b) A(-4, -5) dhe B (3, -d);

¢) Aicasa, 0) dhe B{sincr, W3in 2:1'}




[Ef} Mé boshtin x cakto pike e cila &shi€ njé floj ¢ larguor prej pikave A(0, 5)dhe B4, ).
Viére egifdififens
Sa eshu grdinata e pikés qf shrihet né boshtin x7
Pika @ kérkuar le té jetd Mix, 0)
ﬁ:ﬁ}l{ﬂ-.ﬂl +(5-0Y : ﬁ=\lrf-'-t— tF +(2-0Y
Prej kushtit MA=MB kemi o x2 +25 =16 -8x+ 2" +4;
2+ 25=16-8c +x*+ 4 prej ku

] 5
K- % LJdmih. M [—E,l]':].

[;5} NE boshtin ¥ cakio pikén e cila #shié nj# o e larguar prej pikave A(-3, -5) dhe
B4, -3).

[if:':v Wi hoahtin p 08 caktohet pike gf prej pikés A4, -f) &shig e largoar pér 5 njdsi

Vire zgitdhien;:

Sa éshie abshiza ¢ piks gf shirilet n& boshtm 1 ?
Pika e kérkuar le 18 jeté M, V)
Prej kushtit 1€ detyrés MA =5, dmh \JI!H —0¥ + (- _\']: =3;
o+ 3+ 12y 407 =325; 37 + 12y + 27 =0,

Pas zgjidhjes s& barmenmil katror 1 fitopmé viesat v, = -9 dhe ¥, = -3, g do t& thotd se
ehzisiojné dy pika t& atilic: M {0, -9) dhe M0, -3),

}1 ME boshtin v 18 cakioher pika g8 prej pikis A(5, 12 &hié e larguar pér 13 njési.

E Formula pér largcing ndsrmjet dy pikave muncd 18 b
#hatoher edhe pér njehsimin e gjatésisé & ¢forddo [ Ko

Bl

vekton a =i, i +d, j_ . nése dihen koordinatat ¢ Hj a_ dhe
@, ni sistemin koordinativ ({?.T. I} e i perd dhéné vekron
a =AB , ku A(x,, ¥} dhe B{x,, ). Algheré gjasia ¢
vektort E & shénohet me t;| , Bshg né realiter largisia
ndérmjet pikave 4 dhe B fig, 3, domoth

|‘1| =d(4, B) = J{I:I_II]!"'{}'.E_}'I}J'

Fasix,-x =a, F,-¥

(%]

-=£|:Il:cm't



Cakto gjussing ¢ vekiorit @ , nése:
) a=(AL-—5); b a=fiT-47.
Vere zgfidhfen:
Sy I ]
a]|r:r|=q.|I[~u"j_1:]' +{_£} =4J114+5=4.
Cakio gjussing e vekiorit AR, nése:
a) A(-2, 31, B-1,-3), b A3, 2), B-2, 104,

Vére sgjidhjen:
8) AR ={x,~%, %, - AE =(-1+2,-3-5);dmth AB =(1,-8), pm

|AB| =i+ (=8F = /i 64 =65 .

Detyra

-.:l:l Pikatd(3, 4), 8(-2, 4) dhe €12, 2) jané kulmet & njé rekénddshi. Cakio perimeirin ¢
~ trekEndéshit
t:i?] Virteto se trekindéshi kulmet e 18 cilit jang A{-1, 1), B(1, 3) dhe ©(—/3, 2+ J3)
dshie barabringés,
@ Verteto se trekfndishi me kulmer A(2, 3), 8(-2, 5) dhe C(=1, -3} éshié kénddrejié.

-:,E‘} Cakto harazimin @ vendit gieometnik € pikave njé [oj t2 larguara prej pikave A(2, 2)
dhe Bi4, 4),
|:__1i:| Cukio koordinatat ¢ pikés gf jané njé lloj 12 larguar pre) pikave

a) A0, O), S(1, O) C(0, 2 b ONO, O, A(3, 0, B, 4)

IFE_:I Pika M(x, ¥) dshié njé lloj e larguar prej pikave A(3, 5) dhe B(-2, 4). Largésia ¢ sa
deri te boshti y &g dy herd mi e madhe se larpSsia deni 1¢ boshtix .
Cakro koordinstat ¢ sajo

".LE} Jané dhéné dy kulme fgmje & katrorit A(3, <T) dhe B(- l,.-i_i. MNichso syprinén e 1j,

(B} Njé pike levizse, ¥ ka pasur pozitén fillestare M,(3, B), zhvendosct paralclisht me
Boshtin p . Té cakiohet peeita 2 1) ko ajo do 18 jet@ né largfsi 18 baraband prej pikave
M4, 7) dhe MA-3, 2).

I’E;I Nje pike livizese, qé ka pasur poziEn fillesture M (2, |} zhvendoset paralelisht me
boshtin x. Té caktohet pozita kur gjo ka gene né Iargssi 1 barabartd me 13 npési prej
pikés M, 6).

I:I_E:;I Virteto analitikisht se n€ trekEndéshin kEnddrejté segmenti &, 1 cili ¢ lidh kulmin e
kendit t& drejte me mesin ¢ hipotenuzis, Ehié | barabarté me givamén e hipotenuzés,




Ci) NDARJA E SEGMENTIT NE RAPO

!'I.ll.
A j} Caktoji koordinatat ¢ pikés C, ¢ cila segmentin 7 —;ﬁj.l; Tl
AB, A1, 3} dbe B(5,7) endan nérapert 3: 1. e 2 E
¥-g
Viére sgfidhfex A %)
Miper pikén A térheqim drejtéz paralele me boshtin * - o
x, kurse népér C drejtéz paralele me boshtin .
Piképrerjen ¢ shénojmé me pikén D.
MeEptr  tErheqm dregiéz paralele me boshtin x|, kurse 3 1 ¥ 55 o ;
népér & drejidz paralele me boshtin ¥, PikEprerjen e
shénojmé me pikén E. (fig.1). fig. 1
Pasi pika C &shté ndérmjet pikave A dhe B, vijon se numrat x - 1 dhe 5 - x jané me shenja
1€ njéjta.

AAT ~ ACER (si trekEndiésha kénddrejté. me kénde t& borabartg),
Preg nggashmérisE sé irekEndishave vijon se brinjét pérkatéze jané proporcionale, d.nth.

AC:CB = (x=1):(5-x), dhe AC.CB ={p-3):(7-y)dhe
E:E-E:lwgm AC:CR =1 ]'rl_|.-|‘.'u1.
-1y (5-xy=3:1; =3):{T-p=
x=1=15=13x ¥=3=21-31
4x = 16; x=4. dy=24; y=86.

Pika e kirkuar dshig C(4, §).

Cakto koordinatat e pikés C, e cila segmentin AR, Aix,, » ) dhe B(x,, y,) ¢ ndan
né raport i dh#né m o n = A

Viére zgjidlfemn i
Pasi pika  shirihet ndémmjet pikave A dhe B, fig 2, numrat Bz, 3
x - x, dhe x, - X janE me shenja 18 nj&jta, pra prej L 'E:_\
ngjashmirizé s trekEnd@ahave dhe kushtit t2 detyrés kemi: i_-_q
ml 4
St e ¥ : '
AC!CB =(x-x):(x,~x) dbe AC :CB =14 i;r*-
te.(x-3): (g -2} =4 Alziy) 1=
¥ox,= A, - A I A
il +A)=x +Ax,, te o x x L ox
= titAn
1+4 fig. 2

-l



© NE ményré & ngjashme pér ordinatén v fitojmé ;=Ell'*—"';1.
+

Pika ¢ kerkuar Sshté q+dy g +Ay, !
1+2 " 1+4

& Cakto koordinatat e pikés O q# segmentin 4F ¢ ndan né raport A:
a} A(-6, -2}, B2, 100, [1=3; b)A(-1,2), B(52), I= l:

2
€) A(3, 5), B(-8,1), A= % :
Viére rgfiditfen:
+ +4
" g pettdn _Ftdy
dsere ek
T o e
—1+-5 = 4.2 2
X= 2 z1=|: _."=_'=_"i"11
Jhd = e 1, B
5.0 2 2
Domethéng, C(1, 2),

MNége pika O éshid mesi i segmentit 48, adkers:
® AC:CB=1,dmit A=1.
© Cilat jané koordinatat e pikés 7

Cakio koordinatat ¢ vijés sé réndimit t@ trekéndéshit kulmet e 18 cilit jané pikat;
a) Alx, v B,y Cle, p ke by A(2, 3). B(-10, -4), O, -8).

Vére zgfidhfex
2) A,y A [&%‘1 _.TLE_.-E] fip 3. Nése T #shid vija ¢ réndimit @ Ad BC, atéhers:

]

ﬁ:HIE:l =l't'l IIH""I'Izl



e
A S EAR LN
e 3
_||r|+1.":|{?l"_ll ] h
iis2 L
o 1+2 3
ethéné,
T Htet+x y+nty
3 ' 3 .
Segmenti AR, A(-9, 5) dbhe B(11, -3) 6g 3

me pikat M, N dhe P Echil ndaré n katér
piesé té horabarta. Cakto koordinatan e pikave M, ¥ dhe P

Vire zgfidhjen
Pika M ¢ nidan szpmentin A8 né raport -f':"‘- 3 fmr-.l'-} N _F' Bil,-3
I:I-:]:J.ﬁ,guq'..m ﬁgd
‘EI+;-I-I] -_—2--_";-]-1 54 2.(=3) P
X, = i = 1 =—4- '}I-=-\_r|iﬂl_-T=3.
1+ i - i
E 3 1+

Koordinatata e pikave & dhe P cakiofi vet
Defvra
{E_j' Caktoji keordinatat ¢ pikés C ¢ cila segmentin A(-3, 1), B{2, 5) ¢ ndan ng raport 3 - 1.

(2) Cakto koordinatat ¢ vijés sé réndimit t¢ trekéndéshir

_ A(2, 3), B3, 4), C(-8, 2); ) A(-5, I), B(-1, <6), €3, 4).
3 Segmenti A(3, -6), B(I0, B) éshi ndaré me pikat C, D, E dhe F né pesé pjesé 18
harabartn, Cilét jang koordinatat e aryre pikave?
@ Cakto koordinatat e kulmif t# katért 8 parnlelogromit, nése e kulmet & 6 jané:

ay A1, 2) B(-5, -3), C(7, -6} by A(-10, 7), B(5, -13), (14, 7).

@ Virtelo se drejléza g€ kalon népér meset e dy brinjdve 6 wrekéndiEshin éshié paralele me
brinjén e trerd
Lzt AABC vendose né sistemin koordinativ ashiu qé brinja 48 68 shirihet né boshsinr |, kurse
kulmu A & puthriet me fillimin & koordingave.

Segmenti AB, Alx, v ), Bix,, v.) ¢ ka gintSsiné d. Vazhdo segmentin npér pikén 8
per a njési. Cifat jané koordintat ¢ pikes sé skajshme tf segmentit & fioar?

=



@ Segmenti AB, A(1,-1) dhe B(4, §) t& vazhdoher a8 kahen A8 deri tc pika C, ashiu
¢ gjatésin ¢ tij 1€ rmadhohet tri herk, Cakioj koordinatat ¢ pikés C.

(B Cakio syprinén e trekéndishit, kulmet ¢ té cilit jané

a) ACL 0), B3, 1), N0, 2% b) A(-4, -3), B(5, 1), C(-3, 5);

el dfa, 01, Bla + b, a), [0, &)
@ Cakto syprinén ¢ katérkénd@shit, kubmet e 8 cilit jand

) A2, 3), B-3, 4y, O(-1, -8), P03, - 1); bYA(-1, -2y, B(S, 4), OO0, %), -2, 3).
(10} Pikat A(3, 5), B(12, 2) dne €(8, 12) jané kulmet e trekiéndishit. Cakto:

a) perimetrin e trekéndéshir,

b} koordinatat ¢ meseve 08 brinjéve,;

¢) koordinatat ¢ pikés sB réndimit;

¢) sypringn e trekéndéchit ARC.

(L) Pikat A(-2, -1), B(D, 2) dhe C(4, y,} jan kulmet ¢ trekéndéshit ABC, syprina e 12
cilit &shig § = 7. Cakeo ordinatén v, e pikés C,

Kujtoku! A Mjgr nia detyrat e geomatrisé and.

b | ke Eshig: nése shid dhénd harazimi

Me =a pika dshté pércakiuar njé drejtéz? e i ndonpé funksioni, 1 vizatohet gra-
1 i g,

Su drejtéra kalojné népér njé pikeE? Detyra e dyié ¢ gleominsé analitike Sshté

nése diben verité ¢ ndonjé funksioni, ta
Wepér gfarédo dy pika i ndryshme kalon  shkrugimé barazimim ¢ tij.

njé dhe vetém njé drejiéz Dhudee ditur se népéée dy pika b8 ndryshme kalon
Vizato grafikun ¢ funksionic Henare vetfm njé drejiée, detyra ¢ joné éshid ta
Ir-y=1, shkruayms barazimin e saj.

Jani dhiéné pikal A(Z, 1) dhe S5, 4). Cakto varésind ndémjet koordinatave 18
pikave A dhe 8. dhe ¢farédo pike Plx. ¥) prej  ya

drejtézes qF kalon nipér pikat 4 dhe B, ) I .-
Vire | asa dys

zgfidhjer 4 e
Nipir pikat A dhe & ierhegim drejiéza paralele 3 5 1 e
mi hoshim 1, 1.‘“2 13 SO T |
Népér pikat B dhe P téchegim drejtéza paralele e T o
mie boshtin ¥, I "

N : 2 . T T e T R Tt G

Si jané ndérmijct vetn A4 CE dhe ABDPY fig, 1



L AACE ~ ABDP, pra ngjashménisé vijon (x - 5) 23 = (v - 4) : 3 prej ku
X-d=y-4 dmihx~-y=-1=0

Vieren se varésia ndérmjet koordinatave t8 pikave 4, 8 dhe P éshité shprehar me barazimin

linear t& drejtézés.

VeErtetimi:

'Le té jenE A(x, ¥ ). Blx,, y,) pika t¢ dhéna dhe Je
jeté Mix, ) gfarido piké prej drejtézss gé kalon népér
pikat A dhe 8.

" Mépér pikat 4 dhe 8 térhegim drejiéza paralele me
boshtin x.

' Mépér pikat B dhe M iErheqim drejléza paralcle me

Iseshitin 3

" Piképrerjet ¢ drejtézave t8 térhequra le o jeng C dhe D,

fig. 2

 AACE ~ ABDM. Pse?

P . DM CB i s, OO
Prej ngjashméEriseé =8 rekEndéshave vijon = dmih, ——4= I
DE CA x—k mex T
k“[""}';!"]‘ﬂ}":-f‘xlxﬁ'.ﬂ}-
Pas reduktimit (2 kryer fitohet barazimi
(v = e + (e - 2y + 59, -, = 0,

Ndryshimet ¥, = ¥, x -, dhe xp, -x ¥, jané numra konstanté pér ¢farfdo piké A, pra
mund t°i shénojmé me 4, 8 dhe C pérkasisisht, AtEheré barazimi 8shid i formss

Ax+By+C=0
i cili quhet forma e pérgjithshme ¢ barazimit (& drejiEzes,

Al e shpreh kushiin ku pika M{x, v) shirihet né drejtézén p. Domethéng, koordinatat e cdo
pike Mix, v} e cila shirthet né drejtézén p ¢ kénag barazimin, kurse koordinatat e pikave gi
nuk shrihen né drejtézén p, ouk ¢ kénagin barazimin & fituar.

[EJ* Vizato grafikun e baragimit:
Alz-y=0 Bx-2=0 Ip+5=4



Vére zgiidhfen
a) Sa dshté koeficienti O né ks barazim®

2101 ] Vere se graik keton nepir OO, 0) (5g.3).
y|0]2 .
rli'u
jvd i
3 _?_J ,
2' ] -l'!| ]
I .;L - -l e T
CREE T 4
-1 Y IF' B Rl B ¥y=
fig. 3 fig. 4 fig. 5

b Direjtéza x - 2= 0 gshed identike me x + 0 3 - 2 =0, & ciln i kénag koordinatat ¢ pikee
A2, ¥), ku y éshié ¢farédo numér real, dm.th. 4 (2, -1}, A(2, 0), A (2. 2) e4y. fig. 4.

¢} Drejiéza 3y - 5 = -8 &shie shentike me 0 - x + 3y + 3 = 0, e cila i kénaq koordinatat e
pikave Bix, <1, ku ¥ éshid glargdo numér real, dm.th.

B,(-2, -1), BJD, -1}, B, -1) ef. fig. 5.

El[}j;; faré pozite ka drejtfza Ax + By + C = 0, n& mafsh nése:
) $C=0; B)B=0; c)d=0; ¢)d4=0,C=0; HE=0,C=0,
Vére zgfidhfex
a) Nése O =0, 4 2 0 dhe B = 0 atéhers harazimi &shé | formis 4v + By = 0. Koordinatat e
fillimit t# koordinatave ({0, 0) ¢ kénagm barazimin, Ax + 8y = . Domethéné, drgjibza e
formits Ax + By = () kalon népér fillimin ¢ koordinotave fig, 6.

:ll'.l'-.
o] ¥
-
Al Lo
¥ pRE
/::r Ia’ 1
fig. & fg. 7

C
by Nése B = 0, A =0, C =0, ateheré barazimi i formést Ax + C = 0 ose 1=—E.

, J . C ’
Kjo do té thots se té gjitha pikat e drejiézss kané abshist & npjié x= Y, d.m.th drejtéza

éshté paralele me boshtin ¥ dhe Sshig né largési |—% njdei prej saj, fig.7.
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ciMEse 4 =0, B0, Cx0, ashers barazimi ssheé | formes ¥

By+ C =10 pze y:—%. :E‘_I
Kio do té thott se 1 giitha pikat ¢ drejtézés kané ordinasé 1@ njEje e '%
¥= —%- p domth, drejegza Eshié parslele me boshtin x dhe 8shié né fig. &

5
laTgEsi J-E njsi prej zaj g 8

giNése A =0, C=1{), B £, stéheré v = [}, éshté barazimi i boshiit x.
di Nése B=0, C=0, 4 %0, atdhers x = () éshté barazimi i boshtit 3.
Duke & zgfidhur KE0E denyrd ¢ wirtetofmd tearemdn £ anasiellid

[i?-' Cakrogi piképrerjet e drejtizés x - ¥+ 1 = (0 me boshtet koordimative.
E\.ﬁ" Caktoji piképrerer & drgjlézes Ax + By + O = [} me boshtet koordinative,

Vére zgjidhjen:

Fiképrecja me hoshtin x ¢ ka ordinatén p = .

Duke z8véndésuar te baraziml fitohné Ax + O = 0 prejku x= -E :
A
Domethéné, prera me boshtn x éshte W [—%.1} ]

Pikeprerja me boshtin 3 ¢ ka abshisén x = {0,
Duke pévEnddsuar t¢ bararimi fiiggmé Bp+ C=Qprejku py= _g )

Domething, prerja me boshtin  Sshi M{ 0.- % ]

Petyra

(1) Cila piké shiribet né drejtézon: a) M(2, 3), dx-y=0; b) M(4, -2), 8z - Tyr= 46,

ey P ) Sx-Fp 4 12 =10 NS, Thox - 2y = 107
| Clard pozite kané ne rmafshin koordinativ drejiézar, barzimel e 18 cilave joné:
aldx+6=0; M-3=0 opIx+y=0 g2yr=0: dj3x=0

Vizato grafikét e byre.

(b2 |

=)

drepEzen pr.
ajdr+3p-T=0, M-2.9); bBIx+Bu+6=0, M-6,-5);
chdx + 3+ C=0, M4 3)

Te harazimet g8 vipomé cakto koeficientin e panjohur, sshin g pika M 8 shirihet né



L]

{4 Eshut dhn basaziei i plrgjithshéim i drcjiiabs 2t - y + 3 = 0, Caktofl pikepreriet me
bochiet koordinative,

(:53 Te barazimi § drejteizgs (m + 20x + (2m - 3 + 3m + 5= 0 cakio parametrin m, sshi

qE drejidea:
a) 1€ kalon népér fillimin e koordinatave; b 1@ jeté paralele me boshtin i

¢t jete paralele me boshiin v, ¢ 18 kalon népée pikén M2, -2).

A [T jans dnens pikat A, ¥,) dhe Bix,, v}, Shkrusie barazimin ¢ drejizss 1&

caktuar me pfo pika.
Vére zgfidhfen
Neper pikat A dhe & kalon drejigza ¢ vetme. Pika Mix, 1) be € jeté cfarédo piké prej
drejeeaés. ¥
AdM M~ AAB B, (Pse) " S ___1-1_{1;:},;

Prej ngiashmérisé sé trekéndéshave (fig 1) vijon

d b
LA BT e m;ia/:
E o B S e
Al { Y- h
i T T, !
o —a-x) A L

.:,r"—’ -~ ; I =K,
g 127 :
x . r X
¢ka paraget barazimin e drejtézis néper dy pika.
fig. |
Jant dhéné pikat A(1, 2) dhe B(5, 4). Shkruaje barazimin e drejtézés 16 cakiuar me
ate pika,
o =) Mix, ¥}
AAM M - AAB R ¥ B
¥-2 2 1 4 - x
== y=2=—(z—1) x-2r +3=0. 3 /1 b
-1 4 2 4 B, ty-2
Duke e zhatuar formulén _:J.-" 203 Zh 1|-M,
! o ; >
}—j‘,—;':'t;‘-[.t—-l',]k:lm O g R e LS
fg.2

4=2
= =ﬁﬁ.‘—ﬂ,tr_.x e i B ) B

E;- Eshid dhing irekendéshi ABC, A(2, 3), B(<4, 1) dhe €42, -3). Shkruaje barazimin ¢
a) brimjgs A8, bl vijEs s€ réndimit 1 térhequr prej kulmit A
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++ Nse pikat A dhe B shiritien né drejtiztn g8 éshté paralele me boshtin y, atéheré barazimin
e drejtézés népér dy pika shfrytézope né kétd rast:

[ Stkrusje barazimin e drejtezés g kalon népis pikt A(m, 0) dhe B0, n).

Vére zgjidhfen:
1 Mipér pikat A dha B kalon drejtéz e vetme. Né formulén pér barazimin e drejtézss népér

dy pika, i zévéndisojmé koordinatat e pikave (£ dhiéna, d.m.th.
0 (),
m_—
My = -y +
= my = mmn, (o2 0)

y—0

ot
M H
Ky barazimi quhet forma segmentale ¢ barazimit 1 drejiézds.
[ Borzimin ¢ drejuizis 26 + 3y - 6= O sillent ¥4
formén segmentale. Vizato grafikun ¢ drejtézés
duke i shfryidzuar segmentat. ‘}
Vére mgfidhjen:
G x+3Iy=0616; 1

Ll

x
~+4==],pra
3 P

=

3 o 13 ok

m=3n=1;(fig.4)

W

Forma segmentale ¢ barazimit 18 drejtézés mundEson konstruksionin e shpejld & drejtéaés,

Barazimi i drejtézés g kalon népér fillimin ¢ koordinptave, nuk mund t8 shikruhes ng

formén segenentale, pasi né até st m = 0 dhen = 0.

Prandaj, ¢do drejtéz g kalon népér fillimin ¢ keordinatave, mund i paragitet me barazim

o formén segmentale dhe anasjelltas, ¢do barazim i formes — +2 =1 cakion drejtéz 8
m n

me boshiet koordinative x dhe ¥ preng segmenta me giatési (| dhe o pérkargsishe,

fig. 4



ﬂ?} Barzimin ¢ drejtgzésds + By + O'= () sille né formén segmentale,

Vére sgfidijen:
Ax B 2
A &
[:f;r Shkruaje barazimin e drejiézes, nése m dhe » pérkatésishi jané;

a) 1 dhe -1: b1 2 dhe -3; :]%dh:%.
Viére zgfidhfen
Xl s SE 4y
E'I'-E'-l, T+T=|+d.m.ﬂl-_ G+ Bp-a=0,
3 4
Mbaj memd!

Bq]‘li:l.lh ;t:f--} mi-u.uwﬂqnh: mughmduhmuﬂﬂﬂﬂh

LE miﬁuﬁ}mhﬁﬂm 0 - segment (piese) be bosha p.

’ Cakto syprinén e trekéndéshit gé drejieza 4x + 3p - 12 = 0 ¢ formon me boshtet

koordinative,

Vére zgjidbjen

Barazimin ¢ dhéné duhet ta
d.m.th.

4r 3y

12 12

ajellim né formén segmentale,
X
=1; ?—fnl. Domething m = 3, n = 4.

Trekéndéshi éshté kénddrejié me kateta m dhe 1, pra . d.m.th.

POl o B WO L
i g

¥

l

e

B 3

™ox

fig. 5

h‘- Né barazimin e drejofzés Ar + (A= 2)y - 6 =0 & cakrohe A ashiu g, gjatésia & seq-
mentit né boshtin x t# jeté dy heré mé ¢ madhe se gjaisia ¢ segmentit né boshtin v,

Vére egfidhjfen:
Ax {A+2}y x ¥ B -
A HL+ 20y - 6= 006 =]:m==.n=
Wihdh: T h He o h g
A (A+2)
A 6 6
Prej kushtit i deryrés m = 2n, kemi: E'zun-zl" A+2=24; =2

]



@:ﬁ NE barazimin e drejtézés fx + 3= 124 =012 caktohet Aashtu g, prodhimi 1 giatésive
i€ segpmentave 1k boshteve koordinative 18 jeté 12,

Pervra
@, Shkruaje barazimin ¢ drejtfzés gf kalon népér pikat
a) A(-1, 2) dhe B{2, 1):b) A(3, -4) dhe B(-2, -3).

Bararimet ¢ fituara & drejtézés shkruaji né formén e pérgjithshme dhe né
formen segmentale.

(2] Diagonalet ¢ rombit d, = 10, d, = 4 jané marré pér boshte knordinative, Shicruaji
harurimel e brinjéve té rombit, nése pér boshtin x #shté marré diagonalja mé e modhe

3 Pshig dhént segmenti AR, A(2, -1) dhe B(7, 9).
Shkruaje barazimin e drejtézés q@ kalon népér pikén (1, -2} dhe ¢ ndan segmentin
_ ABnErapor 2 : 3.
@ Rarazimin e drejtézés shkruaje né formén segmentale, kurse pastaj vizato grafikun e saj:
8 3r-dy-24 =1 by dx + Gy -6 =10
2] br - 20y + 15 = 1J; -¢j35.:‘+';|}'+15='|}.

@ Shkruaje barazimin e drejtézis qf kalon népér pikén MY3, 5) dhe né boshier koordinasive
prené scEmenta gjatésilé e 1 ciléve géndrojng si 3 : 4,
@ Nijé drejtéz kalon népér pikin M4, 1), kurse ng boshtet koordinative preng segmenta
shuma e gfatésive té tyre #shté 10, Shkriape barazimin ¢ saj.
@ Shikruaje barazimin e drejiizés qé kalon népér pikén B(-3, 4), kurse me boshret
~ koordinative formon trekéndEsh me sypring 5 = 3.
'll;_E::' N barazimin ¢ drejtézgs 1 2x & Ay - 60 = 08 cakiohet 1 sshiu qé giatésia e segmentit
(& asaj drejiéze ndérmjet boshteve koordinative € jesd 13,
{E} NE barzimin e drejtézés (24 + L + (34 - 5y + 44 = 0 1€ cakeohet A asheu q& drejtéza
1 jeté paralele me: a) boshtin x; b boshtin y.
@"} M@ barazimin Av + By - 45 = 0 t cakiohen A dhe & ushiu qf shuma e giatésive t&
segmentéve 1€ boshteve koordinative 18 jeté 14, kurse ndryshimi | tyre 1€ jeté 4.

7S FORMA EKSPLICITE E BARAZIMIT TE DR :
<€> BARAZIMI | DREJTEZES QF KALON NEPER NJE PIKE

| Prej Ad s
A D;’ Formo barazim 18 drejiézés e 4 __.;LF;F vijon
. | ciln me plesén pozitive L8 — g0

- |

boshtit ¥ prené segment me gjatési 2. kurse s II_ A, /& TN

me pjesén pozitive 1@ boshtit x formon a il th |

kénd prej & = 45 * R . ;
Viére zgifdffen e 1

=



[ﬁ Formo barazim té drejiézés e cila me boshtin ¥ prené segment me gjatési i, kurse me
presen pozitive 1 boshiit x fonmon kend o,
Vitire zonyifally fose

INE fig 2 BshiE paragitor drejidza p. Pozita ¢ saj né lidhje
me sistemin koordinativ 8 Dekartit 8shé coktuar me
segmentin OF = n q¢ drejiéza ¢ prend né boshtin v dhe
kéndm or gf ajo e formon me pjesén pozitive 1& boshiit x.
Lo 4 et MUx, v) cfarédo piké prej drejiézés p. Shprehe
varesing ndérmjet koondinatave x dhe v & pikss M, kéndit fig. 2
& divz scgmentit n.

Népér pikén H térheqim drejiéz paralele me boshtin x, kurse népér M drejtéz paralele me
bashtin v. Piképrenen do ta shénojme me N,
Prej irekindishit MBN vijon 1gar=2"—"_ dmdh. y = fga - 1 + n. Nése fgdi = k.
&
atéheré barazimi dshté | formés
y=hr+n
e cila qubet forma eksplicite ¢ barazimit 6 drejrézis,
& - quhet koeficientd i drejrimit 1 drejiézés,
n - segmenti q¢ drejtéza ¢ prend me boshtin i

[?3 Shikruaje barnzimin ¢ drejiges e cila me boshtin e ordinatés prend segment me ez
5. kurse me pjesén pozitive & boshtit ¢ formon kénd prej o= 225",

Vire rgjidhjen
=5, k=tga=rgll5 = (g{180° + 45°) m 15 = |, pra y = 5 + 5.
Vizato drejiézén v =x 5 - 2, ;T
Viére zpfidhjen:
Prej barnzimit #¢ drejiézds ) = T-;,I'|3_ - 2 vapan; k - ﬂ'_:
V3. 1ga= 3, kurse @ = 60° dhe n = -2, fig, 3.
[ﬁb' Shkruaje barazimin ¢ drejtézés ¢ cila kalon népér fillimin e 4
koordinatave dhe me pjesén pozitive té boshtit x formon fig 3
kénd prej 135",
Vire zgjidhjen

n={,n=rgli35"=-1
Donvethng, ¥ = -x &shié barnzimi i drejiézés, e cila Sshis simetralja e kosdrantit [1 dhe IV,

Eh- Shkruaje barazimin ¢ drojiizés g #shié paralele me boshtin v, kurse nd Boshitin e

ordinatés preng segment me gjatdsi 3.



Kﬁi ndérmjet drejiézave parslele éshié 0° ose 1807, pra 1g0° = rgl180° = 0, dm.th,

k=10

y=0-x+3

Domethéns, barazimi i kérkuar gshie y = 3. 1
& trekéndéshin 1 pércakiear me drejiézén p = -—x + 3 dbe me boshtet kovrdmative,
Eshte brendashkruar katror ashtu g dy brinjE 1 Tij chtrihen nié boshiet koondinative.
Calkto koordinatat e kualmeve & tij.

Vire zgidbjer [
Rrinja ¢ katrorit ke 16 jeté @ 4|
Koordinatat ¢ kulmeve t katrortt le i jens: 0, a) HH""-\ Cia, a)
A0, 0, Bla, 0), Ca, o) dhe DD, a).
Pika C shtrihet né drejiézén p, pra keordmatat e
saja ¢ kEnagin bamzimin & drejtézis, dmth. g = - A{D, ':'}Il da, 0
?'!-:;r # 3 prej ku vijon @ = 2. Dometh#né, pikat
A0, D), B(2, 00, C(2, 2) dhe £X0, 2) jané kulmet
e katroriL
EI Jané dhéné koordinatat ¢ dy pikave A (x, ¥} dhe A dx,, ¥}, TE cakiohet
koeficienti i drejtimit t¢ drejtézgs qf kalon népér pikat.

L

fig. 4

¥
Vire sgjidbjer: wk Az 3o
4. A M= gt (21 kénde me krahé paralele). y"%lf{-idh
2 e ]
Prej Ad M, vijon k =fgar=22—21 -2
o e ':_ [ - X,

ﬁi fig. 5

Formula k =(ga = Y270 ka kuptim vetém pér v, - x, # [

I —X
Néser -x, =0, dmth.x, =.tl,alﬂmidmjtiﬂ gzhié mormale né boshtin x dhe barazimi
i saj dshtéx = x .

Nése k= 22— ¢ sivindésojmE né barnzimin ¢ drejtézés qf kalon nEpér dy pika, atéhers

X =5

barazimi dsheé 1 formis

Yoy, =Hr-x)

i cili quhet barazimi i drejtézés népér njé pikié, me koeficientin e drejiimit k.

Kjo formé e barazimit 1 drejtézés zbatohet ngse &shé dhitnk njE piks dhe keeficient 1
drejtimit ose ndonjé kusht i cili dubet 18 kénag koeficientin ¢ drejtimit 8 drejtizés,



[b Shkruaje barazimin e drejigzés of kalon népér pikat A{-3, 2), kurse me pjesén pezitive
t¢ boshtit x formon kénd prey o= [50°
Viire zgjifdlfer: A
Barnzimi i formés ¥ - ¥, = Kx - x ) & =gl 50° = tg{90F + 60°) = -crgﬁl]*'J:-T,

3
pra harazimi Ehtb“}'-zh-%{:+ 3)ose x.3 +3y+ 33 -6=0,
Mbaj meod!

Em;¥h+¢mﬂ&mmnummﬁmmmw
Y- 'HI« Ilﬁhﬂhﬂ'ﬂlﬁim € kalon népér njé pike,

Ilﬁ,} Cakiedi kendet g€ i formogné me pjestn pozitive 12 boshiit x, 51 edhe segmentin i alo
drejiéza ¢ prejnt né hashtin ¢ crdinatés:

a]_}’=§3—+§;;h}}'=-?.; grx =3,

[ﬁ}' Shkrusji barazimel ¢ brinjéve té trapezit barakrahas bazat ¢ t€ cilit jang a = 10,
& = 6, kurse kéndet ¢ bazés s& madhe jang 607,
Pér boshic koordinative 1& merren: baza e madhe pér bosht 18 abshizsave. kurse boshti
| SIMEETisE 5¢ trapezil pér bosht 18 ordinatés.
Vire sgfidiyers ’T
Detyra ka dy zgjidhje, 6 B-3.5) (3, 1
Sipas kushtit t8 detyrés kulmet e njérit

frapez pane;

130
A(-5, 0).B(5, 0),C13, ) dhe D (-3, ), e A !
kurse 1 tetrit Al-5, 0) 2 SBS X

i'“:'-'."p {”rﬂﬁq “m,f'l'ﬂ d]“: ctap'.:-'jl

Drejtéza BC kalon népér pikén B(S, 0) T i T
dhe me boshtin x formon kénd prej 1200,
Barazimi i drejiézes BC éshié:
yoy, =kx-x) k=gl2tr=-3,
p= n.ﬁ (x = 5}, dm.th.
BC:x 3 +y-53 =0

Pika C[3, ) shirihct n# drejigzén BC, praprej 3 3 + - 5\,"3': = 0 vijony =243, ecila

paraqet barazimin ¢ drejiézis CD.

Shicreaji barazimet e brinjéve tjera tf trapezit,



Detyra
I:‘I} Cakio barazimin o drejtézes e cila me pjeséa pozitive i boshiit ¥ - formon kéndin
o= 30, kurse né boshtin e ordinatés prend sepment me glatds] 3.
() Shkruaje barnzimin ¢ drejtézé: ¢ cila kalon népér pikén M dhe me pjesén pozotive &
boshiit x formon kéndin o
al M2, 5), a=45 by M(-1, 3}, @ =135%
c) Mi-3, -2), &= 300" ¢h M2, 3), x= 150"
| 3] Métrekéndéshin t8 pércaktuar me drejiézén v = -3x = 1 dhe boshtet koordinative éshig

brendushkruor drejrkinddsh ashio gf dy bring# 12 i) shirihen né boshtet koordinatve.
Té caktohen koordinatal & kulmeve 18 1j, nése dihet s¢

a) njéra brinj# éshté tri heré mé ¢ madhe s2 Getra;
b) njdea brinjé Gchtd per 1 mé & madhe se 1jemra.
(4 T cakiohet barazimi i drejiézés q kalon népér pikén A(3. 1), kurse né boshtin e
ordinatés prend segment me gjatési 5.
|?j Té shkruhet barazimi i drejiézés qf kalon népér pikeén A= . =5}, kurse € ka koeficientin
kéndor 3.
| ME barmzimin e drefiézes 2y - (34 - 2y - 3 = 0 1 cakiobet A tashtu & drejidza me
boshtin x 18 formon kénd prej 45°.
'ﬁ'—}' Ni harazimin ¢ drejiézes (3a = 2b + 5lx - (a - by + 2a - 56+ | = (18 caktohen a
dhe feashio gf drejiéea 8 jeté simetmnle o
a1 kuadrantit 1; by kuadrantit 1T,
I:E:"]' Té caktohet pér cilat viera t€ o dhe & drejtéza
{a+ b3 +{2a-b+ 1)y + ba+9=10zhe paralele me boshiin & abshisis, kurse
boshtin ¢ ordinatés e prené né pikén(Q, -3).

(§> FORMA NORMALE E BARAZIIT T8 DREITEZES

Kujrofiu!

com @ - B = cost - cosf + sing - ginf. siwte + cos'a = 1.

i A ME shgyrtimet e ger tamshme 18 drejiézeés shikuam me ¥
cilat elemente éshié péreakiuar njé drejtéz. Drejiéza mund | Tlxx)

1 jet€ e pircakmar edhe me; 4
- pjatésing p t& nermales té térhequr prej fillimit t& koordinatave b [/
deri te drejtézalp > 0); f 51
- kiéndin @ g€ normalja e @rhequr prej fllmie i koordinaiave e L
Formion me pjesén pozitive té bosheit x, ku ¢ < @ < 360°. o &8 x

|
[y
|
}




Le t€ jet Tlx, v) ¢fartido piké prej drejiéals, kurse 8 tshie kéndi g8 QT = r e formon me

piesdin pozitive W boshiit x.
Prej AOAT kemi £ =cos{@- &) ose p = reos(p - 8) = reosqrosd + reingsing,
r

Prej AOBT kemix = reos8, v = reind pra largésia p prei (illimit & koordinatave deri 12

drejiéza dshid p = xrosg + vsing ose barazimi
mmd! #* .Imw =_l-ﬂ
Ko qubet forma normale ose Hesit 18 dreptézis,
[t;' ‘i-"1I'£IH:| grafikun e drejiézds dhe shiruaje harazimin e drejtizés, nése ¢ = 60° dhe

l’?rr.w‘i'nﬁfmr & ¥4
reostdl” + weinGlt - 2= 0: .1'%+_1.--§::l.-2=|]; ¥+ -.."fi-_-,-—d:t}_ a A

I P
hg. X =
LI - I? —=
B :?)" Barazimin Ax + By + £ = 0 sille né formén 1234
normale, fig.2
Vire zgfidhjen:

Nese basaziminAx = 8y + C= 0 ¢ shumézojmé me mb;mjr imer- A, {4#0) do e Mohet

bharazimi Adx + A8y + AC = 0 i cili eshed ekuivalent me barazimin ¢ dhins,

Barazimet Adr + ABy + AC = 0 dhe xeoep + yaing + po= U jang ekuivalemte nése

koeficidnt®t ¢ tyre jand & barabarg, d.m.th,
Ad=cosp, AB=jsingp, AC=-p
Duke i keadruar dhe mbledhor dy barazimet e para ftojme;
A+ B = cos'p v sirp = 1.

Prej kétu vigon
—t; [P Cosg= - . sing = 3 s p= e
VA B A+ E R TR e

Pas zévenddsimit 1 A né barazimin Adx+ ABy + A0 = (), kemi "2t BYC o
tNA' + B

Prey pr = (), vijon sc shenja para ménjés dubet 18 jeté ¢ kundém me shenjén & andtani @ lrdé

Drejtéeén ap 12v + Sy - 0= by 2y 4 y-4 =1k
transformede né formén normale.
Viire zufidhjer
a) Mé baranimm e dreftézés 4 = 12, B=5, C =0 = 4> Ddm.ih

1 | I 1
A =— ] = I
- Tr e 13 Jpre 1 2%+ 5= 10 =04 - i3

[a]



1.5 18 Ax+By+C

. §f i = ] B hatedmé formulén ————= (1, fitojmé
131+”_1- = nse nése & zhatog iy s r_d’+ﬂ'i Lo
12x+ 5y =10 e ]1:+5_v—lf.‘l=n.

JIE’ + 5 13
Cakio kéndin g& normalja e drejtézés x - y + | = 0 e térhequr prej fillimit &
koordinateve ¢ formon me ppesen pozitive © boshiit x, si edhe gjatEsing o asaj

noemaleje.
Viére zgjidhjen
Do ta sjellim barazimin né formén normale: A =1, B=-1,C=1, 1=-J2;
I:EI=ﬂ.mjkﬂ vijomn, {'D'EIF=—::‘£. a‘:'mp:-_“%.. i %
1 42 Y - 1'“”
B o e m e e—m— T = — = — 4] = .5u.
Prej cosg ;’i B dhe sing -.E 2 wijon, =1
Mbaf mend! THAREH
Forma normale ¢ baruzimt & drejtéats Ax + By + C =0, &shei:
.ﬁd- . +C 0 e
W 17 . e X
ku rrénja katrore dhe anétari i lire C jané me shenja i€ kundéra. 2

[E}-v Barazimin ¢ drejtézds y = kx + 1 sille né formén nomale,
Vére sgfidhijen
Praj cilés formé Eshi€ barazimi 1 dhné?
Barmzimin e sjellim né formén ¢ pérgjithahme, dm.th. kx - p + n = 0, kurse forma
morrmale #xktd: h_},_._"_

0,
_::I'e’ «1

ku para rrénpEs katrore merret shenja ¢ kundén me shenjén e n

Detyra
@ Shkruaje burazimin e drejtszss, nése Eshré dhing:
ayp=30p=12; by = 150°, p= 2;
chp=d3', p=1, clp=135" p=|

(E:' Barazimet & drejtésds qf vijojnd shkraaji né formén normeale:
T gty +30=0. B Tx-2p-100-0; chx-ptr2=0;

ghp=ax+2; dydy+31=10; cidx+img
0Ef8 -y JE T gy=xtri=0  WExda,
4 mon



@j Cakio kéndin qf normalja ¢ drajiézés & forman me pjesén pozitive t& boshtit x-
rt J3y-4=0, b} Gx-p-4=0; cr+y+2=0

Q > LARGESIA PREJ PIKES DERI TE DREJTEZA

Kujtohu! [i:;} Eshié dhiné barazimi 1 drejigzis m:
; o . Ax+By+C=10
E.:; S haplas prej pitte A8 % | dhe pila M(JE:, ¥,) g& nuk shtrihet né
':m‘_ . i 3C St
Ca Eshté largisia ndBrmict dy drejitzave.  Sorrcon @ dhéné. Cakto largésiné prej pikés
W M deri te drejiéza m.
paralele?
i
Vére sfidhfem o,
Rasti I: Pika M dhe fillimi i koordinaiave shirthen né ,,:
ané 1€ ndryshme prej drejeézés m, fig. 1 Y
Le té jet& yoow@ + yeing - p= 0 barazimi | drejtézss
m né formén nommale. " . Mifxa 1)
Népér pikén M térheqim drejtéz m, o cila Sshié :p\'-,\\" \\_ >
pércaktuar me kéndin @ dhe largésing prej fillimst & 7] My - Ny

koordinatave p + 4. Forma normale e barazimit (&
drejiizés i, dshie:
Xoosp+ waing - (o + d) = 0

fig. 1

Pasi pika M (x,, ¥ ) shirihet n& drejtézén m , koordinatat e tyre & kénagin barazimin e

drejtEzés, d.m.th.
xcos@ + ¥ sing - (p+d) = 0.

Prej kétu vijon d = x cosp + y ring - p éshté largisio & kérkuar,
Wise barazimi i drejtéess Eshié dhiéné né formén e pérgjithshme, arfheré paraprakishi

duhet ta ransformojmé né formén normale.

NE kété rast largisia o prej pikés Mx , ¥} deri te drejtéza Ax + By + C = 0 do &

njchsohet sipas formulés
g Ax +By +C
A+ B
para erénjss merred shemja & kundént e anStarit & Lirg C

[b Cakto largésing prej pikés M4, 3) deri te drejtézam: 2x + ¢ -2 =10,

i

Pika M dhe Allimi | keordinatave shitthen n@ ané 2
ndryshme prej drejtézés mr, fig. 2.
2:441:3-31 9

v \

1
i = =— ===
Jai+y 5 fig2 ©




Rasti 11: Pika M dhe fillimi | koordinatave shiriben né anén
& njéjid ¢ drejileés m, Gg, 3.
W& ket rast forma normabe ¢ basnzimit 1 dreji@nds m,
Echid:

xcasg + yeing - (p- dh =0, dmath
x o5 + ysing - (p-d) =0,

pre) ku
d = +{x cosp + y sing - p) ose
Ax, + By, +C
= i , para rrénjés mermed shenja ¢ kundért me shenjén e O
A+ B
B}- Cukto lnrpgsing prej pikés M(-1, 1) deri te dregliza pr 2 + = 2 = (0.
Véire sgifdlifem ¥
Pika M dhe fillimi i koordinatave shtrihen né anén e njété £
i drejiézds p, Tigd. M

d=_2-{—l]+l-l-1= . .
_\Ifm_ ?f.r- -mll '\'\p X
Mbaf menel! fig. 4
Largésia prej pikis s dhiné deri 1 drejiéza ¢ dhéng Ar + By < O =0
pércakiohet me farmukén d = |

4= Cakio largésing prej fillimit & koordinatave deri te drejiéza
Ix-dp+t =10 ¥ 4

Cakio lort€sit ¢ AAFC, nése dihen koordi-
natal & kulmeve 8 tij: A7-2, 5%, 86, -3}
dhe CY 1, 99,
ViEre zpiidifem
Cakio barazimin ¢drejiéees i kalon népér pikat &
dhe €, fig. 5.
Mése punon saki#, dubet t8 fitosh barazimin
12+ 5y - 57T =00
Cakuo larpésing prej pikés A deri te dreitéza BC.
h2:(-2)+5.5-57] 356

d2rasy 13
[romethEng, &, =-5|ug

&=




Ealm:u largésing ndérmjet dy drejtézave paralele 3x -4y - [0=0, 6r- By + 5=10.

Viire zgjidhjen:
Kbt deryré mumd ta zggjidhim né shumé ményra. Do € ndalemi n€ dy prej tyre.

Ményra l: Nénjérén prej drejtézave marrim ¢faréde piké Mix,, v ) dbe e kétkojmé largésing
e tyre deri te drejtéza tjctér.

Pika M{2, v ) le 1 shirihet né drejiézén 3x - 4y - 10 = 0.

Prej kétu vijon: 3 -J -4y - 10=0; 4y =-4; y =-1,

Domethénd M(2, -1), kurse largsia e saj ders te drejiéza 6x - 8y + 5 = () éshté:

gul82-8C0S 124848 25, o v

V& +(-8) 100 10

Menyra I (Udhézim): Cakioi
largésité p, dhe p, prej fillimit 1@
koordinatave deri o drejiéza Heér, ]
Mese filimi i koordinatave €shié
prej ands sé njéjid t drejidzave
atghere d = |p, - p|, fig. 6, nése
fillimi i keoordinatave O éshi -1l
ndérmjet drejtézave arkhere o

d=p *py a7, fig. 6 fig. 7

E.r::::- Pika A(2, -5) Eshté kulmi i katrorit, kurse njé brinjé e tij giendet né drejtézin
pix =2y = T = TE njehsohet syprina e 1),

Viére zeiidhion: ¥
Largssia prej pikéss 4(2, -5) deri te drejigza 7 - ""-i
pox = 2y - 7 =0 &shu# ¢ barabartd me brinjén a
1% katroril, d.muth,
L -
1:2-2(8)-7|_5 _ ;
e | = == = 5 .
a s‘ - un'i _ﬂ-—: o)
 — Ve A
Ryprina o karorir bt §= (/5 f <2 '
figt. 8

Jangé dhéng barazimet ¢ dy brnjéve 18 nj@ drejtkéndézhi 3x - 2y - § =10,
2x + 3y + T = 0 dhe njé kulm i tij A({-2, 1), Njehso syprinén e tij.
Detvra
@ Njehso largésing d prej pikes & dhend deri te drejiiza o dhing, nise:
A2, T) pr12r+5p-T=0, b0 A-3.2), p: dx-Ty+ 26 =0,

.



[E:I Provo drejtézat 2x + J;"_:_].I- 15=10 dhe q"ﬁ.r-j_}*+3l&= 0 e tokojng njé rreth
L€ njpEjté gendra e 18 cilit £shté né fillimin ¢ koordinatave. Sa #shed rrezja e afif rrethi?

(4} Diagonalet & rombit me gjatési 30 dbe 16 jané marré pér boshte koordinataive, Njehso
largésing ndérmijet brinjéve t& rombit.
[E:l Mé boshtin ¢ ordinatés cakto pikén qf Eshté npé lloj ¢ larguar prej fillimit & koordmatave
dhe prep drejigzés 3x -4y + 12=10
:;,_E__-:I Me boshtin ¢ abshisave cakto pikén qé gjendet né largdsi & = @ prej drejiézss
LA SR
a b
{;ﬁ Largésité e pikés M prej drejtézave Sr - 12y - 13 = 0 dhe 3x - 4p - 19 = 0 jané
pérkatEsisht té barabarta 3 dbe 3. Cakto koordinatat ¢ pikés M.
I’E) Cakto vendin gjeometrik & pikave qé jané njé llog 1€ larguara prej dy drejiézave paralele
= ix-y+T=0,3x-y-3=0.
|:§E:] Shkruaje barazimin e drejrézés paralele me drejiézén x + 2y =1 dhe
x4 Xp=1 ecila larg¥sing ndérmjettyre endan ng | 3 3
IT]} NE largisi 3 prej pikés C(4, 3) térhiq drejiéz e cila né boshtet koordinative prens

~  segmenia me gjaté 1& barabarta,
Kujtohu! A E}}rtakm kéindin ndérmjet drejié-
ZEVE:
Cdo kénd | jashidm | rekéndeshie Bshis |
barabarté me shumén e dy kéndeve 18 _1.-=§1+|,]|1,,_5.n1r;. 14
bremdshme jo fging me até kénd, Vire relidh 4:
Dircjiézat do t° paragesim grafikisht né

tgixr + 90F) = -ciga fig 1.

g —tg i
=)= ——
g (a8 Ty
Dy drejiéza gé priten formojad kardr
kinde.

51 jané pio ndérmjet ver?

Wire, drejtézat qé formojné kénd 1 nguhié @ ose kind @
geré ¢ = 180" - g o
Zakenisht prej kéndeve ndérmjer dy drejiézave ¢ marrim mé 18 voglim (88 ngushtin).



Kéndi ix, Bshté kénd i jashtém 1 Ad AT fig. | pra prej kit vijon:
o+~ a,dmih 9= a,- o,

Duke i zbatuar tecremat adicionale tpg =t (&, — & )= —:iﬂ-";;;ic:. :
Prej barazimeve (& drejtgzave kemi fger, =§ . iga, =T, pra
;3 3
fE'F'=I-Ji;=%=I . Domethiné ¢ = 43¢
ey I
4 4

l};? Cakto kéndin ndérmjet drejiézave y = kx + b dhe y = kx + b,

ViEre zgfidhfers
~fpex

Nése né barasing fg@ = B TR evendésojmi g, =k dhe fgon, = k,, atéheré
I+eger g, .

kéndi ndérmjet dy drejtzzave dahni dhdnd me formulén:

S
BTk,

ku &, Eshié koeficienti i drejtimit 6 njérss drejtéz; &, éshig koeficienti i drejibzts tietér.
Duke & rhatuar kété formulé caktohet ose g = 0, ose fegp < () NE rastin e paré éshig
caktuzr kéndi | ngushté, kurse né rastin ¢ dyi€ kéndi 1 gieré ndérmpet drejiézave @ dhdna.
-ﬁ Dty direjtéza jané paralele nése dhe vetém nése kané koeficiente t drejtimit & barabartg,
; ﬁE. 2 Yk
Vére pgfidhjor
Nése drejtézat p, dhe p, jané paralele, atéherg ato for-
mojng kénde 8 njEjté me plesén pozitive € boshtit
x - it, dmth, & = o, pm edhefgt, = rgo,.
Prej tfpae, =k, dhe fgo =k, vijon: ol
& -%. fig 2
Anasjelltas, nése k, =k, atéheri tgoe, = rgay, dmth. @, = @, qé do 1€ thoté se drejtézat
p, dhe p. jané paralele.
(3> Nepir pikén A(-3, 2) térhig drejiéz p, g8 Eshid pasalele me drcjtézén
Prx-p+4=10
Vére zgitdhjem i

S T 2 4
+! Barazimin ¢ drejiézés p, e giellirn né formén eksplicite, dmth. ¥= EI+E , ¥ijon,




k, =%. Koeficienti | drejumit 1§ drejiéats Ax + By + € = 0 mund 1& cakiohet edhe me

Fhatnmin ¢ formilés &£ = --;— 1

Prej kushteve pér paralelizém 12 dq'ejte:n_vu p, dhe p, vijon b, =k, =E

Prej barmeimit 12 drejtézés népér njé piké kemi

tad

2
y-y=kx-x)dmthy-2= El’x+3r'.|up:1:‘=3_}r+ll=ﬂ.

Virteto se drejidzat jané reciprokisht normale, nése dhe
vetem nise kocficieni#t e drejtézave jané reciproke me
shenjé t8 kundér.

Veélre virtedimie

Mese drefrézat o, dhe . jané reciprokisht normale atéherd

o= + WP fig 3.

1
190, = 1g (@, + 90 = -erger, =, dmath. £, = ok, k=l
1

|
Anasjelltas nése &, = _.i:i' aléhetd rga, = - E = -cigdt, = g (o, + 90°).
1 1

%’" Meper pikén A(-3, 2) erhig drejeéz P, q€ éshié normale né drejtézen

pii2e-3p+4=40
Viéire zgjidhfen
Koeficienti 1 drejtimit t# drejtézés 58 dhéné &, = —vg- = % .
Prej kushti 18 nonmales kemi &, =-}I-'- = -—%.
Duke zévinddsuar né barazimin e drejtézds népér njé piké v - ¥ = ix - x, } kemi
3
pry-2===(r+3}dmth Ic+2p+5=0, =
Jang dhiné dy drejtizap i 3x - dp =+ § = 0, Py Sy - 4mz - 7= 0. Cakio m ashu
q¥ drejilzat 8 jeneé reciprokishi:
2] normale; b) paralele
Vere sgjidhjer
4} Barazimet ¢ drejtézave i sjellim n# formén eksplicite:
3 4 7 d
PE¥=ZRt2 k=3 poymgmerg k=2m

=]



Prej kushiit 8 normales k, -_kl vijon Emr—%,d.m.lh. m=_§'
i )

4

lanE dhéné barazimet ¢ drejifzave Prdx-dy+1=0p; 25« mp+ 5=0 Cakto

i1 ashitu qé drejrézat & priten nén Kéndin prej 45°.
Viire zgfidh/fes:

4 1
Frej barazimeve t drejiézave: p p = §:+ 3 k =§. kurse prej
2. 8 2 k-t
i = T Y e — —_—— 1 I = i
PR TR oy ol o HOR vk E@ kemi:
£.4 o
-LE r I ose 3 4 1;
I+—== I+ —=.—
m 3 m 3
6-4m=3m+E dm-6=73m+§;
2
m---,F nse m = 14,

Domethéné, pér m = -—_f': ise mi = 14 drejtézal ¢ dhéna formojné kénd prej 45°,

E} Népér pikén 4(1,2 ) térbiq drejtéz; a) paralele; b normale: me drejtiézén

2
F==—x=],
% 3

Detvra
@ Shiruaje barazimin ¢ simetrales & scgmentit A8, A(5, 7). B9, 5).

Jf"‘ prej kulmit €.
' @:'l Cekto kitndin ndérmjet drejiézave:

X ..y X ¥
=x y=3x+8 b—-+==1; Z4+==1,
A 3Tt

Cakio kéndet e wekéndishic ABC, A(1, 3), B(S, 1), C(3, 7).

g
’b{&hle dhéng AABC, 43, 3), B(11,6), (17, 12). Cakto barazimin & lartésisé t& térhequr

@' Nepdr pikén M (3, 5) térhig drejiéz e cila me drejtézén 3x - 2v + 7 = 0 formen kénd

prej 457,

Pér gfare kéndh duhet i rrotuliobet drejiéza 3x + 3 - 6 = 0 meth piképreries s& saj me

boshtin v g ta prené drejigzén & - 3y - 6 = 0 nén kéndin prej 457

=]



() Pér cilin kénd duhet (2 rrotullohet drejtéza 2x - 3y + 5 = 0 rreth pikes &€ suj M(2, 3)
gé né hoshtin x 1 prend scgment me gjatési 47

(&) Cakto vendin gjeometrik 1 pikave qé jan njé lloj t larguara prej krahive 1€ kéndit g¢
¢ formojnd drejiézatx - 3¢ +5=0,3r-p-2=0

@ POZITA RECIPROKE E DY DREJTEZAVE

Kugjtob!

ax+ t”, =, al ket njé i‘.gjl_ﬂhFIE w:;
roend 18 b nuk ke asngE zgpdhge;

Xty =c, ¢} ka pafund shumé zgjidhje

{ faré pozite reciproke mund 1€ kené dy drejiéza nE mafsh?

Dy drejtéza jané paralele nise koeficientét e tyre 12 dreftimit jant t& barabarté

Sistemi i bulziml:'-'e{

D:>I.¢:E}médhéuﬁdr=jti:a:pldi1tp3: alIx+2y-B=0dhex-2y-4=1)
By 3r-2y-T=0dbebr-dy-10=0; ¢ 2x-5p-1=0dhedx-10y-2=0
Cakio pozitén reciproke 0 drejtézave.

bl w4 c) ¥
3 Pi o 2
2 ")‘FI i r=p
I _,.,-H""f
a0 l/jn -]--ﬁi\‘rllalli'-F
| ;
=2t 'y
fig- |

g) Direjizat priten né pikén M(2, 1); b} drejiézar jané paralele;
c} drejigzat puthiten, fig. 1.

Le té jenE dhint drejifzat p, dhe p,, barazimed ¢ 1€ cilave juné: p= A x + By = C= 0,
p=Ax+By+C =0

Cakioji kushter kur drejiézat:

a) priten; b) jané paralele; ¢} puthiten.

1202 |




Vire zgiidhfen
a) Piképrerja M (x,, w ) shirihier & & dy drejiézat, prandaj koordinatst e saja do '
kénagin njékohEsisht bararimet e drejtézave. Koordinatat e M, do t'i fitojmé si zgjidhje
te sistemit té barnzimeve
Ax+By+C =0
141-:+ﬂ::ﬁ|+c3 =[| ¥ d-.l'.l'l.u].
o BEEE
;Li_*"ﬁh et =By
nTAB A8 " T AR -AB

l. Sistemi ka zgjidhje 12 vetme, d.m.th. drejtézat priten

ALB
h mith.
-A 8 =04 e B

2. Nése A, B, - 4.8, =0 dhe té paktén njéra prej drejtézave C 8, - C.8, ose 4,C, - A,C,
Ak Echié ¢ barabarté me zero, stEhers sistemni nuk ka zgjidhje, d.m th, drejtézat jané paralele

dhe 1€ ndryshme.
= . Ak B - T -,
Prej 4 B, - A —ﬂ'-l,]':rﬂ——=—l-,prejflﬂi-¢:.ﬁ'l#ﬂ vijon — ==L, Prej kém
. B G 4 B B, G
vijon - e —L
*1., .H [

3, Mise .-dlﬁ', .-'I?H: i, CIB! - L’}E, = III'41I'\~|r.--!I|J'.";| - -";C: = ), atéheré sisterni kn zgjidhje
b pafundme, d.m.th drejtézar puthiten.
B_5

& O
0 Cakto raportin ¢ koeficientéve 8 drejiéave né detyrén 1.

Prej kéu vijon L =

Cakto koordinatat ¢ pakes s& réndimut 1€ trekéndéshit barazimet ¢ 1€ cilit jané:
@ ixty+0=0, bx-y-10=0, czx+y-4=0,

Shkruaje barazimin ¢ drejtézés e cila kalon népér prerjen e drejiérave
Px-ytd=0dheq 4x -2y - 20 =10, kurse &shté: a) paralele; b) normale me
drejtézén r 2y - 3y -1 =100,

Vire sgjidhjen:

5} H cakaoimt o Areiiiaye !,-c—}-+4=ﬂ
A l4x-2yp-20=0

x=14
£ ; 14, 18],
{3=18 o .

2
Pasi drjtéza dubet t€ jotf paralele me drejiéadnr, k = k = 3

Drejiéza ¢ kérkuar kalon népér pikén M{14, 18) dhe e ka koeficientin e drejtimit

2 2
k= E,d.m.lh.y-}'l=ﬂ:v.r|}; y=lE= Ei,’x-#}; Ix-Iy+26=0.



Cakto pér cilén vleré t# koeficientit &, drejtéza v = kx + 3 kalon nEpér prerjen e
drejtézave y =2x + 1 dhex -y + 5=0,

Mbaj mend!
Drejiézat 4, + By + C, =0 dbe Ax+ By + C, = I
et A% Lt e e SR
L. ﬂﬂ"ﬁ-“"“‘? i dhe t8 nése —Lm —Lw 2L
“T"'-‘"ﬂ,i. il el et St
ik AR EE
3. puthiten nése =0
A B G
Detvira

(1) Jané dhéng dy pika: A(-4, 2) dhe B(3, 1).
T Cakio barazimin ¢ drejtézés e cila éshié paralele me A8, kurse boshtin ¥ ¢ preng né
plk!ﬂ ':‘{':'1 -1:]-
2 | Pér cilén vleré & parnmetrit m dreftézar (m - 2x + my -2 =0 dhe
i +{m + & - m - 2 = 0 puthiten?
@ Cakro M ashim gf drejiSzatmy - 3y -2 =0 dhe Ix-my-m+ 1=
a) & jend paralele; by té puthiten.
4| Shkraje barazimin e drejidzs e cila kalon népér pikén A(1, 2), ashiu g pikat B(3, 3)
dhe CT5, 2) 1€ jent né largési 1& njéjE prej drejidais.
(3) Barazimet ¢ brinjsve 1€ nje wrekénddshi jané: p - x+ 3 =0, Ty - e = 6 =),
Jp+2x + 14 = . Cakto:
i) perirmetrin b syprinén; o) giotEsing e lertésive,
g) giatésing ¢ vijls sé réndimit 2 trekEndéshit,
@ Formo barazim & drejtéeés gé kalon népér piképrerjen e drejifave 2xr =y -2 =10,
x -5 -23=0 dhe népér mesin ¢ segmentit MY, M(5, -6); N(-1, -4).

@ Shiruaje barazimin e drejtézés qf kalon népér piképrerjen ¢ drejtézave
2x+ Ty = B = 0 dhe 3x + 2y + 5 =0, kurse me drejtézén 2x + Jy - T = 0 formon
kénd prej 45°.

; 1
|.Ej Cakto projeksionin orogonal 1 pikes A[IE, E%) mbi drejtézén Gx - 4y - 15 =10,

-

(8} Cakto piken A qf éstue simetrike me pikén B(-3, -4) né lidhje me drejtézén
+dpei=0,



Kuftahu!
Cha daktd vije rrethore?
M formulén
K%
d=\(,=x) +(r =) cakioher
largésia ndérmyjet pikave A{x, ¥ ) dhe
Bix,, v).

Cakto largésing ndérmjet pikiave
A3, -1} Bi-1, 4).

Mbaj mend

A I Wé presén paraprake nga gjeometria

analitike ¢ mésvam dreji¥zen si mé-
rén mga vijat mé o thjeshty. Né kit pjest,
metodén e keordinatave do ta zgjerojmeé
edive me lakore: vija rrehore, elipsa, hiper-
boila dhe parabolla. Fér kéto kané ditur edhe
greket e vietér. Pasi metod@n ¢ koordinatave
nuk e kanié pasur & njohur, ato lakoret | kan#
shqyriuar si prerje kondke, Ne do 1'i shgyr.
tojmé si vend gieometrik t¢ pibave né mafsh.

Vendi gjeomenrik | pikave né rrafth éshté ndoné bashkeési ¢ pikave 13 ilat posedojné
ndonjé vet karukteristike vetém pér ato, veti e cila i vegon prej 1¢ githa pikave tera 1
rrafehii.

pérr,
Vére egjidhfen:

Vendi gjeometrik | pikave & kérkuara M{x, ¥)
prej reafshit sherhet vija rethore me gendrén e cila

shté né pikén C, kurse mozja +, fig 1,

I) Cakio barazimin e vendit gieometrik t& pikave
ne rrafsh gé juné prey pikés Cip, g) 1€ larguara

B Vija rrethore éshié vend gieometrik i pikave né mrafsh 2 cilat jané njé lloj t& larguam
prej nje pike & dhéné nga rrafchi | njjE, Pika ¢ dhéné (fikse) qubet qendra e vijés
rrethore, @ shénajmé me C{p,g), kurse largésing », rrezpn ¢ vijEs mrethore.

h

o

o
N
[k

'\-. i
“fi -F4 p -1 1

Moy

W

fig. 1

Kushti i neveqshim dhe | mjafteeshém pika M{x, v) @ shirihet né vijén methore t# dhéns

éshté CM =r, (r > 10).

Sipas Formulés pér largesing ndérmjet dy pikave kemi:
CM = ‘.|[[.r— p]: +{y- q}z . dmth. J{_:r-— p}: + Ln:-q}E =r

Pazi ¥ = D wijon

CpF G -gr=s



Ky barazim quhet barazimi i vijés rrethore {forma normale e vijés methore), me qendér ng
pikén Clp, ) dhe meze r,

[;i::- Shiruaje barazimin ¢ vijés rethore me qendér né pikén C dhe reze -
al {4, 2, r=1; ch =1, 00, = .5
by (0, 3), r=12; ¢t C(0, 0), r=25
Vilire zgjidifen
i) Me zivéndésimin p = -4, ¢ = 2 dhe = | né barazimin e vijés methore kemi:
(x+dF+(p-2F=1
) Pasi C10, 0, domethéné p = g = 0, pra barazimi i vijés methore dshté
¥ E = osex’ t =625

Mbaj mend!
Nise pika C(p, §) 8shiE qendra & vijis rrethore, kurse r mrezjn, atéheré harazimi
[c-pf+{p-qf=r
‘gshié harazimi 1 vijés methore mé formén normale.

Nésep=g=0, Mhmnnqnh: I_lﬂr;::lﬁrquﬂﬁﬁr? vijés rrethare.

E:D Té shkruhet barazimi i vijés rrethore qé kalon népér pikén M{7, -3), kurse gendra
Bshté ng vijén rrethore O3, 0
Vére zgfidhjes -
Rreza e vijés rrethore éshté r = CM
r=J7-37 +i(=3-00° =J16+9=5,
kurse basazimi i vijés methore éshté
(x-3F #y =125
[Zd}- T# shkruhet barazimi i vijés rrethore diametri | € cilés éshié sepmenti A5,
A(-2, 4); B4, -5}
Caktoji koordinatat e gendrés dhe rrezen e vijés methore barazimi i 1 cilit Eshié:

3 (x-2F+{p+ 1P =9 x+3p+y=1;
bx+(y+4F=T7; gix-2F+{y-2F =8
Vire aglidhjen:

by €10, 4), r = /7 . Qendra shirihet né boshtin ¥.
g1 C(2, 2), r =22 . Pusi p = g, gendra shirihet né simetralen ¢ kuadrantit 1 parg dhe 1
iretd, don th. né drejiézén y = x,

[Ej.:b- Cila prej pikave A(3, 1); B(-2, 0), €(-1, 3 ), N0, 0) shirihet n& vijén rreshore
2f+p=4

=



Viére zgficthjen

Fika shtribet né vijén mrethore nése me zEviindésimin ¢ koordinatave 1 pikés né harazimin

o vijiis methore, ajo béhet harasi ¢ saki® numerike,

#) 3+ 1* = 4, harasia nuk Eshié e sakid, domethéns pika A nuk shirihet né vijen erethore
ET:} Shkrunje barazimin ¢ vijés rrethore g ¢ takon boshtin ¥ & pikén M0, -3) me meze

Fo=2,

Vilre agjidhjen:
Qendra Cl{p, q) e vijés methore g e takon
boshtin y shirihet né drejtézén ¥ = g, kurse

p=2omp=-2 figl
Ekzistojné dy vija rrethore g€ e kinagin
kerkesén. Condra e vijés methore 18 dhEnd dshié
({2, -3), kurse e tjeirss (-2, -3),
Barazimet ¢ kirkuara jané:
(x=2F+(p+3F=4 oze
(x+2f +{p+3y =4

F

hg. 2

Shkruaje barazimin e vijés rrethore qé ¢ takon boshtinx né pikén M{-2, 0) dhe rreze

F=3.

[}:} Shkruaje barazimin ¢ vipés rrethore gf i takon té dy boshtet koordinative, kurse Frez)a

r=3.

Vére sgiidhfox
Bipas zgjidhjes s& detyrés 5.6
Qendra © vijés rrethore shirihet néd drejiézén
¥=xos¢ ¥=-x,d.mth [p| = gl = r. Detyrn ka ka-
t&r zgpidhje, fig. 3.
Koordinatat e qendrés jané C{+3, +3), kurse
barnrimet e vijave rethore jané

(x £ 3F + (£ 3 =8,
Vire nése vija rethore ¢ tokon njérin ose 18 dy
bochtot dubet 8 kemi kujdes. 0# 12 mund 12 keté
nj ose dy ose katér zgjidhje
Detyra
@ T& shkrubet barazimi i vijés rrethore nése:
#) gendra &shté C(0, 0), r=T;

3
b} qendra &shs (-2, 4), r=—;

lhln:'

¢} qendra éshté C{-3, 4, kurse kalon népér fillimin ¢ koordinatave:
¢} qendra Esht&Cy2, K), kurse kalon n&pér pikén 4(-2, 5).



ﬁ
2

| Cakto pozitén ¢ ptkave A(-1, -4, 8(2. -4y C(-5, 3}, D§-3, -1} né lidhje me vijén
methare {(x + 1Y +(p + 4y =9,

@ Cakto koordinatat dbe rrezen e vijés mrechore nése barazimi 1 saj €shie;

al 5 I
aer—If+[1'+-%J =2, L‘J'[I"':;] +y' =9,

Bpad+ (-3 = 4; grat + 7 = 36,

G:‘, Shkrupje barazimin & vijés rrethore gendra e sé cilés dshie ne pikén C(-2, 4), kurse ¢
takon:

a) boshtin x b} boshtin ¥,

@ Shkruaje barazimin e vijés rmethore g8 e takon boshtin x né pikén A(5, 0, kurse né

boshtin ¥ prend segment me gjatési 10,

E'_,. T& shkruhet barazimi i ¥ijis rrethore diametn 1 58 cilés éshté segmenti nga drejiéza

Ix - dy + 12 =0 gé gjendet ndérmjet boshizve koordinative.
| T shkruhet barazimi 1 vijés rrethore nése dy diametra 1€ saj shirihen né drejigeat
x+ty- 14 =0 dhe 2x - 3y + 12 =}, kurse kalon népér fillimin ¢ koordinatave,

) Shkrusje bararimin ¢ vijés rrethore e ciln kalon népér pikat A(Th, -2} dhe 514, 6], kurse

gendra shirthet né: a} boshtin x; b) boshtin .

| Bhkruaje barazmmn ¢ viés rrethore gé kalon népdr pikat:
oy ACS, -3) dhe B{4, -2, kurse mezja r= 5;
b} A{=1, 3) dhe B(3, 1), kurse qendra shirihot né drejigzén 3x -y -2 =10

[:EJ Shkrusje barazimin e vijés methore ¢ cila kalon népér pikén A(-5, T}, kurse ¢ takon
boshtin x né pikén Si(=4, 0,

LRGJITHSHME .
e AT
= mml e S T ALl ALY,

3
|
Fuqizoji bmomét: (2y-3F: [:+ = ]
Barazimi ax* + by + ¢ =0, a2 0 quhet barazim katror me njé 1@ panjobur
Cili prej cifteve 1 radhitor (x, ¥) € (1, 2): (1, <2): {3, -2); {3, 3)} Eshié zgjidhje «
x4+ y=4

sistemit t§ barazmeve § ;
Xy =17

Barazimi Ax* + Bxy + O + Dx + Ey + F = 0, nese 1& paktén npéri prej koeficientive

A, B ose  éshig 1 ndryshueshém prej 2eros Sshié forma e pérgnthshme ¢ barazimit katror

me dy & panjohura.



w Shkruaje barazimin ¢ vijés methore, nése ¢ = 1 me gendér né pikén E[—i,!]-

Vére zgjidhjer
[:+%]-+'{y—2]: =1

I Vija rrethore e kérkuar éshté:
0 Pas fegizimit 1 keyer dhe reduktimit, fitehet barazimi
4 +d ¢ 12 - L6y + 21 =0
Ve, qdo barazim 1€ vijés rrethore
(x-p)t+ (p-gP=r
mund té sifler nif kété forme té pérgjithshme
FHyr-dpx gyttt -r=10

" Baragimi i fituar Eshié barazim katror me dy € panjohura,
0 Cilat kushite dubet ' kEnoqin koefoient® ¢ barazimit

Axt+ Bxyp+ OF + Dy + Ey+ F = {1 gé ai 1 jet& barazimi i vijés rmethore?
ke e krahosuar ket bamnzim me barazimin parapeak dubser
1. koeficientde para x° dhe )F & jené € boraborté, dmth, A = C e )
2. T& mos gkziston an@tari & - v, dmth. 8 = 1),
M kéte kushre barznmi 8shie i formés

F

Azt + At + D+ Ey + F = 0, dmth, f+j‘+%:+§y+1={l.

 Duke | kralmsugr barazimet

A edpr-lgyt pag-r=0 dhe f+y‘+%x+§y+§=n.m

o ot

3. g gt~ = I - 08¢ pas pEvEndEsrmit p dhe g, fitopmé r =_(u +E —4AF).

dmih, r=-2-15~..'ﬂi+f--4.d_ﬂ A=0. Pasire R, vijon D° + E - 44F > 0.




Cili prej kétvre barazimeve paraqel barazimin ¢ vijés rrethors:
ghdr + 47 - 12+ 16y - 11 = 0 b+ +hr-dy+ 18=10;
g+ -dr+2y+5=07

Vire zgiidhfer
AAd=4D=:12, E= 16 dhe F=-11, kurse D* + £? - 4F4 = 144 + 256 - 4 - 4{-11)}=
576 = 0.
. ol D12 3
Domethénd, barazimi i dhéné Sshieé baraeim | vijés rmethore: P=_ﬁ=E=E'

E 16

=—E= 3
r1=p"+q‘—£= 3 +(=2Y +]—1='J,d.m.:h.r=3-
A |2 4

bjd=1,D0=6E=-4 F= 18 kusce " + E -d4AF =36+ 16 -T2 =-20 <0
Domethéné, barazimi i dbhéné nuk Eshté barazim 1 vipés rmethore
cjd=1, D=4 E=2dhe F=5 kune [F + B -44F=16+4-20=0.
Domethéng, barazim 1 dbéng nuk #shié barazim i vijés methore.
Barazimi i dhéné rumd 18 shkruhet edhe né kété formé (x - 2P + (y + 1F = 0.
Shuma ¢ katrortve éshté zero nése dhe vetém nése x - 2 = 0 dhey + 1 =0, dm.th. x =2 dhe
y=-1
Ceometrikisht kjo do b€ thotd se koordinatat e pikés (2,- 1) edhe vetém ato ¢ kénaqin barazimin,
d.m.th. me barazimin ¢ dhéné Eshig pErcaktuar pika (2,-17,

Eshté dhéné barazimi © + 3 = Zr - dp = 31 =10,

Mise barazimi paraqet vijé rrethore, shkruaje né formén normale.

Vére agfidhfer
DF+E-44F =4+ 16+ 124 = 144 = (. Domethéng barazimi | dhéné &hig bararin
i wijis methore.
MEnyra & paré:
D E 2 2 F
h : =——=]" = ——= — -+ e
Sipas formulave: p=———=1; g=———=2 dhe ' =p q 3
P =12+ 21+ 31 = 36, pra barazimi né formén normale &shté (x -1} + (y - 2)° = 36,
Ménvra e dyié:
Me plotésim 18 binomit nié katror:
(et 1)1+ (R -4y +29)-2-31=0
fx - 10 + (v - 2¥ = 36,
Eahakmdham:qpﬂiadh:nmna&ﬁjhmthmtﬁdhﬁﬁm:hmm
g+ = a0 B+ P2 15=0; )X+ P edp-l6=0;
QE+F -2 -fy-6=0 d+y¥+Tx-4p+19=0

(ED




Pér cilén vierd té parnmetrit A, vija rrethore:
At + 1A+ Ax - (24 - T + A4+ 3 =10, e takon boshtin x7
By + 7 + (A + 4 + (34 + 1)y + 44 = 0, & takon boshtin ¥?

Vire zgjidhjer
24-7

i) Prej barazimit p=—% : q=—T dhe r’ = p* +4° --i—.pmj kushtit ig| =7, vijon

g* =, praprej £ = p* +q'=--§.\-'ijun p?—§=1}.d.m.lh. [—%j (A +3)=0

Zgjidhpa ¢ barazimit éshté A = 6 ose A = -2, Pér 4 = 6, barazimi i dbéné e merr k#té formé

x4y F b - Sy + 9 =0, i cili ésheé barazimi i vijés rrethore me C(-j,;} dhe

e =9+[%T—9,d.m.ﬂ1. r=%, kurse pir A =-2, barazimi i dhéné kalon né barazim

1 vijés methore ©° + 37 - 2r + 1lp + 1 =0,

Té shkruhet barazimi i vijés rrethore e cila kalon népér pikar A(-2, 4).
B(5, -3), 17, 1)
Vire sgjichjere

T# shkruhet baraziend i vijés methore, dubet 16 caktohen koordinatat ¢ gendrés dhe rrezja e
vijés rrethore,

Detyra mund 1€ zgindhet né dy meényro.
Ményra I: ¥
- _,q'_-[,{____“_ 4
Pikat A, & dhe C jané kulmet ¢ trekéndEshit, | \\ N
fig. 1. .
2 il
Qendra & vijés rrethore 12 jashtashkruar sreth -, B 0 .C
trekndéshil pendel nE prerjen ¢ simetralave s O £
t& brinjéve té trekéndéshit Le & jeté M mesi i 22 07 3 455 7%
brinjés A2, e -
-2
M[.t.q +4’;. Yyt ¥y Jdmﬁ,”[al] .
2 2 32 B
kurse N mesi i AC, N E,E ) fig. |
oTgpe ]
o =3 =1
St S, AN R e
g omee LR e



Barazmel ¢ simetraleve jané:
5 :#-—-I—I[_I:—i]- 5 ::p.-.zpj[_l-_i].
s Tl 2) W o 2}
r=x-1; y=13r-5
5= {0 O, 1),

kourse mezja F = A= 1.'[(14- ¥ +(1-4Y =5, Barazimi i vijits rrethore né frmén normake
gshig (x - 2¥ + (v - 1¥ = 25.
MEnvra 11

Me zévéindésimin ¢ koordinatave 18 pikés né barazimin (x - p¥* + (¥ - g0 = r* kemi:
(-2-p) +{4-g) =r
(5-p)f +(-3-q) =1
(7-p¥ +(1-q) =r

Zpjidhja e sistemit i jep vlerat e & panjohurave p, g dhe r

Ményra I11:
Nése né barazimin x° + )7 - Jpx - 2gp + g7 + g - @ = [ 2évindesoimE a = -2p, b =-2g
dbe ¢ = p' + g - #* = 0 do 1€ fitojme x* + ¥ + ax + by + ¢ = 0§ cili paraget formén e
pérgiithshme & barazimit & vijés rrethore.

Me zévindEimin ¢ koordinatave té& pikove A, & dhe C o barazimin & Mindi) kemi:

(=) +4' —Za+4b4c=0 cw g —db—30 e=2a-4b-20
5 e 3Y 450-W+c=0 e {Sa—W+e==34 o (Ta-Th=—I4 -
P it +Tasbte=0 Tat+hec=() Ta+b+c=i)

e=2a-4b-20 [a=—4

& ya—bh==1 = th==2
3a = b= =]f) c==2,
pra barzimi [ vijés rrethore né formen e pergjithshme éshid: o =37 - dx - 2p - 20 =10,

Detvra
'L_E:,. Per cilén vieré tf parametnt A € {0, 1. 5] barazimi:
R S (O o TR e A 1)
paraqet barazimin € vijes methore?

@ NE barazimin x° + 3 + Ax + 3hy - 7 = 0, cakio parameirin & ashiu & barazimi 18
paraget vipn methore ¢ cila kalon népér pikén (1, 0,



I::EZ] Pir cilén vierd 18 parametrit A, vija methore
r+y+{A-6x-(A+2p+30:2=0
i prek 1 dy boshiet koordinative

ﬁ:ﬁ Cakto qendrén dive mrezen ¢ vijis methore t# dhéng me basazimin:

oA 42y = B)x? + 7 - dr + 2y =
g+ - I = gl + P - Sp =,

@ Shikrung barazimin ¢ vijés methore qendra e 5& cilés puthitet me qedhnén e vijés rrethare
¥+ - Ay + 3y = 0, kurse rrezja éshi# pér 2 me ¢ madhe sc rrezja e vijés methore t2
dhéng.

Shkruaj barazimin ¢ vij8s rmethore e cila kalon népér pikén A(3, -5) dhe & pren boshtin
J nié pikear M0, 4) dhe MO, -2).

r:_i} Shkruaj barazimin e vijés rrethore e cila kalon népér pikar:

a) A2, -2), B(7. 3). C6, 0); b} A(1, 2), Br4, 1), C(9, &),

{E} Cakto sypringn dhe vEllimin e topit methi mE | madh | & cilit kalon népér pikat
M1, 2), M3, 4), M,{6, 4).

@ Eshté dhéné AABC, A(7, 1), B(S, 5), C(-2, 4), Shkruajc barazimin e vijés methore ¢
cila kalon népér meset e brinjéve @ rekéndishit, {4

10 ) Shkruaje barazimin e vijés methore t8 jashtashkeuar rreth trekEndishie, barazimer e
brinjéve 1 té cilit jané AB: 3y +x - 7= 0:8C: y-x+ 3 =0 dhe AC: 2y - x- 3=0

Pt
Kuftohu! - | Largésia o prej gendrés sé vijés
{&'" methore deri te drejtéza quhet largésia
Kour njé barazim katror ka: rénjEregle dbe 0 rore g 1.
(& barsharin ose komplekse t8 konju-
guara’

Cakto piképrerjen e drejtézave
2x-y=1dhex+ym=§
Dy drejtéza jzné paralele nése | kané
koeficient®t e drejtimit (¢ barabarté,
Né gfaré raporti jané koeficientét e
drejtimeve 8 drejtézave reciprakisht fig. 1
normale?
Prej mé herét e ke 1€ mpohur:
1. Nése o = r, mEhers, drejtéza e prek vijén rrethore, d.m. th, kané nj# piké v pErbachkat,
2. Nesed = r, attherd, drejilza & prené vijén methore, d.m.th. ato kang dy pika té pérbashkéta.
3. Mése d > r, at¥hert, drejtdza dhe vijn rretore nuk kan piks 1 pérbashkira,




Duke e ditur shénimin analitik té dy vijave, d.m.th. barazimet ¢ tyre, piképrerjet e vijave,
nése ka, do t'i cakeojmE duke zgjidhur sistemin prej barazimeve té tyre.

D,} Cakto koordinatat ¢ piképrerjeve té drejbézés 3x + 3 - 6= 0 dhe vijés mrethore

(x- 3P+ (v - 2P = 25,
Veére zgfidhfern
y=6-3x | y=6-3x | y=6-3x
(x—3) +{4-3cF =25 | ¥ —6x+9+16- 245 +0c* =25 =0 |10 =30x =0

Zgjidhfa e sistemitx, =0, p, =6 osex, =3, 3 = -3, d.m th. piképrerjet e drejtiizés dhe vijés
methore jané: A(0, 6) dhe B{3, -3).
[Eﬁ Shqyrto pozitén ¢ drejtézés ¥ = kx + n dhe vijés methore x* + 17 = =2
Viére zgjidhjen ¢ sistemit
yEEx+ R
L_.: byt
Duke zévéndésuar v né barazimin e dyig kemi:
2+ (kx + By =15
P+ - =0
(1+E+2kn+p-~=0,
Zggulhjs & barazimit katror varet prej diskriminant®s s& tij.
D = (Zenf - 41 + F)p' - ),
0 = §{1+8% - #*).
1. Mése 0 =0, dmth. {1 + &) = &*, barazimi kstror ka zgjidhje & vetne, pra sistemi ka
saktisisht njé zgjidhje, d.m th, drejtéza e prek vijén methore,
I Wise D =0, dm.th. P(1 + ) > 0¥, barazimi katror ka dy zgjidhje reale, pra edhe sisterni
ko dy zgjidhje, d.m.th. drejtéza ¢ preng vin rrethore.
1, Nése <0, dm,th. #(1 = &) <n’ barazimi katror nuk ka zgjidhje reale, pra edhe sistemi
nuk ka zgjidhje, d.m.th. drejtéza nuk ka pika 1& pérhashkéta me vijén methore.
Cakto pozitén ¢ drejeézés né lidhje me vijén methore:

a} 2z -+ 5= 0 dhe x? +p* =50 Bix-2y+5=0dhes®+ ) =5
Ménvra o pari;
Wire zgindhjen & sistemit;
i {I-!_‘,‘-I'SE'DL x=2y=5 x=2y-5

x+yi=5 {2}'"5}:+_}':=5, y —dp+d=0,

x=-1dhe y =2, dmth drejiéza e prek vijén rrethore né pikiin A(-1, 2).

B



. Minyra e dyti:
1

MMMF:%I"'%:"’EW -i-'="£s "=§.hm=nﬂilt vijéis rethore I = 5. Kéto

viera e kénagin kushtin {1 + &y = #’, [l+%]-5=[§)‘.
d.m.th, drejtéza e prek vijén rrethore

Né barazimin e dhéng Ax - 3 + 5 = 0, cakto parametrin A, ashiu g# drejiza e prek
vijén methore x* + 3 = 5.
Vére rgfidhfen
1 Prej drejtézés ¥ = Ax + 5 vijon & = A, n= 5, kurse rrezja ¢ vijés rrethore #shié ' = 5.
1 Me zévéndésimin né kushtin pér prekje
(1+Epl=n (1+47)5=25 A=42

B i i Ax + By + C = 0 ta prek vijén rrethore
[ ot s i £ 374~

Vire zgfidisfemx
" Drejtéza Bshté tangient® (e prek) vijEn rrethore ndse d = r, fig. 2.
= Largisia prej pikés Afx,, v,) deri te drejiéza Ax + B+ C=0
njehsohet sipas formulés
g lAn By 0l
A+ B

Nése pika Cip, g) éshité gendra e vijés methore dhe o = r, atghené kemi

#shié kushti | kckuar pér prekje.
Wésc drejiiza éshité shkruar né formén eksplicite, dm.th, 3= kx + , athers kushu &b

= i

[B> cakiopositén e drejtzes dhe vijs erethore:
a) x+ y - 9=0dhe {x - 2F + (3 - 1F=25; bhx +y + 4=0 dhe x’ + 3* + 2y - 3=,



Viire zpfidhjon
a1 Qrendra ¢ vijss rrethore &shig O02, 1), kurse r= 5.

-2411= i
d = ——p 2 =32 <7, domethEné drejtéza ¢ pread vijén rrethore,
Ji+iP A2

Eﬁ*’ Cakto parametnin A ashiu gf drejtézn ta prek viién methore:
gt Ar+l=0; &'+ - e+ T=0; Byy=-Ar+ & (x =57+ (y= By =20.
Vire zgjidhjen:
oo 10

a) Prej harazimit t& vijés rmethore kemi: p=—-£;-= T=j s g=0;

F=p+y- —E- = 25 - 7= |8, prn me zévéndésimin te kushti pér prekie kemi:

(4% + B = (Ap+ Bg + CF;
(I+A7 18=(1:5+3-0+1Q
(1445 18=34;
Al=1,dmth l=%1.
@3‘-‘ Shiruzji barzimet ¢ tangjentave 1§ vijés rmethore g kalojng népér pikin:
a) M3, 2 A+ -dx+dy=0; MM 1Y (x-6P+(y-3P =18

Vére zgiidhfen:
b) Tangjenta ¢ kérkuar - ¥ = &x + n kalon népér pikén M(3, 2) domethéni 2 = 3k + n,
dm.th. m =2 - 3k

b
Prej barazimit 1€ vijis rrethore p e i 2; 0= -—% ==1, kurse

Fr=pPtgl- % =3 dhe kushtit pér prekje kemi:
(14 &w = (kp- g + 0y, pra me sévéndésim kemi n = 2 - 3k
kemi (1+5)-5=(03-k%
S+5k=0-6k+ 1
2+ 3k -2= 10

i 3 1
j—',—i. -‘T:*-E.Euﬁtnl=2-i=-ilﬂj=3
Tangjentat e kérkuarn jané: [.: 3,--11I+ %; t; y=-2r+8§
[ﬁ.}' TE shkrubet barazimi § tangjentés 58 vijés methore © +pp=5 parslele me drejtézén

prlr-y+1=0



Viere zgffathfen:
Prej kushtit pér paralelizém € dy drejiézave vijon:
.ﬁ‘a=kr=2.pm!:_r=.i;:; +n, dmih, v=2x + n.
Prej barazimit 1€ vijés rrethore kemi: p =g = {, I = §, pra
prej (1 + &% = 17 vijon
[1+3): S=nk: n=25,
Tangrentat ¢ kitrkuara jané:
boy=2e+5 dhe t:y=2¢-5 fig3
Shkruaj barazimin e tangjentés 1@ vijés methoee
{1‘-3):1-I:P+4:I3=EqEEEhtEmnmlruéd:citE?Enp:EI-;v+?=i}.
Detvra
@ Cakto pikEpresjet ¢ drejrézés dhe vijés rrethore:
afde-y+3=0, @ +yP=50 byx-3p-5=0, (x- 1) + [y + X =5
IC_J Cakfo pozitén e drejifzés né lidhje me vijén rrethore duke mos e zgjidhur sistemin;
ghx+3y-15=0, ¥*+,* =125
Bix =2 = 10, (x- 1)+ (p+ 2P =25
el ix+y=25 F+P- s -2p+25=10

fig. 3

(3)) Cakto koeficientin ¢ panjohur ashtu & drejtéza ta prek vijén mrethore:
ajx+By+1=0, F4+37-10x+T={,
bjAx+4y+8 =10, '+ +6x-dy-12=0

Cl Cakte p dhe g ashitu g drejtéza < peek vijén methore:
Ax+ye3=0, (x-pP+(p-3P=18,
Wx-2v+ =0, (x-5°+(v-gqF=20

@ Shkruaje barazimin e tangjentis té vijés rrethore e cila kalon népéy pikeén:
B P-5, 00 27+ )7 =9 b) P(-3, 6) & + 37 + de + 2y - 20=0,

(&) Shkruaje barazimin = tangjentss sé vijés rrethore 3 + 7 - dx - 6 - 12 = 0 o cila dsbié
paralele me drejiézén 4x - 3y - 12 = 0.

@ Shikruape barazimin e tangientss =& vijés methore x* + 37 = 5 & cila #shtd sormale né
drejtizén x - 2y -3 =0,

(B) Nen cili kénd shibet vija methore:
a) x* + () - 4F = 16 prej pikés M8, 4);
by x*# 3% - 2r - 14y + 25 = 0 prej fillimit & koordinatave?

@ Shkruaje barazimin ¢ drejiézés qé e prek vijén mrethore (x - 51 + (- 37 = 3, kurse

bashtin ¢ x-it ¢ prend né ptkén O, 0).



(10) Prej pikés P(2, -3) jané téehequr tangjentat e vijés rethore
{x - 1P +{p + 5§ = 4. Shkruaje barazimin e drejtézés q€ kalon nepér pikas prekése,

{il) Shkruaje barazimin e vijés methore gendra ¢ 1 cilés éshié né pikén C(p, 1), kurse i prek
drejtizat 3z - 4y + 35 = 0, x + 3y - 20 = 0.

(1) Shkrusje barazimin e vijés methore qendra e s cilés shiriher né drejtéziin 2x +y =10,
kurse i prek drejtézat 4x - 3y + 10 =0 dbe dx -3y - 30=0.

Kushti pér dy drejtéza normale ku
koeficientét @ drejtimit jang &, dhe k,
Barazimi i drejtézés népér njé piké gshte k, - &, + 1 =10
¥=p =Hx-x) Tangienta & vijés rrethore Eshté normale
il né pikén prekése.
W *?!m wepce ay pika Direjtéza ¢ cila éshitd normale nE tanggen-
yop =2 zax) tén & vijés methore dhe kalon népér pikén
Xy =X prekEse qubet normale ¢ vijés methore,

Shkruaje barazimin ¢ tangjentés né pikén T{x , » ) 1€ vijés mrethore
(x-pF+r-qF=r.
Vire agjidbjen:
Mormalja e vijés reethore kalon népér gendrén Clp, ) dbe pikén
Tix,, v,). fig.1. pra barazimi saj Exhié:

" :I-"!?:M{I- P}
x=p
Koeficienti i drejtimit 1€ normales &sheé & =-"‘—';.
% -

Prej kushuit t# drejtfzave pormale & - k= -1, vijon

b ==L s barazimi i tangjentés dshté:

Py=d
Ey=n =—?__£{I—IL_}1 dom.th. {x, - pHx -x) + -y -g1=0.
1

Pika Tz, y,) shtribet né vijén rrethore, pra keemi (x, - pF + (v, - gF = i,
Duke i mbledhur 1& dy barazimet @ fundit, fitojme:

{11"P}|-'.x'x|':l+|::| 'PF;‘.}I'J'?|H}'| -q}+{.|"'| 'Qﬁl:";;

{I!‘P:H:-':'I| +I| 'P?"'U:"?HJ"J", +}'5'E}=r:.



Barazimi 1 kérkuar i tangjentés gshié
ﬁ-h'ﬂk| '.F:F T ‘?1?1 “g=r.

EI;'!;J' Shknaaje barazimin e tangjentés dhe normales né pikén 714, 1) & vijés rrethore
(x=2F +(y+3F =120
Vire zgfidiifes
Pika T sheribet né vijén rrethore, pasi (4 - 27 + (1 = 3P = 22 + 42 = 20,
Prej vijEs mrethore vijon p =2, g = -3, r* = 20, me z8véndésimin né barazimin e tangjentés
kemi:
F(4-2Xux-20+(1 + 3Ny + 3 =20,
x+ly-6=0.
Barazimi 1 normales dshid
my-y =kix-x)
Prej barazimit t# tangjentés kemi k, =—§ == % « kurse prej kushtit pér drejtza nonmale

kemi .t"=-kl=2.pmhumzimiinﬂnnaluéshtémy-1=1{x-4}.t.:.1¥-}'-7=ﬂ.
Mbaj mead!
Bu‘tﬂnuﬂqjmﬂ#ﬂ'ﬂjﬁnﬂhmv{x -PF + (- gF = nd pikin T, ) e
(- plx, - p) + (v - ﬂ!h g)=r.

Mwnw&m#ﬁﬂﬁﬁm: ,:_d.m.ﬁ.p ¢ = 0, atéherd
tangjenta éshts: 3 n]"'.ﬂl

o

m‘ Drejtéza 3x + v = | ¢ prené vijin mrethore x* + 4% « 25 - Gy + 5 = 0,
a) Bhkruaji barazimet e tangjentave né piképrerjet.
b) Cakto sypringn e trekéndéshit 18 kufizuar me drejifzén e dhéng dhe 12 dy tangjentat.

Vére sgiicdhjen:
p=1,g=3 (1,3, =1P+3-5=5(fig 7).
AL X [=1{Df1
ylal1]2
Zgjidh oA o ' 'in ERE:
& sistemit F = %
HJ .I"H .rz‘F'_"I-EI-“ﬁ]'-FS:ﬂFnE ']Iqlp
keerdinatat ¢ piképrerjeve 4 dhe &, fig, 2
=]=3r =]—3r
S 47T A1y, B, 4
X4y =2x=6y+5=0 [x'+2x=0



a) Tangjentod jamd:

fiGe=100-1)+ (=31 -3 =5 e 1Y-1-D+{p-304-3)=5§
rt2y-2=1 Z-p+b=0,

Piképrerja e tangjentave fitohet me zgiidhjen ¢ sistemat:

r+iy=21=10

2x=y+6=0,0-2,2)

b) Syprina e trekEndéshit ABD: A(D, 1), B(-1, 4), D(-2, 2).

1 |
8 =-1-|14fh L (TR B ey

5=%|L‘|{4—2]+{—1:-{1—1}+{—~2}E1—4]|=5.

Shiruaje barazimin e tangjentés s& vijés rrethore x* + ' = 13, né pikén
m2,y, > 0) _
Sa zgjidhje ka detyra nése nuk Eshté dhéné kufizim?

Vire zgjidh e
Pika T shirihet né vijén methore, pra
(-2 + yi=13;dmth y =8;
¥, =3 psey =-3 hg 3
Tangjenta kalon népér pikén T(-1, 3).
Pasi p= g = 0, vijon:
e R
Zr+3y=13;
-3+ 13=4,

[:5;}' Shkruaje barazimin ¢ tangentés & vijés methore (x - 3 + (v + 1) = 20 né pikén
D1, ¥ y=0

[53* T# caktohet kEndi nén 1€ cilin priten drejiéza
3x -y -1 =0, dae vija methore

(x-2F+)7 =5,

Vire zgjidijem: e :
Kéndi nén 18 cilin priten drejiéza dbe vija methore &shit Al 2 34 x
kéndi gé ¢ for ﬁmmﬂuwmwihm i
sk ibmien 1

fig. 4



ix=v-1=0

it T Jang koorchinatat ¢ piképresjeve A dhe 8.
(x-2Y +y" =5

Zgjidhje ¢ sistemit {
y=3x-1 y=3r-]
{_rz—-l.r+4+l:3y-l}2=5'. {JJ—Inﬂi A(l, 2), B0, -1).

Barazimi 1 tanggentés s& vipés mothore né pikén A( 1. 2) tahe

fle-2Nx - 2) + 3 =5,
- 21 =21+2p=35;

=2y + 3=
: - ky —k, _ |
Kiéndi ndérmyet dy drejtézave caktohet me formulén g = e «prakemi: K :E'
Bl i
b '
.= 3 kurse tgp == L1 @=arctghl|; 9=45"
I+=-3 =
2 .
VierEn e njgjel do 1 firojmé edhe né pikin 8.
Petvra
{E:I Shkrugje barnzimin ¢ tangjentés né pikén A & vijés rrethore
gy A{-1, T}, =2 + 33 =5 bl A5, 1), (x- 20 = (¥ + 3F = 25;

Al -3), ¥H+y+Rx-9=0
{'rf" Shkrunje barazimin e tangjentés sé vijs rrethore né pikén T
=F
apfx+3IF +{p-1F=20, I, v), y=10; bl +3#F =10, Mx=<0,-1)
Eshig dbénE vija rethore 1° + 37 - 2v + dp =10,
a) Shkruaji barazimet ¢ tangentave né pikén Tx, -3} 1 vijés methore,
b} Cakto kéndin ndérmjet tangjentave.
@ Ne pikiépreriet ¢ drejtzss x - 3y + 5 = 0 dhe vijds rethore
(&= 2P + (v + 1F = 50 térhig tangjenta & vijés methore,
Cakto syprinén & trekéndéshir g o forming drejtéza ¢ dhéné dbe & dy tangjentar,

5 i £ -
Il;EJ D.l‘EJiEi!'I- .1! } 1‘ - II} [ J:I:I'mi ".-'i_-ién mhnm - +'|_y m 25
Cakic: kéndin Qi e ﬁ!]'mﬂjfﬁ! Eangpental ﬂlrheq-um né piképrerjet praj "-'ijE'E o

T

6 Cakto kéndin nén té cilin drejtéza x - 3y - 5 =0 ¢ prené vijén srethore
(r=1F +(y+3F=5

.




@ Cakt piképrerjet ¢ vijave rrethors:
alr+ =8 Sy -dx=0
B+ =0, - I Ix+35=0.
P+ W -Br-18p+93=0, *+y -Bx-By+23=0.
(&) Cakto kéndin nién 1 cilin peiten vijat rethore:
N Fy¥=3 (x-1F+p =4
e+ P +8x-9=0 #2+y¥+9%-Ty+20=0

A Pérpiqu ta béjsh kétd eksperiment,
' Né sipérfage té rafshté né largési t& cakmuar ngulim dy gozhda. Pér pozhdave |

lidhim skajet € njé peri, gjatgsia ¢ € cilit éshié mé e madhe se largésia ndérmpet gozhdave,
fig. 1
Nése perin ¢ térhegim me njE laps, gjaté tér-
heqjes <& atillE 1 perit, lapsi do1E pérshionuan
n_|J: lakore & mb-'_rlltu' & cila quhﬂ EIr,I!JH
w
Vire, pika g shtrihen né elipsé g€ ¢ kand veting: shuma e lnrgésive 1& ¢donjérés prej atyre
deri te dy pikat e dhéna 18 jetd konstant,
Prandsj, pér elipsén vien k?

Pikat ¢ dhéna quhen fokuse t€ clipses, shénohen me F| dhe F,, kurse larg@sia F.F':=I¢
quhet lerglsi fokale.
Mumsi konstant {shumén e largésive & ¢ farsdo pike i elipsés deri te fokusét) e shénojmé
me 2a (@ > 0).
Shkruaje harazrimin ¢ clips@s nése dibet largésia fokale E“ 2c dhe largisin
konstante 2a.
Rilfpe sifudxjen:

Diuhet t8 caktojmé barazimin gé | kénaq koordinatat e gfarédo pike @ elipsts (dhe vetém
Ao}

L=




Per keté géllim vendosim sistem kénddrejté koordinativ ashiu qé boshti x 1€ kalon népir
fokuset F| dhe F., kurse fillimi i koordinatave - & jeté ¥

mesi | segmentit F F, fig. 2. Mix, ¥)

Me sgiedhien e kEGIE 12 sistemit kovrdimativ kemi: _,_..-": LF |
F.F,= 2, pra F (-c, 0), kurse F (¢, 0). Y [-l] F,{::fﬂ]
Nese pika Mix, v} @shié gfarédo piké e elipsSs, a2
alEheri:

G:E_M=HI{I+{']2+}|-J ; FE:F;M-'IE:I_ff'Fj!
quhet rreze fokale.

Prej perkufizimit pér elipsén kemi:

Fo+ o= 2a dmih. barasi J{x T ,.|rl'. o i
= o d.m.th. barasia +eb + ¥ +ylx=c) + 3" =2a, éshié barazimi i

elipsés | shprehur né formén koordinative.

K.gt barazim me transformim identik do ta sjellim né formé mé € thjeshié,

Prej barazimit vijon:
1|||{I+E':|! +¥ =2a-x-c) = ¥

Prej péckufizimit vijon Za = 4f(x —c¥ + ¥ . pas kuadrimit fitojmé barasi gt shié
ekuivalente me barasing ¢ dhéng:

B+ Wct P =da - daJle—c) + 3 40 2ee ot A
alr—c) +y* =gt - xp.
Kuadrojmé pérséri:

@{x - Zee + F + p) = gt - 2 + P dmih (F - S+ 8 = ol - o),
Prej jobasasive 18 brimgéve 18 trekEndézhit AF F.M vijon:
O ;",-E': ose Ja > 2r, dmth. a > ¢
Prej k&t vijon se @° ¢, dm.ih. a” - & =0, pra me zévendésimin
& - ¢ =F, (b > 0),

barazimi | elipsés &shig:

Bl 4+t = gl
Pas pjesktimit & barazimit me @°5, (2 = 0, b = () kemi:

L3
ﬂ] -_ﬁ
i cili quhet barazimi qéndrot cze barazimi kanonik i elipsés.

Numrat pozitiv @ dhe b quhen gjysméboshte t¢ elipsés.



Cakeji giysméboshiet o dhe & dhe koordinatat ¢ fokuseve (€ elipsés

Oy + 25 = 900.
Vére zgfichyfon
Mese barazmmin ¢ pjesitajmé me W00, piEherd barnrimi do @ jet | shkruar né formén
kunmike, d.m.th

i 2
I_+_.J.II._=|_
1K 36

Prej kitu vijon o = 100, & = 36, dmth. g = 10 dhe & = 6.
Prej kushiit o° - & = B vijon ¢ = @ = &, &= 100- 36 = 64, pra ¢ = &, kurse fokusét
jani F (-8, 0) dhe F (8, 0),
Bﬁ}- Shkruaje barazimin @ elipsés nése jané dhiing giviméboshies
alag=55H=73; b= J10,b= 3.

Viére sgfidhfen:
g Nése g = 5 dhe b = 3 | zévindisojmé né barazimin ¢ elipsds &'x® + o'y = o°b kemi
3+ 507 = 3387 g 027 4+ 25y = 2235,
[?,)' Shkruaj baruzimin ¢ elipsés nése 1 dy kulmet e saja jané pikat A (=13, 0} dhe
r!:ﬂl 0}, kurse fokusér F (-5, ) dhe .F':{i .
Vifre sgfidbfen
Paci fokusét shimhen né boshiin © domethént givsmeboshti 1 madh dshié o= 13, dhe o = 5.
Prej kushtit @ - &2 = B vijon ¢ = 132 - 51 = 134, pra barazimi 1 elipsés &shiE:
o i

= ]
P 1

Shkruaje barazimin ¢ clipsés nise gysmiboshti | vogél dshié b = 2/5 | kurse
Fi-4, 0).
I

E} Shkrusje barazimin ¢ elipses ¢ cila kalon népér pikén A(3, /2 ), kurse gjysméboshti
i madh éshié @ = 15 .

Vire zgfidhfen:

A e e

Me zévinddcimin nd barazimin e elipsés kemi: = Iy =1

Wy F B
%=I—%=%-b‘==5.Buruimiidi]:lsisi.‘.slui:

x ¥ 3

B R s e

=



| Farmén ¢ clipsés do ta vErejmé nga analiza e burazimit (2 saj.

e

4 2

- oy A e D £ b i .1 a’ v
Prej barazinit ;—‘T*F:] vijon ;r’=;;-'|:n -5 ) dhe ¥ =F{bl—_}' }.m:

B =1 3
_}'::i; & =z :Ih:.r=i% e

Prej kdtn wijon:
vE Rosed’ - 20, dmith. -a £x5a, kusex € Rnése i - 32 0, dmth

-hEpLh,
Prx = 44 vijon v =0, d-m.th. elipsa ¢ prené boshtin x né pikat A (-2, ), A (a, 0). Pér
¥ = &b vijon x = 0, d.m.th, elipsa ¢ prené :
boshtin v né piken 8 (0, -b), 5,00, b).

Pikat 4, A, B, dhe B, quben kulmes ¢ T e
i oL - Er ] _:\.- .
elipsis. Prej zagidhjeve yateafo’ =¥ ¥
a i : e 3
dhe :=i;-.|b’ —f vijon se elipsa N/ - e _M&;u

gshté simeirike nd lidhje me boshict

A f-a, - .1
koordinative, q%t_ L
Pasi ndryshoret X, ¥ 8 borazimit jané né F. = ]

Puqi 12 treguesit, domethénd nése pika T, Wy =k 1B )
) shirihet g clipsé, attherd pika T (-x , - e

¥, ) shirihet né elipsé, d.m.th. elipsa éshié
simetrike edhe né lidhje me fllioen 2 fig. 3
koordinatave,

-

Prog ket diskutimd vijon se pikat e elipsés gienden nd drejikEndéshin - < v <

-hEysh Mgl
Wé fig. 3 Eshi€ paragitur njé ményré e konstruksonit 18 elipsés me mathé kencenrik
diametral ¢ 18 ciléve jang 2a dhe 25

Prej piképrerjeve M dhe N t8 diametrit ON dbe né té dy vija rrethore térbeqim drejiéza
paralele me boshtel O dhe O, pérkatésishi.

Prerja P e atyre drejtEzave paralede &shié pike e elipsss,

ME 1 nj&jtén ményTe caktohet piké ¢ elipsés né cfarcdo dinmetér b térhequr.

Gjatésia e segmentit A A, =24 quhet boshei | madh, kurse segmenti B8, =25 boshti
1 vogd i clipaes.

face_
Mumri ¢ = -;F,F'E quhet ekscentriciteti linear.




Mbaf mend!
Barazimi 1 elipsés me gendés né fillimin ¢ koordinatave &shté i formés

B B o 2 ik £ 0) e F(C,0) b okt ¢
Clipats; Rurie: enﬁ péra> b, ckacentriciet incar.

Méze b > g, atéheré barazimi — x ; = | dxhté, githaghiu, barazimi i elipsfs, fokuset ¢ 58

T
£
cilés shirihen né boshtin  dhe poashiu ¢ = b7 - &, Né kité rast B B, =2b Eshté hoshti i

madh, kurse A A, =2a boshti § vog#l i elipses.
Vire, qf t& shknshet barazimi | elipsés dubet té dihen gjyvsméboshtet & eaj @ dhe b ose dy
kushte prej t& ciléve do 18 cakiohen givsméboshier.

[E:. Té shkruhet barazimi i elipsés e cila kalon népér pikat;
a) M(9, 4) dbe N(12, 1); b) M(6, 4) dhe M-8, 3).
Viére agjich e
2 Past pikat M dbe N shirihen né elips€, koordinatai e tyre e kénaqin baragimin e elipsés:
£1+J"—:=Ld th, —= & +£-1 dhe — 12 32 —=1,
a B a b Y]

Sistemin ﬂTI+ ;ﬁ =1 dhe E ﬁi=1 dor ta zggwdhim me metodén e koeficientéve té
i

kundéri ng ki ménvré:

Bl 18 720 144 2l 16
?4-?:”-9 ':I'T-I-b_::g a—]+—=|

144 © 1 2304 144 1 729 304 :
E—J+b—1=1|r'{—lﬁ} = ::: —b—l-"lﬁ __l_g_]= -6

7T i £, o e i
———=-7 |a'=22§ ::r—'lzﬁ

1

Barazimi i clipsés shte: —— + 2—=1 gse ¥ + §y? = 225,
225 25

a’ =225,

Shkruaje barazimin ¢ elipsés dy kulmet ¢ 1€ cilés 1 kang koordinatat (=6, 0), kurse
fokuset puthiten me fokuset ¢ elips@s 9x° + 25" = 125,



Vere sgiidhion

Prej elipsés s& dhiné vijon @* = 25, b = 9, kumse & = 26 - 9 = 16, d.m.th.fokusét jané
F (-4, 1) dhe £(4, 0).
o Pasi gjysm&boshti | elipsss s& kirkuar a = 6, vijon B = g - ¢
& =6 - 4 = 20, pra barazimi i clipsés #shié
1 a )

I ¥
—+=—m] ose 52 + 0y = |80,
6 X0 w

¢ elipsa fokussr e 68 cilé vee puthiten quben eljpaso konfokale.
E’ Vigato (skico) elipsa giysmeboshtet e té cilave jong: a) a = 6, b = 4; b} a, = 6,
b, = 2.5 n¢ & njgjtin sistem koordinativ,
[0 Té dy clipsat jani parsgitur né fig, 4,
I VEren se elipsat kané forma 1 ndryshme, njéra éshié mé e ngjeshur.
¥ Forma ¢ elipsés varet prej numrit E=£, i ¢ili qubet edsceniricined nummerit
Pasic<a, domethéné J S & < |,

Péralipstn a) o* = - b ' = 25 - Iﬁif=3.ﬁ‘ﬂ.£=§.

Perelipsen b) ¢ =5 - 2.5 ¢, = 1875, ¢ = 4,33, pra £, =ﬁ=mﬁﬁ.

Largésia fokale ¢, = c, kurse prej kétu vijon gjaté vierés konstante 18 boshtit t8 madh
£, = £ qb do 1& thet# se boshti i vop#l Sshté mé i vogil, pra elipsn ¢ dyté fohité mé shumé
€ nggeshur.

Jl._p'
n, D
2 &
o =
il ]
i -

le




Mése £= 0, atdheré ¢ = (), pra b = g edhe né kété rast barazim i elipsés &shé i formés
S

't_=+""'—_l=1 ose X' + ¥ = &%, d.nth. elipsa kalon né vijé methore me meze r = a dhe

a
qendér né fillimin & koordinatave. Prandaj vija methore mund @ llogaritetr pér elipsé me
ekecentricitet £ = 0,

[
Drejiézat r="2 dhe x == quhen direkica & efpsés.
£

Pasi £ < |, vijon 52 Tsa, pra direktrisat nuk e prejné elipaén,
3

e o e il ot 5
Direkirisa tf ¢l —++—=] jané = E (3] (N, 4
I 82 b elipsgs TR Enk.x = ﬂﬁ-- (3] (g, 4}

Drirekerisa ¢ clipsés o ka ki€ veti: raporti @ largésive peej ofarido pike T 02 elipsés den te
fokusi, g Eshté mé afér direkinsés, dhe lorgSsia prej asaj pike deri te dirckirisa Eshité konstait,
& barabarté me akzeentricinztin mumerik, d.mth,

TF, TD = TF, 7D, =¢.

ﬁ}}: Shkruaje barazimin e elipsés:
sl b=6J3.6=0%5 be= % CF(5 ).

Viére zgjifdthjer
by Prej F{£S, 0) vijon ¢ = 5, kurse prej E—E ij E .5:: .:;-:E_
- 2
PD:j b.'_.u:_{,_-_ -t': [15] ,;; 225~ IEH]_E
) 2 4 4
Burazimi 1 elipsiis Eshti;
¥ y?
T —.Eﬂ ose 2 + Mt = 1125
(5]
Petyvra
(1) Vizato elipsén nése &shié dhéné njé piké e saj dhe 1€ dy fokusat,
LEJ Shkruaje barazimin ¢ clipsés, nése: aja=7, b= J13: bya=13, g= £
B) Lok dhind barazimi § ehipsss 2+ =1
] LE dheed i —_—t—=
LJ s radmi { elipsts -+ 2

Caktoji koordinatat ¢ fokustve 1€ elipsés, ekcenincitetin numenk dhe barpzmmet ©
dirckirisava.



@ Shkrunje barazimin ¢ elipsfs e cila kalon népér pikén Af{-35, 4}, kurse ckscentnciletin
limear ¢ ka .'iru"i .
@ Shkrunje barazimin ¢ elips&s e cila kalon népér pikat:

28
) M4, 1, N2, 35 b M6, ) NS, 2y
@ Shkruaje barazimin ¢ elipsés nése largésia prej njé folousi deri 12 kulmet & boshit t&

madh jané 2 dhe 8
(3 Cakio pozitén e pikave A(, -3}, B(-2, 5), €(3, -6), D(-4, 28 ) né lidhje me
29
clipsén — -+ =1
TR
2 k|
@ Shkruaji barazimet ¢ rmezeve fokale th elipsés IJE -1.-;'—6-1113 pekén T{-8, y=<0).
(@) Shiruaje barazimin e elipsés nése boshi i madh éshté 16, kurse &shié konfokale me
x ¥
lipsgn —+ ===1,
SR S0 T 30

¥

: Ll
10} Eshi dhéné elipsa —+2 =1,
O 1& dhéné elipsa TR

fokusét e clipsés 5 dhéné, kurse fokusét o saj jané né kulmet e elipsés s& dhéng gg jang
né boshtin

Shkruaje barazimin ¢ elipsés ¢ cila kalon népér

A ’.l\',,) Cakto pozitén reciproke té

elipsés x* + 3 = 36 dhe

Per natyrén e zgjidhjeve 18 barazimit drejtdas:
e : ajx-y=0;bly=x-§;
Zepidhe sistemin ¢ barazimeve
cir=x+4 \."5 ]
X+yp=T
{Jl-l-_y} =25, Viire zpiidhfem
Pikat e pérbashkirs 1 drejiézés dhe vijés Pozitén reciproke t& drejtézes dhe elipsés

rrethore i caktojmé duke e zgjidhur
sistemin ¢ barizimeve 1€ tyre.

do ta kenstatojené me giidhjen e sistemit
1 barazimeve of tyre.

i



a) Sistemi i barazimeve Eshig: L
{.!:’+3:p2 =135 i vl e

x=13y, r=%33

Zgjidhja e sistemit Esht: y=13. Dome-

théné drejtéza ¢ prené clipsén né pikas

M
N
N33, A3 ) dbe N (=343, -43) ]jg,
i : ¥ 43y =36 ' — W
i

bt Sisterni barazimeve dshid: ey
Pér zggidhjen & sistemit kemi;

2+ 3x -8y =36 »*-1x+39=0
Diskriminanta @ kétyre bararimeve katrore dahié
D=8 -4gc=(-12FV-4-39=-12 <0, pra fig. 1
barazimi muk ka reénj reale.
Kjo do & thet€ se edhe sistemi nuk ka zgjidhje reale, d.m.th. drejiZza dhe clipsa nuk kané

pikan 1# pérbashkiém. .
¥+ 3y =38
¢) Sistemi | barazimeve Bshié |y -3y +12=0.

- Ll

S paiidli ey | Gr=-12Y +357 =36, [¥ =6p=9=0
Pér zggudhjen e sistemil kemi: L=3:-'—|3 oy e
Diskriminanta e barazimit katror D= (-6 -4:9=0,pra y = &—l.m

x=3 -F-]L=:3

Kjo do té thoté se drejtiza dhe elipsa kané njé piké 16 pérbashket, d.m th. drejtéza e pek

elipsén n& pikén M(-3, 3).

Prandaj ajo drejtéz mund ta prené elipsen, ta prek ose me elipsén t& mos keté pika 18
pérbashkéta g mund 1€ virehet prej fig )

F};;" Mjehso gjatésing e segmentit g€ elipsa x* + 27 = [Re By %
prené né simetralet ¢ kuadrantit [ dhe T11 {/_ﬂ__— 7
Vére zgfidhjer 1' e
Barazimi | simetraleve t8 kuadrantit [ dhe IT1 #shié v = x, _'_'_,:"’
P2y =ik LB
burse gistemi i barazimewe Eghid y=x, zpjidhya o té fig. 2



cilit Bshts x=4y6; ¥ =16 . Pikiprejet jang A(v6,46), B(-5,~v6), fig. 2. pea

jatésia & kordés Bshté AB = y(x,—x ) + (-0 ) ;
AB = (6 -6 +(—~6-V6) ; AB=AB=4.5.

Cakto poritén reciproke 1€ drejiéags ¥ = kx + n dhe elipsés
Fr + oy =gl
Vére zgjidhjem
[ Pozitén ¢ drejtzés né lidhje me elipsén do ta konstatejmeé me zgjidhjen e sistemit
¥=k+n
{b’x’ +a'y =a’p’.

0 Duke zEvéndésuar kemi: 0" + o(kx + n) = &'F;
(b + @l + daibonx + @' - @B = 0.
o Dhskriminanta & k&) barazimi Exhig
D = (23%n) - ¥ + FE)Fn' - PHY;
D = 470 + B - 1)

ﬁ- Cakto pozitén reciproke té elipsis dhe drejiézis:

r+2P=5 r-y-9=10 By +d4yP =25 x+2p-T=0
¢) I + I =48, x+y=16.
Viére zgiidhjems

a) Prej barazimit té elips€s vijon @@ = 54, & = 27, kurse prej drejtéeds y = x - 9, vijon
k=1l,n=-9

Prej kushtit:

R+ - =534 15+ 27 - (97 =54+ 27 - B1 = 0, vijon se D=0, dm th. drejidza ¢
takon elipssn.

X +2y' =54

Me rgyidhjen e sistemit cakto pikén prekése {
x=y4+9



@" Cakto ¢ né basazimin X + 2y = ¢, ashiu g& drejiéza 18 jeté mngjents e elipsés
r+hr =12

Veére zgjidhfen:
2
I Prej barazimit 1€ elipsés ]-x;-+%=1 vijon o® = 12, & = 6. Prej harazimit 12 drejigzes

|

J,-l._%“.f L Vijon k= ,n=~§-,p_mﬂ|1,hﬂ1r&|dimnrnlhu}n.inp&pmlqla

2 3
T
R+ B e =0, kemi 1:~[-%J'+ﬁ=[§] dmith, ¢=46.

= B il v 06 et A dribon e 3. 1 [ 5 ek alioa B 05 < 6

Shkruaji barazimet e tangpentave 12 elipsés & + &° = 20 £ téthequra prej pikés
M6, 1).
Vére zgiidhjon:

. Tangjenta e kérkuar g kalon népér pikén
M dhe e prek uljpuinadh!ﬁ!. fig. 3.

¥ S aas P 23 T & %
ﬁﬁhﬂwu-ﬁd-u-lﬂ}m & '

=20, B=5. i o

0 Prej barazimit 18 drefiEzis niipér njé piké kemi:
ﬁj._}.l=ﬂl_;'l} fig. 3
y-l=kx-4
kr-y+1-6k=0
0 Koeficientin & do ta cakiggmé prey kushiit pér prekje:
ad + PR -
20-8+5 (-IF=(1-6kF; 208+5=1-012k+368 4-3k-1=0

kl-]l:m:i,=—l-
- 4



Duke zévéndésuar né baraznmin e tangjentés § kemi-
til-x-p+l-h-1=10 L —%1—}‘+]—ﬁ-[—i]nlk;

Fop-S=0 z+dy-10=10
Shkrusje barazimin ¢ tangjemss s clipsés ©° + 3? = 28 ¢ cila &0 normale né
drejtizén dx = 2p + 11 =10,
Viire zgfidiifem
Prej barazimnit € clipsés vijon o = 28, A =+? .

Prej barazimit 1 dreflénss vijon k, =—§=—;—. kurse prej kushtit pér drejiéza normale

.t,=-EL-—EE,pm: Ly=ix+n; _-p=-§:+n ope 2x+3p-In=1,

=

Prej kughtir pér prekie kemi:

2
@+ b =n dmth, 28 —E] +-E_E=n*; n=4_-E,pn
i 3 3
[ ym=—x4+— ! v:ugx—ﬂ;
- S SO 3

Detyra
[:D Cakeo poritén reciproke € drejiézés dhe elipsés:
ajx+y=8 I+ =20, b)Sx-3p=14, £+37=28;
i’ + 57 =40, x-y=20.
@ Cakto piképrerjet e drejiézés dhe elipsés:
Bpp=2x-9, r+F=36 Br-p+20=0 F+58=40
"éj,r Pér cilat vlera t& n, drejiéza y = -x + n:
&} e prent elipsin 1 + 4y = 20;
b} & prekin elipsén 4x* + 5)% = 2
) kalon jashta elipsés x* + 37 = 127
fd_:" Cakto parametrin p ashiu qé drejtéza x + py - 100= 01 prek elipsén x* + 437 = 20,

@ Cakio kéndin nén i€ cilin shikohet elipss 30° + * = 48 prej pikés MiE, 0).
1 1

@ Shkruaje barazimin ¢ ¢lipsés ;} + .'I"ﬂ =1 g éshté paralele me drejtézin
Zx-p+17=0,




@I Shkruaje barazimin & tangjent®s s& elipsés 2x° + 39 = 35 ¢ cila Eshié nomale ne
drejtézén 3x - By - 24 = 0,

@ Shkruaje barazimin & tangjentés sé elipsds x* + 337 = 18 e cila me drejtézin
x - 5 = 20 formon kénd prej 45°.

(9) Shkruaje barazimin ¢ elipsés ¢ cill ¢ prek drejtéatin x + dy - 10 =0 né pikitn M(2, ).

(1) Shrusje barazimin ¢ clipsés tangjentat e t cilss jané drejizat x +y - 8 = 0 dhe
x+Ip+16=0

Z?ﬁ “TANGJENTA E ELIPSES _

ot
A |ﬁ} TE shkrubet barazimi i tangicntés 58 elipsés B! + a’y® = a'h né pikén
Mx,, v, ) 18 elipsés,
Viére zgfidifen: ;
1 Tangjenia ¢ elipses éshig ¢do drejtéz e cila e st -

prek elipsén, d.m th, me elipsén ka vetém nje e, ¥,)
piké tf pérbashkél o

Tangjenia ¢ kérkuar kalon népér pikén T,

fig.]l. pro sipas barazimit t& drejtézés népér !P_//
nj€ pike kemi:
1

& ¥

B
I

y-y,=kix-x) ose y=hkity -h.
Koefcientin e drejtimit & do ta cakiojmé pre)
kushtit pér prekjen ¢ drejiizis dhe elipsés. fig.

Duke zévindésuar i =y, - kx, nd kushtin pér prekje '4 + & = (v, - kx ¥,
Pas kryerjes s& fugizimit dhe reduktimit 18 barazimit sipas fugisé &, barazimi eshé i
finrrmis:
(- CW+2y k+5- ¥ =0

Pasi né pikén T mund & térhiget vetém njé tangjenté, domethiné barazimi sipas te
panjoburss k ka vetem njé zgjidhje. Kjo éshitd ¢ mundshme vetém nise D=0,

L .
e’ -x) o' -x
Pika T(x,, ) shiribet né elipsé, pra Mx +ay] =a'l’. Prej kétu duke pjesétuar me

3.3
a ¥
7

ME kéE rast &, =&, =&, pra k=-

f s R R
b kemi X +?=a , d.m.th. =a"=x.

x B
Duke 28vendsanr n8 k =——12L_ ke = —tob = —— 2L

a-x a’yl  ay



Duke zévEndézuar koeficientit X nE barazimin € tangjentés kemi:

!

e X (R}

i ¥

Fas redukiimit, t& barazimit ficojmé:
iy, - ﬂ'T_}l'f:' bl + P
bzx + o, = Px +aty = o
Pranda) barazimi | kérkuar § tangjentés eshid:
e, 4 atyy, = e bu-_%«r-%’-t] .

32> Ne pikar (8, 3) dhe B(6, -4) 1 clipsts * + 47 = 100, jan téchoqur tangjent.
Cakto kéndin ndérmjet tangjentave,

Vére zgfidhfen:
Prej barzimit 1§ elipsis EJ’%_' vijon a? = 100, 4% = 25,
Bmiim@mﬂantpmmeeﬁpﬁé;mmmleq-%ﬂ,;mu
a
x8 v.3 x-6 y-(-4)
_"'"+""'—=1r Iy —— 1|-
00 25 G T
2x+Ap-28=(); Ix=By=50=10
2 3
‘.'L=—E: ktig
;_'_g LR [
k, =k g 3 25
=—LL_; r -y =—Ei_ sz et
e I_kr'*z = |_E-E 34-!5-13
3 5 24

f.
¢ = arclg _]E;E - 721 5"

NE pikiprerjen ¢ drejtézes Sx - 3y - 14 = 0 dbe elipsés 5 + 397 = 28, jané térhequr
tangjentat & elipséis. Shkruaji barazimet e tangjentave.
Detyra
(1) Shkrusje barazimin e tangjentés s clipsés 5 + 2037 = 100 n piken M(2, 2),

G Shkruaje barazimin ¢ tangjentEs s& elipsés %7 + 2517 = 225, né pikin ( 152 ].

x>={.



@ Shkruaje barazimin & normales né pikén prekése 18 drejtézés x - 2y + 9= 0 dhe elipsés
Ox" + 45" = 405,

(3) Shikruaji barazimet ¢ tangjentave t@ elipsés x* + 4% = 20 né piképrerjet me drejtézén
ar + 2y = 10,
Cakto syprinén ¢ rekéndéshit 4 &sheé | kufizuar me drejidzén ¢ dbEng dhe dy

tangjeniave.
E

@ Shkruaji bararimet & tangjentave 18 clipsés ;:—2+ ':'I—E =1 népikat M4, 3) dhe
Ni(-4, -3). 5i Eshté pozita reciproke e tangjentave?

(6) Ne pikiprecict e drejiéags 3x + 2y = 7= 0 dhe elipaés 32 + By = 35 jan sézhequr
tangjentat e elipsés, Cakto kindin ndénmjet tyre,

®- Mese normalja né odo pike 18 elipsés kalon népdr gendrén e elipsis atfherd elipsa gshté
wijé rrethore. Vérteto!

() N pikén M2, p > D) t2 elipsés 4’ + 97 = 36 Eshté sérhequr tangjenta e elipsts. Prej
fokuséve 1€ elipsés janE térhequr drejtéza normale né tangjentén. Shkruaji barnzimet ¢
normaleve t8 tangjentes,

HIPERBOLLES
Kujtohu! A Elipaén e pérkufizojmé =i bashkisi
Thal s : pikash né mrafsh shuma e largésive
Péir pérkufizimin e elipsés {rreze vekioréve) i t# ciléve deri te dy pika
i ka jani fokusét e elipsés? t& fiksuara gjithmong éshié konstant.
8i &shi® boshti | madh i elipsés né lidhje MeEze mé vend tf shumés shgyriohes
me largEsing fokale? mdr}lshlnu'  largésive, d.m_th. meze vektorsm,

do 2 fitojmé vijé of lakvar ¢ cila quhet
hiperbollé, ku pikat fikse F, dhe F, quhen fokuss 12 hiperbollés.

Pramdaj pér hiperbollén vlen ky

Q ta shkruajmé barazimin e hiperhollés veprajme sikurse te elipss.
Vendosim sistern kénddrejté koordimativ, ashtu q& boshti x kalon népér fokuser, kurse
fillimi 1 koordinatave 18 jet# mesi i segmentit £ F, | e cila quhet largEsia fokale, fig. |

£




Gjaté zgjedhjes & kénllé @& sistermit koordinativ kemi: ¥ Mix, ¥)
et I 2
FF,=2c: F (e, 0% Fic, 0). Nummni ¢c=—EF Fi
1¥a i 1 1 5 [l _,..-'-'f Fy e
eRrcEniFioiten F ) .
iquhel Ficiteli fincar oD o Fio, 0

Konstanta g &shté ¢ barabanté me ndryshimin
e rrezevie fokale quhet boshti renl i hiper-
bolles dhe shénohet me 20, 0 > 0 dhe g < ¢

Mése pika Mix, ) &WE efarédo piké e biperbollés, atéheré
n=FM=Jlzscl + ' dhe =F,M =lx=c¥ + ¥
guhen rreze fokials
Prej pérkufizimit té hiperbolbis kemi
¥, = £l = 2a, dm.th. [q.lr{.r+ cf + ¥ -a.ilff.'r: —e¥ + }'JI =g
dshte barazimi 1 hiperbollés a8 shkruar né formén keordinative.
Barazimi i shiruar pa vierén absolute 8shié i formes

el +47 - Jix-eF +3' =42a,
Frej barazimit shihet se, & realitet, kemi dy barazime, kurse edonjér prei tyre e shpreh
kushtis pika M té sheribet né hiperboll. Kjo tregon s2 hiperbolla pérbéhel prej dy degéve.

fig. |

ME tuje né reduktimin ¢ barazimit ?:Emjml': sikurse te elipsa, pra ke
ull{.l"l‘ ef +9° =v.,||[{:—c]‘3 + v 420,
(x+el +y =lz-cF 32 day(x—e) + ¥ + 40,
ex—a®)=taJlz+c¥ + 4
Duske ¢ fugizuar edbe njg heré dhe e reduktomé e fitojmé basazimin
(¢! = a") - @ = gt - aY).
Pasi ¢ = ¢ vijon se - @ > (), pra nése béjmé #évEndésimin

c-al=p,
bararm eshié i formés
-3y R -

i cili guhet barazimi géndror ose kanonlk § hiperbollés,
Numrat pozitiv @ dhe b quhen gjysmEboshtet e hiperbollzs,

[ Shkrusjc barazimin e hiperbollés nése: a)a=3, b=7; by b= 6, c =214
Vire .
b) Prej kushtit o - @® = & vijon o = & - i ﬂ’=36-3ﬁ=lﬂ,pmburnzht1iih'r|‘.-ﬂbn-llis
1 1
Eshie ——3_ =1
20 34




[i;}- Shkruaje barazimin & hiperbollés nése
sa:b=3:4 =15 bpa+c=25b=35,
Cakto gjysméboshtet dhe koordinatat ¢ fokuséve t8 hiperbolles
9x? - 167 = 144,
Vére zgiidifen: :
3
¥

Barazimi i shknaar ng formén kanonike Eshis %—?IL

Prej kétu vijon @® = 16, dmth. a =4; & =9, dmth. b = 3, kurse el=g + ¥, dmih
G =125c=5p F-5,0), F5, 0).

j\,ﬁ Shkruaje harazimin & hiperbollés nése @ = 2, kurse kalon n@pér pikén Mi4, 3.

B | Formén ¢ hiperbollés do ta shyyrtojmé nga analiza ¢ barazimit & saj.
r 3
T . G
Prej barazimit ——--=1 vijon

2
]

}"=a—zl‘.f-d’] dhe x=—(pP+¥")

=y

dmth. y:ié-..l.:’ —-a’ dhe ..I:=i§ B ey,
a
Prej kétu vijon:
vE Rndser’ - 20, dmith x € (-0, -g] s [a, =), kursex & Rpirgdoy e R, pasi

B + 3 > 0 pér gdo numér real y.

Hiperbolla pérbéhet prej dy degd:

- njéra dege Bshté pérkufizuar pér x & (-==, -~a],

- kurse tjetra pér x & [a, o),

Pér x =+ a vijon v =0, dm.th. hiperbolla & pren boshtin x n& pkat A (-, 0) dhe A (2, 0),
té cilas quhen kulmet ¢ hiperbollés, kurse segmenti AA, =2a quher boshl real |

hiperbollés.
Prej zgjidhjes x=ig,|'ﬁ-‘ +3.:-1 vérehet s pbr gdo ¥ & R vlera e x 2 0, domethéng

hiperbolla nuk e prené boshtin y.
Numrih=+c' —a® quhet giysmEboshti imagjinar, kurse giatésin ¢ segmentit BB, = 2b
e cila shtrihet nié boshtin v ., quhet boshts imagjinar.

b s
Prej barazimit ¥ =t —+x" -a* dhe I=i%u,|b= + ¥ vijon s¢ hiperbolla &shié
a

simetrike né lidhje me boshtet koordinative, d.m.th, ka dy boshie vf simetrise.



MNise pika Tix, y) shirihet né hiperbollé, atEheré edhe pika Ti=x , = } gjithashtu,

shirihet né hiperbollé, kurse giatésin ¢ segmentit 7T, , mesi i 8 cilit 8shté fillimi i

koordinatave, quhet diametri i hiperballés, Fillimi i koordinatave O gshid gendra e
hiperbellés,

b
(C | Tashqyriojmé barazimin y=i?l';’ ~a’ nE kit formi:

B Il a’
Y= F—u ——
a x o
Néise abshisa ¥ mmitet sipas vierts absolute né numea 1 médhej pakufi, ateher® herési -

I

d

#vogelohet dhe tenton nga 0, pra ndryshimi | —E—J temton nga | edbe né kéié rast barazimi
X

b
do v kalon né kité formé y=+—x.
a
Domethéné, nése abshisa x rritel sipas vlerés absolute, ordinatat e pikave pérkatése 1

B e
hiperbollés ¥ =ia ' —a’ dheE drejtezave ¥ =‘.|:£.I béhen mé af¥r njéri prané feirés,
a

d.m.th. grafiku i hiperbollés afrobet deri e drejiéear y = iE.:r.

e a
Mbaf mend!
‘5‘:: ¥
4 0 b
Direjtézat }Ed:-E.t quhen asimptons 16 Xy By
l_"' .- ’, I i

Asimpiotat shiryiezohen pér vizanmm preciz té
hiperbollés.
Nise vizatohet drejtkéndéshi MNP brinjét e 8
cilit jan# paralele me boshtet koordinative, kurse
jand me gjatési 20 dhe 2, fig. 2, atéheré asimptotat
shirihen né dingonalet ¢ drejtkéndéshit pasi koe-
ficicni2t e drejrimit & tyre jang I'A‘.'f-'l:E:
tgf =g (180-ad)=—iga= =
Nié fig. 2 #shté vizatuse dréjtkéndésh, jang
térhequr asimptotat dhe #shié paragitur njé
konztruksion @ hiperbollés
1 caktojmé kulmet A, dhe A, t€ hiperballés dhe
fokuséve £ (~¢, 0), F.(c, 0).
Zgjedhim gliréedo meze ¢, = 2a.
Pérshkruyyme harqe rethare & (F, r) dhe K(F, r ).




E caktojmé », = r, - la.

Pérshkruajmé harge methore &, (F, r.) dhe K (F, r.].

Piképrerjet e kityre harqeve pércaktoing 4 pikn & hiperbollés, pasi

FM =FM =~ (5 -2a)=2a.

Duke ¢ peséritur kEté veprim pér vlerd ietér 18 r, fitohen 4 pika o reja ef).

anuhull-tu cila b =a mmpaﬁpfmwm kurse barazimi i saj #shié
¥ =yt mal

Forma ¢ hiperbollés varet prej numnit £= = i cili quliet okscensriciten rumerik.
if

Pasi ¢ = o vipon 58 £ 1. Gijer sa ckscentrciten | hrriﬂt‘bﬂﬂlﬂ'i Eshié shumé i madh, edhe ag
hiperholla do 18 jeté mé ¢ hapur, d.m.th. degét ¢ saja jané 6 larguara prej boshtit X .

Drejtézat X = '":T quhen direktrisat e hiperbollis.
a a i e
Pasi £ 1, vijon se E < d dhe ——>=a , d.m th direkerisat nok 2 prejné heperbollén. Pér
£

direkirisén vlen kjo veti: nése r &shiE largésia prej ¢faréde pike & hiperboliés den e njé
fiolkus i 8, kurse o largésia prej pikés s€ njéjé deri te dirckirisa q& &shié mé afér den te
fokusi i zgjedhur, atéherd raport Eshié madhesi konstante, domth %=E :

: B:‘;: Eshig dhéné hiperbolla 27 - 47 = 4. Cakto:

a) barizimet ¢ asimprotave of hiperboliés;
b ekscentriciiin numerik;
o) direkirisat ¢ hiperbolls;
o} vizato grafikun ¢ hiperbolléa.
Vire zgjidhjen:

Prej barazimit vijon @ = &, b = 1,

l‘h.l-l.'.l"l'l"bl =w.|"§:

i) asimplotat jané }'=i%x
5
b} £= "Ta L12;

el .r=—ﬂ—: X= —-2 =-{19;
£ 3

2
L= =09, fig 3
TRy

rd

g =00
4

1

J

sk ..;

.'l. Fa

) e

pL=

mE



@ Shknuje barazimin e hiperbollés, nise:
ala=12 £=1,25; be=432,e= 7,
Vére sgfidhjen:
bi Prej € - & = 5" dhe E"E vijon (a2) —=a® =8 dhe 2=

a2

if
Prej k&t vijona =4, dhe b” = 16 - 2 - 16 = 16, pra barazimi i hiperbollis Schts
z
e I N T
16 16
hiperolia éshté barabrinjése,

@" Baruzimel ¢ asimptotave i hiperbol 185 jané v =-i-l%.l' . kurse boshti real 48,

Shkruaje barazimin e Wperbollés,
Viére agfidhfen:

© Prej barazimeve 1€ asimptotave vijon E=I-5‘ dhe 2a = 4E. Prej kétu vijon
i
X 1

a=24, #m%-ﬂ=]ﬂ-ﬂﬂmﬁmi | hiperbollds eE —m = 241

576 100
[8> Shkruaje barazimin ¢ hiperbollés e cila kalon népér pikar 4(2, 1); B(10, 7)
Viére zgjidhjen:
Koordinatat ¢ pikave 4 dhe B, e kénagin barazimin ¢ hiperboliiés
P 3 2t ' 7
?—F=l+ pra E—J—F—] dhe 7 —b—]=l.
E 2gjidiiin sisteini
-i;-—-]—!-l.lr'{—l‘ﬂ "£+2—f=—15
a b - a b
100 49_1 104 49_1
¥ @ v
Pas mhledhjes t8 18 dy barazimeve kemi:
25 49 M

b—:—b—: —H+I:?=—E.4:-!=‘=I.



duke zévéndésuar b° = | né npénn prej barazimeve kemi -i"-1=|,d.mﬂl. _'4!_=1'
a1 a
= o T e o
' = 2, pra barazimi 1 hiperbolles gshté iy =] osex-2F=21.
Detvra
(1) Shkruaje barazimin & hiperboll3s, nése:

pla=4,e=5 b‘.'f"3~£=%; e +l=T e=5

2

(2)) Bshié dhéné hiperbolla IR o
64 36

a) gjvsmiboshtet; ¢} barazimel ¢ asimplotave,
b} fokusdt; ) konstrukio grofikun e hiperbollés,
] ekscentricitetin numeTik:

@ Shkruaje barazimin e hiperbollés boshtl imagjinar i s& cilés £shig V2 dhe kabon nipie
pikén A(%, -4).

Shkruaje Barazimin ¢ hiperbollés fokusét ¢ s& cilés jang FI=10, 0) dhe kalon népér
pikén M(12, 35 ),

@ Shkrunje barazimin ¢ hiperbolles kukmet o 58 cilés jané né fokusét e elipsds

X oy karse fokusEs e hiperbollés jang né kulmet ¢ elipsés s& dhéné g&

Jané né boshiin x

@I Fokusét ¢ hiperboltés puthiten me fokusét e clipsés 3¢ + 25)° = 225, Shkruaje
barazimin e hiperbollés, nése ekscentricitl | saj namerik &shie £ = 2.

@ Shkruaje bararimin e hiperbollgs e cila kalon népér pikén A(6. 9), kurse barmeimel e

asimpiotave i€ saja jané ¥ =i§;¢ _
@ Shkruaje barazimin ¢ hiperbollés e cila kalon népér pikat:

a) A4, -2), B3, 4); b) Mi-6, 3), M4, —%:.

-]
() Cakio pikén e hiperhoilés fg- - %: 1 largésis e sk cilés deri te fokusi  majoé Eshié 7.

Té shiruhet barazimi i biperbollés barabrinjése ¢ cila kalon népér pikén A(-3, 4).
Konstrukto grafikun e hiperbollé




51 e konstatojmé pozitén reciproke @ drejiézés dhe elipsés?

Drejiéza p = kx + n e prek elipsén b'x* + a®v = @b, nése vien kusht pér prekje
B -

Barazimu 1 tangjentés ¢ elipsés né pikén Tix, v, ) t€ elipsés 8sheé

bz, + oy, = o,

A

lx-y-10=0, -4 =20,

Vire sgfidhfen

Edhe né kEtE rast, sikurse to drejiéza
dhe elipsa, pozitén do ta konsts-
toymé duke e zgjadhur sistemit pés-

kages,
x=2y+1
&) 3 ;
(2y+1) =4y’ =4
HE+dy+1-49¥=4
ﬁ_‘|l=3
3 5 %573
==, x==; M|, |,
G e (z 4]
Direjtéza ¢ prend njé degeé té hiperbollés,
fig, 1.
Wby |
Hy+3) 129" =36"

33 + 6y 4 9) - 1297 = 36;
y-ly+l=0

¥ =1, x=4 N4,1),
Dvejtéza e takon hiperbollén, fig. 2

k=y+3
€l &
Hy+3) -12y° =36

3

?} Cakio pozitén reciproke 1€ drejiézés dhe hiperbollés:
Ar-y-1=0, ¥.4°=4;

bix-p-3=0, 3. 120 =36;

JI.J' -‘.‘_-i
g
i
0 |
=) ] P
=] \
;HHHH:TE ’ yﬁj?ﬁa“a
i e
"
fig. 1
-~ W
- o
| il
ot _‘ul'i--'\.ll?i 5
/h!- - L4 i
-1
,.-"""‘f -'-.llli l__-""! = h"'\-\.__h_
fig, 2

5
37

4 4 5

; =400+ 160r- 1627 -20=0; 3%-32x+B4= D

J. Dirgjtéza e prend hiperbollén



o Were, drejtéza dhe hiperbolla mund 1 kend njé pike t¢ pérbashkét, dy pika 18 pérbashkiis
ose ng pergjithési té mos kend pika % pérbashkita,

W Nése drejtéza dhe hiperbolla kané veitm njé piké 18 perbashkis, méherd drejtéza ose o
prené vetém njérén degét t& hipebollés, fig. 1, ose Eshié tngjents ¢ hiperbollés, fig 2.

[22 cakto kushin ashru g8 drejtiza y = ke + m 16 jets tangjenté ¢ hiperbolles
¥i! - o'y = I
Vitre zgfidiifen
U N té mjijtié minyrE sikurse te pozita reciproke ¢ drejtézés dhe elipsés & zgjidhim sistemin
¢ harazimeve:
¥=kr+n : y=kr+an -
{-ﬁ’f —a'y' =a'h’’ {b’f ~a' (ke n) =a't?’
dmth. (&% - P - 2atknx - 0 - B = 1),
L Nese koeficient 12 andtarni kateor éshié & - ¢ = 0, nteheré barazimi katror kalon
né barazim linear, pra drejikza dhe hiperbolla kané njé pike 18 pérbashkis, d.m.th. drgfriza
e prené degln e hiperbolliés
Neése koeficienti & - @'k # 0, aifheré diskriminanta ¢ barazimit katror §shié
D = 470 (# - &8 + 1),
Pasi 47 = 0, domethéné shenja ¢ diskriminantés varet prej shenjés sé shprehjes
b - a'i? + nl,

@ Cakio pozitén reciproke (5 drejiézes dhe hiperbollis:
5’
Mx-Zy+ =0 BF-167=144 b)Tx-5p=0; E.;"’_..Lr

16
el dx - 3y - 16 =0, 1627 - 257 = 400,
Vere zgiidhfer
1 1

a) Vijon se &7 = 9, ¢ = 16, kursepre] drejtézés yu%'_t-l-% 1--5 =E_

I E cakiojmé vierén e shprehjes 57 - @™k + o, d.m.th.



R o e O 7 R i - = =0 Bt SOn, e
i 16 [ | [ I Q-4+ F="=1,

Domethéng, drejtéza ¢ preng hiperbollén.
Cakiaji pikepeerjct me zgjidhjen ¢ sistemit 8 barazimeve: 1 -0 110
0 —169% =144,
Cakto parametrin p ashiu gé drejtéza 2x - ¥ - p = 0 ta prek hiperbollén
%Ex’- 3P =24,
Vire agjidiifem
m T:jbuua'mitt!h'q:erbnlﬂsvﬁmb‘=ﬂrul=ihmnwej drejtézés 3 = 2x - p vijon
=l m=-p,
Duke zévéndésunt te kushti -2’k +n'=0, kemi 8-3x22+{-p)=0: =4 p=42

b Pér cilén vlere 1& paramerrit #, drejtéza Sx - 2y + 2n = 0 ¢ prek hiperbollzn
2
=17

9 30
Shkruaje barnzimin ¢ tangjentés sé hiperbollés ° - 23" = 2 e cila knlon népér pikén
43, 2). '
Viére zgjidhjor
- Barazimi | kérkuar i tangientés éshié i formés 2 y - y, = hix - x ) e cile kalon népér piken

A-4, 3).
¥=2=kx-3); p=kr-3k+2,

Prej barazimit t& hiperbollés vijon @@ = 2, b = |,
pra prej kushie pér prekje kemi:
TR - e g
2081 =3k 42§
2P -1=d- 128+ 98
- 12k+5=10

5
b=tk =2,

2




kurse tangjental jami:
Ug 1
J'I._:l-'-.r-.]-+1.}-' x=1, (1] t!,}'—$x-?,ﬁg.3.
}:ﬁ' Shikruaje baruzimin e tangjentés s& hiperbollés 4x° - w7 = 1 ¢ cila éshii paralele me
drejtézén [0x = 3y + 9 = .
"B Shkruaje barazimin ¢ mngjent®s s& hiperbollés Px? - o = @'k, né pikén
: Tx,, y,) prej hiperbollés.
| Tangjents ¢ kérkuar éshté ¢ formés
¥y, =kx-x)

z
Koeficionti & cakiohet 18 1& njéisén mbnyré sikarss te-elipss, pra &, = :f' .

a1

frx
kurse tangjenta Eshié e formés ¥ — ¥, =E'l-l[.:—.r, ), € cila pas rregullimit shid

Bix, - aby, = @b ose —p— 3=l
AX, - &V 05e .ﬂi bl
[8> shkruaje barazimin ¢ tangjentés né pikén M prej hiperbolles:
o 1
P =d0 Mix>0, 9 b ——=—=1, M| ==yl |
a) - {x Kb =g e
Vire sgjidbjen
b) Koordinatat ¢ pikés M ¢ kénagin barazimin ¢ hiperbollés, pra prej kéiu
~25 :
et e Yt 26 ke pika M| =6 ~6
i ——= r=46, -6 |
4N 4
Barazimi i tangjentés éshi
.,F.U:I = ﬂzﬂﬂ = alhl:
ﬁ*r-(%}-!ﬁy-{-ﬁ]=25 64, 000 Bx- 3y # 32 =0,

NE pikepreren e drejtézes ix - 2y + 6 = 0 dhe hiperbollés 37 - 47 =12, shkruaje
barazimin ¢ tangjentes dbe normales 8 haperboliés.

Vire rgyfdhfex
7 Piképrerjet do t'i caktojm® me zgyidhjen ¢ sistemst
1._1’-""5
o 1
1 : 31’-4-*5—*3?16-—&:0;;:%:%:&




Zgjidhjet ¢ sistemit jang: x, = -4, z, = -4, kurse p, = 0 dhe y, = -3.
Piképregjet jangé: A(-2, 0) dhe B(-4,-3).
;» Bamzimi i tangjentés:

né pikén (=2, 1) Ezhig: kurse né pikén B[-4, -3) &shié:

03 - Ay =12 L dxx = dgy, = 12
Ix-{=-2]-4y-0=12 Jx(-4) - dp(-3) = 12
r+2=0 =yt =0

v Barazimi | normales n pikén -2 0}, né kulmin ¢ hipersboll#s, tahté drejife ¢ cila Eshie
normale né drejtézén x = -2, ajo eshi€ vet boshti x; douth. w : w = 0.

. Koeficienti i dregtimit t£ tanggentés ng pikén &: k = -g = |. Pre kushiit pér drejiézal

1
normale vijon £ = = = -1, pra normalja né pikén B dshié

y=Ey=kix- %)k
yradma]l (r+d)osex+tp+T =0
Detyra

@ Cakto piképrerjen e drejtézds dhe hiperbollés:
)l M =By -0 =0, I -9 = 144; By 2x-p-10=0, 5% - 47 = 20.

@ Cakro pozitén reciproke 1€ drejigzés dhe hiperbolis:

3 i
a:llt-_}"ri-ﬂ,%--;faﬂ, bix+y-3=0 x-47=12;

clr-y=0, It-4¢= |2

@ ME barazimin ¢ drejtésss v = kx - % cakto parametrin & ashtu qf drejtéza ta takon
hiperbollén * - &4 = 20

(#) EshiE dhéng barazimi i hiperbollés 16 - '3 = 160, Cakto @ ashtu qf drcjtiza
¥=2x -8 & jeté tangjenta ¢ hiperbollés,

@ Shkruaji barazimet ¢ tangjentave t& hiperbollésl6x® - 257 = 400 ¢ térhequra prej
pikés W1, -4). Cakio kéndin ndérmjet tangjentave.

3 ¥

@ Shkruaji barazimet ¢ Imugii-l:utn\': 1% hiperbollés f-—q.— ::i
a) paralele me drejtézdnx + = T =) b) normale me drejtézén x - 2p =0,

(1) Cako barazimin ¢ tangientés sé hiperbollés 3x* - 47 = 12 ¢ cila né boshiet & koor-
dinatave prené segments me gatési 18 barabarta.

=1 t& cilat jans: .




() Ne pikeprerict ¢ drejtézés ¥ = 3 dhe hiperbollés 16+ - 25)° = 400 jané térhequr
nommale 1f hiperbollés. Cokto syprinén o trek@ndéshit t¢ kufizuar me normalet dbe
drejitzdn ¢ dhéng.

Té shikrubet barazimi i hiperbollés fokusét e s cibis jané né pikat F(=3, 0), kurse & prek
drejtézen 2v - p - 4 = D,

Shkruaje barazimin ¢ tangjentés 52 hiperbollés x? - 27 = 4 ¢ cila me drejiézén

x+ Ty - 8§ =1 formon kénd prej 43°.

h .

¥ Grafiku i finksionit y = ©* #shté parabol 1§ kulmi i sé cilés @shié né fillimin ¢ koordinatave,

I
B W& vizahim gshté paragriur profiku 1 funksionit v = — &

I
.lr._ln"
| 2111011 & v
| 1 I |
l=10]1—=1]2 |
FF ?- 1 i BRI i
s

B Grafiku i funkssonit katror v= ax® dshité parabollé me kulmin né Gllimin e koordmatave,
Méze o = 0, parabolla éshi kdthyer me hapjen larig,
Mise g < 0, parabolla ésheé kEthver me hapjen poshié,

B Kujtohu pér vetité ¢ funksionit katror ¥ = ax’

N
w Vizato grafikun +° = 2y, 3
&
Veéire zpifdhfen x| o] 1 2 1.7
i .
v | 0|+ f2]22 L H 237
Vere, grafiku 37 = 2x, fig. 1, E&shié parabollé simetrike né lidhje me 1
bohtin a7 -3

Pér parabollén vien ky fig §




Duhet 18 shikruaymé barazimin e parsbollis qé do i kénng koordinatat e gfarédo pike

paraboliés (dhe vetém ato). A
© Perkité géllim vendosim sistem kénddrejté koordinativ, _I,-.:_r 4 T
ashtu & boshti x 18 kalon népér fokusin dhe 18 jeté nommal T ]
ni dircktrisén, kurse fillimi i koordinatave 1@ jetd nddemjer | 2
fokusit dhe direkinisés, fig. 7. ) }{P—ﬂ}'—}
£
Largésia prej fokusit den iz dirckirisa quher parametér dhe __g'_ ‘ {_ ‘
shenohet me p, pra F[iﬂ]- kurse barazimi | dircktrisés
fig. 2
o
Eshié x 7

Mase pika T1x, v} éshid ofarido piké e parabollés, athert sipas pérkufizimit pér parabolién
kemi F_T=ﬁ

Paaj ﬁ= ii?-IJ]‘-f: ﬁ=§+ﬁf.hﬂml:

|
%—;) +y l§+1: [gh,\!]ﬂf =[§~+x]l;

e pr+xt+ P mr +p.r+pT‘

Vire zgfidifec

I Pasi F[ %,ﬂ ]. vijon s 3 = 2,5 dmth. p =5, pra barazimi i parabollés &shi¥

P

W= loe dmth ¥ = 10x

Shkruaje barazimin e parabollés bosht 1 simetris# | s cilés Sshté boshti x, kurse kalon
népér pikén A(2, 4).

Vére sgjdbjen
W Pikn sheribet né parabollén = 2px, pra duke 2événdésuar kemi 4° = 2p-2,p =4, kurse

barazimi i parabollés &shté ' =2 - 4. % gse @ = 8¢



Ef:} Cakto koordinatat ¢ fokusit dhe barazimin ¢ dirckirisés 3§ parabollés 3 = 5x.

I;E Formén e parabollés do ta shqyriogmé peej analizes s& barazimit 1 saj,

I Pér bararimin e parabollés @ = 2px kemi:

1. Parametri pr #shié gjithmoné numér poitiv, dmth. p > [, pra ordinatat e pilave prej
pargbollés jang numra realé, dmth. y & R vetém nisex = 0.

Pérx = 0 dhe y = 0, dom.th, fillim i koordimatave Eshte kalmi 1 parabollés.

2 Mése pika Tix, ¥) shtrihet né parabollé, atéherd pika T,(x, -¥), giithashou, Eshié piks e
parabellés, Domethiné parabolin Eshié simetrike né lidhje me boshin x , fig. 3.

B Mese fokusi | parabollés @xhig F[—%.D ]. kurse dirckirisa r = %. wigher barazimi i
parabollés éshté i formés ¥ = -2pr, fig. 4.
Mése fokusi i paraboltés éshté ng boshtin  p, d.m.th. F[ﬂ.%} kurse direkirisa

= —%, attheré parabolla eshité ¢ formés x* = 2py, fig. 5.

Mése fokusi 1 parabollés éshié F [{I,—%], kurse direkirisa dshté v = -% , Bt¥heré parabolla
£shié e formés x* = -2py, fig. 6.

Cakto koordmatal & fokusit dhe borazmm ¢ dirckirisés 58 parabolks:
a) ¥ = dx, b} 3 = -Br; i -6y=0 g+ip=0

Vizato grafikun ¢ parabolles.
Viére sgfidifex
a) Prej barazimit 3 = 4x vijon 2p = 4, p = 2, pra F{1, U) dhe x = -] (fig. 3).
L N, AY
» N,
- \ i
! i
H ihe
i—} ~ L%
W a9 | ALe = ﬂ-l? X
B
\, ?‘f/ I.
fig. 3 .. | hg4




b} Prej burazimit 3 = -8x vijon se parabolla #shié & pérkufizuar vetdm pér r € 0, dm.th.
2p =8, p =4, kurse F{-2, 0) dhe x = 2 (fig. 4).
¢} Prey harazimit x* = 6y vijon se boshti i simetrisé S boshti v , d.m.th. fokusi i parabolbis

éshis né boshtin y, fig 5, 2p=6,p=3, pm F[D_%Jd]u:y= —% éshiE direktrisa.

;
P

fig. 5 fig. &

¢) Prej barazimit 1* = -1 0y vijon se parabolla &shié pérkoufizuar vetém pér y < 0, dm.th.
3

2p= 10, p = 5, kurse F{L‘L -%]d‘n:_r- 5 fig. .

Barazimi x* = 2y, mund t8 shkrubet né kéw forme ¥ =2L.¥}, domethéng barszimi 1

i}

parabollés esheé giithashou funksion katror ¥ = ax®, ku a= EL ;
P

Veéreve njé konstruksion gieometrik (2 parabollés, fig. 3.
Direkirisa fe ta prené boshtin e simetrisé né pikén A,
Prej pfarédo pike M té boshiit 18 simetris® térhegim normale né 12,
Pikat né 18 gilat vija methore .H:F, r= E_} ¢ prené nomalen @ ierhegur prej pikés N
pné pika t8 parabollés,
ME 12 njijtén ményré cakiohet ¢fardo numér i pikave it parahollés.
[E:?-' Shkruaje barazimin e parsbellés, nése:
a) Fi-3, 0% by O, 4} ¢} barazini 1 direkirisss &shié p + 2 =)

Viélre zgjidhjemn:
© 8) Prej pozitds 58 fokusit vijon se parabolla gjendet majtas prej boshtit 2, pra barazimi | saj
d#shié i formés 3 = -2px.




Pasi g = 3, d.m th. p = & barazimi i parabollés &shtg }* = -2 - 6 - x=-12x,

b) Prej F{0, -4) vijon g = 4, p = B kursc barazimi &shié | formés x* = -2py, d.mab.
b ol N £

¢} Prej barazimit té direkirisés = -2 vijon -% =2, dum.th, p = 4, kurse barazimi i parabollés
Eshis = 2y, r° = By

ME tutje, nése ndryshe nuk #shié theksuar, do & shqyriojmé vetdém parabollén 3@ = Jpx;

fokusi § 58 cilés gshnd né pikén F'[%.ﬂl}.

[E}—- Nichso gjatésing & rrezes fokale 18 pikés A(x, 4), prej paraboliés 1* = dx.

Vire zefidiijen
Prej barazimit ¥ = 4x vijon 2p = 4, p = 2, F{(1, 0). Duke zévéndisuar kemi 42 = 4y

x= 4, Pikn M(d, 4), kurse FM =+/(4—17 +(4-0F =5.
Shkruaje barazimin e rrezes fokale 18 paraboll&s v = 32x ¢ cila kelon népér pikén
abshisa e s& cilés éshié katér heré mé e vogél se ordinata,
Viire sgfidhfem
Prej kushiat vijon r=%_v ydmih. = 4x, pra ke sévéndésuar nd bararimin ¢ parabollés
kermi {4x¥F = 32x; 1607 - 32x = 0; x = D ose x = 2. Prej kushuit &shig x # 0. Pérx =1
pm=d. =8 prad(2, 8) &shid pika ¢ krkuar
Prej parnbolbés vijon 2p = 32, p = 16, kurse fokusi F{8, 0).
Rreze fokale 2shié drejtéz ¢ cila kalon népér pikat F{R, 0) dhe A(2, £}, dm.th.

M= N
Fh:y-y = :;—;]I (x-x) p= 75 tx- 8k
4 32
Sty Sy ose 4% + Jy-32=0.

Defvra
@ Shkruaje barazimin ¢ parabollés nése
a) boshti i & cilés éshid boshti x, kurse kalon népér M(9, 6).
h) boshii i s€ cilés sheé boshti ¥, kurse kalon népér M4, 8)

E Shkruaje barazimin e parabollés fokusi i s cilds dshté F{-7, 0), kurse kulmi &shié né
fillrmin e koordinatave.




@ Shkruaje barazimin ¢ parabollés @ = 2, e cila kalon nEpér pikén
) A4, 4); by B(-1, 2); ¢} Of-2, -6).
@ Cakto fokusin dhe barazimin edirektrisés sé parabollés ¥ = 180

@ Cakto grangsing ¢ rmezes fokale 18 pikés Mx, 6) 18 parnbollis 1° = Y,

() Ne parabolien 37 = 16 1@ cakiohet jika rreze fokale & b cilés dshté 13.

Ii_i':,l Mepér fokusin ¢ parabollés 7 = 10x Eshié eérhequr dregtéz normale né boshiin e saj.
Cakio ganésing ¢ kordés sé parabollss.

@ Nepér fokusin ¢ parabollés 3 = Bx dhe pikés s saj M(4,5; 1), = 0 &shi@ wérhequr
drejiéza. Shkruaje barazimin ¢ drejtézs,

(B Rreth trekéndéshit barakrahas me brinjé @ = 6 dhe lartési x = 4 éshiz jashtashkruss
parabolle. Shkruaje barazimin ¢ paraboliés nése maja e reksndéshil Sshid né fillimin o
koordmatave, kurse baza éshté normale né boshtin x.

(30) Ne parabollin y* = 6ir Esheé brendashkruar trekéndéshi barabrinjés. Njéri kulm i rekén-

déshit &sheg né kulmin € paraboll®s, kurse njéra brinjé &shté normale né boshtin x

Cakio svprinén ¢ erekéndishit,

EEI}" Cakto pozitén reciproke ré

drejtizis dhe parsbollés:

81 e caktajmé pozitén reciproke 1@
drejitats dhe vijés rmethone, drejiézes dhe
elipsés, drejiésds dhe hiperbollés?

Si jané rrénjét e barazimit katror g
ac’+hr+to=0,aw e >0, CIo-p+I=0, =35

D2 +y-12=0, y=I2c
bix-y+2=10, ¥ =8x;

0 = 0 ose 10 = 07 Nige D = (), atéhesd Viére zgfidhfen:
Ty o Duke e zgjidhur sistemin ¢ barazimeve
oy T et do ta cakiojmé pozitén e drejiézés dhe
parabollEs,
r=12-2x 15 =4
a} J? 122 =120 - 15x+36=0; .rl,,=]5i . }ﬁ;
¥ =12x 2
& =12, =-120 A(12,-12k x, =3, v, =6; B(3.6).
Drejtéza e prené parabollén.

b) Drejtéza ¢ prek parabollin, d.m.th. Bshé mngjenté & parshollés,
¢} Drejiéza dhe parabolla nuk kané pika 18 pérbashkéa.




Cakio kushtin ashtu gé drejiéza ¢ = kx + n e prek. ¢ prené ose nuk ka pika €
pérbashkéta me parabollén 3 = Jpx, ¥
Vére egfidiyjem
{}Ini'.:l.'+ﬂ y
" Prej sistemit | , kemi: (kx + n)F = 2px;
¥y =apc
Exd + 2 - plx + 0 =0,
Diskriminanta ¢ barazimit [ = (2(kn - p)F - 4k
D = dpip - 2kn).
Pasi p > [}, shenja e diskriminantés varet prej shprehjes p - 2kn.

TP
Y

E— Cakio pozitén reciproke i parabollés 3 = 4x dbe drejiézés:

ajZx+3y+4=0 hx-Ip+9=0 lx-p+1=0
Vére zgiidhjem
a) Prej barazimit & drejtbzés vijn k=—:=—%i n =-% =—'-;:Ttumpmipmbuﬂimjm

2p=4 dmthp=2 pa p-2kn=2-2. [-%J ' [—%)-I-E =3 =

Domethéng, drejiéza e prené parabolién.

Cakio koordinatat ¢ piképrerjeve me zgjidhjen ¢ sistemit,
Pér cilén viers & patametrit k drejtéza v = kx + 3:
a) e prend parabollén @ = fr, b} e prek parabollén 3* = 4x;
¢} nuk kané pika 1é pérbashkéta me parabollén 37 = 3x.

Vére zg/idbjex

c) Prej parabollés vijon Zp = 3, p = %-MFH} kushtit p - 2k < 0 vijon

%.z.k-a-:ﬂ: 3-12k<0; .t:--i—.

@;— Shkruaje barazimin ¢ tangjentés s& parabollgs 1 = 8x 18 térhequr prej pikés
M5, -T).



Vére zgfidhfen:

Tangjentat @ kérkuara jané:
ty-y =kix-x)
y+T=kx-35)
y=kx-5k-7.
Prej paraboilés vijon 2p = &, p = 4, pra duke ¥
zévindésuar né kushtin pér prekje kemi:
4 - 2k-Sk=T)=1
SE+Tk+2=0
2 2
_t'I-a§, '|:-"'_‘E"‘5-
k=-l, tiyp=-x-2 fig?
fig. 2

Shkruaje barazimin ¢ tangjentés s6 parabollés »* = Bx ¢ cila shté paralele me drejtézin

pli+2y-3=0

Vére sgfidijen ¥
Prej kushtit pér paralelizém kemi &t = kp = -1, i
Tangjents & kérkuar éshté 3 7
y=hki+ndmih y=-x+n i ""_;7' V&
Prej kushtit pér prekjc kemi: b
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pra 1 p=-x =1, fig.3. ¥

g men TPiE
; T x
. _l&'l 2\ 40 Fx

E'} Shkruaje barazimin ¢ tangjentés sé parabollés y* = 2px, né pikén

erl .]"'1} prej parabollés,

Vére agiidhjen
* Tangjentn e kérkuar Eshté

By-y =Hx-x) y=kety -



Koeficientin & do 1a caktojmé prej kushtit pér prekje.
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- T R

N kiité rast k =k =k= 2-2x < oy = EJ-'|.‘-"|I
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ﬁér}-}:
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a) paralele me drejtézén 3x - v+ § =0; ) normale me drejiézén 2c + v - 7= 0,
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@ Shkruaj barazimin ¢ tangjentés dhe normales s& parabollés »* = 9x of pikén IT1, -3).
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D, =R, V¥, = {—1,==), monotonisht zvogé-
bokeed né o fushén,

Flx)<tx=2 f(x)=0.
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@ @ﬁ] bog, 36= 2 b) log, 64=-3 c) log, 1=0; ¢) log 5 E=_1'
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@ ab —1 >0, x& (-, 0k by 1-x20, xe (-wm1); ¢ 2" 4210, ze (- 2ju(Le=);
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() a) logx=log5+2loga+3logh; b) logx = bog8+2loga+ Jlogh—log &
el I-ng;=4ng{d“+ I}- log(h=-3). @ a} hg::lug.ﬂ+%lnga =-§1-:|ga;
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@.-}1} by O; l:}—"' @sma-_.wﬂ"T'ﬂsﬂﬂ @“’”5“'_'
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c0s (180° + 35" ) cos (180" ~ 35" }4 sin 35" - sin (180" - 35" )+ tg 66" - crg (907 - 247
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#n 10
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’-H”":l kemi ]—"{-'3;;1"’!’[1] Eshag givkim | sakig: 2. Pér n = & supozajme
k(3k-1)
2z

segiykimi P{E}1+44+ 7+ +(%-2)= Eshek j sakid; 3. Pér e = &+ 1 kemi:

(e 103k #1)-1) (kR +1)(3 +2) of dulicsbic
2 -

PlE+1)wd+ T o +(3(k+1)-2)m
wirteiohet. Mése s supozimi ¢do ane o barssis | sheojmé anétarin 3k + | i cili Eshed firuar pérn=k+ |
fitogm: 1444 T4+ (3 —2)+ (I +1) =

3 —k+6k+2 3k 4Sk+2  (3+2)(E+1)

_k(3k-1) o
_—r+n+|- 3 2 Prej 3" + 50 +2 =)
lon by =2k, =1, prw 3 4 5E222 30—k, )k~ &)= 3(& +§}4k i1)=

= (3 + 2 )k +1), moe gk gjybimi uvértetua {Z) vertctimi &sh identik me detyritn

, Biykimi ésheé i sakti: 2. Pérn = k
Rk +1)(2k+1)

m.@'l.?ﬂ'rﬁ-:.?ijﬂ ].j =w=]

supozojmé se givkimi Bshié i sakte P(k)=F+F 4. .+&

6
I Perm=k+ 1 kemii P{k+1)=1" 2" 43 + _+(k+1} = [.t+1][i'+1}[2f.i:l-l]+l}=

_ (k1) +2)(2% +3) :

6 -Prej supozimitkeeni 1° + 2° 43 4 4+ K +(k +1) =



_KGe@Es) o K@k o) (e DEE6ED)

I3
3
(ka1)(2e 4 7k ) ':"‘-“']'1[it *E}I* +1}'= (k+1)(2+3)(E+2) e g vermetimi
& & 5
Exhi krve, d.imth éshté vertenum implikacioni Pk )= P{k+1}. (5 1. Pern = | giykimi

exhtd i salid, posi P(1):1=2' =1, 2 Letéjetpern=k P{E):1+2+2% 4,42 =2" -
ashtd i cabet®. 3, Péra = k+ 1 kemi: 1+ 2421 4. 42" 42 = 2" —|. Nése supozingit i ahtojend
andinrin 2K ftojmd: 142428 4., 42742 =2 <142 = 2.2 -1=02"" -1
£ - 5
&y -~—— X5l =
@ 1.PErR=1, gln::-—:—_t—i:ﬂn_t, givkimi EsheE i sakek. . Le t@ jeol pérn = k, giykimi
sin—
2
okl o kx
S ——— X5 -
giny+simTr+sindc+.  +ainix = = i saktd. 3. P&ron = &k + 1 kemi:

SIJ'I.E

k42 L kvl
SN ——Xsin——
x

x
:in:+sin1:+5.in31+...+sin{k+l}r=#—=—-. Nise supogimit i shinjmE aniétarin
s
gin (k+1)x, kemi: sin x+sin 2x+sin v+ wsin ket sn(k+ e =
amﬂxgmg 5i“ﬂ;mh+3m{k+ljr-iinf

S LR +sin(k+1)x = : 1 & Me rbatimin ¢
e s
2

L] a

formulave kesni: sin & = Zsin %m%—h:ﬁﬂ-umﬁ-%iﬂrﬂa—ﬂ'ﬂ simf r + A5,
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implikscsors Pk )= P(k+1). Domethéng, identiteti vlen pércfarédo numér natymar,

=

sindx _ 2sin xoosx
Isinx Tsinx

@ LLPEa=1, cosx= =co8 X, givkimi éshid i mkié, 2, Pérp =

o ) ) sl 2dkr
supazejmé se giyldmi cos 1 + cosdx +eos S ...+ cos(2h —1)a= T Eshid i enkie
sin2{k +1)x

2sinx
whi dubeshte 18 vEnetoher. Nise supozimit | shiojmé sndtarin cos{ 2k +1)., filopms:

1 PéErm= &+ I kemi- ¢ns;+m3:+ms,'!.r+.,,+4.m{z.l;-+ L=

mﬂ.f+m3:¢m5.r+..-+m{2&—]}_r+ms[21; +1)x

sin 2hx + 2sin xeos{2k + 1 )x
2sinx

_sindkx
~ Zsin
i I.i::+2--é {:.in (%= (2% + 1) )-sin (x+ (2 +1)2))

+eos(2k +1)x=

= m
2iinr

_ sin2kr +sin{-2kr)+sin2(k+1)e  sin2(k+1)x
2sinx Zsinx

&l i sakie. Domethend, g ykimi Esbid i sakré pér ¢farddo namér natvror,

(B a1 Pern=1. P(1)=T" +3.1-1=0, plotspjestichetime I, 2. Lot jeté piér w = ki plotpjesd:

weshimme 9. 3. Péen=k+ Lhkemi: P{E+1)=7"+3(k+1)=1=T7" T+ +2=

]
=1
=7 -3*1%11—131 +9=T = T(T" + 3k — 1)+ 9(1 - 20 ). Prei kBt vijon 919(1-2k ), parpasi

sipas supozimin g 7" 43k -1) dbe 919{1-2k), vijonse?| £ (n) pér pdo mumes aatyror n. b 1.
Pérm=1, P(1)=2"" —7-1+ 81 =98, pra 49|08, Le tf jet per n = &

. Implikacioni P (k)= P(k+1)

numnF{.t}:'-_"";’"'-'."t-l- 41 i plotépjesttueshém me 493, Pérm = k4 1 fiogmé:
F[}.’+l:l——.l'q“?'a-']"[&+|}+41=Em'“-il—'ﬂ—'ﬁ'i41&3{2"""‘1—?1+4[:|+49¢_2I;l4=
- (2% 7% +41]+49{k ~6). Prej ki vijon se P{k +1) plolEpjesétoher me 49 pér cfarida
numér patyror. ¢} 1. Péra= 1, P(1}=3"-8.1-9 =54, pra 64164, 2. Supozajmé s pér

m=k, Pk)=3"" _ 8k _0 plogpjesiobet me 64. 3. Peea = k= | Ftoymé:

Pl +1)=3""Y_g(} +1)-0= 3200 g —Et—lt-—?=9{3"""-&t—l;l}~ 6k + 64 =

=]

=5+£3“""’—m—_sr +64(k + 1), Pranda), ésheé vértetun implikscioni P(k)=s P(k +1),
dornething shprehja e dkéné plotepjesitohet me 64 per gdo numér naryror,



102! 102-101- Iﬂﬂ'l

@O:} 40320+ 362880 = 403200; b) I628799; o) <o ==

=102 101 = ]EEED'E. g3

i | a+l-1 n I

C':I}H! [n+l]' ! n{.:r+1]_ﬂ1[ﬂ+1] I:n-l]'rll[r:-l-l} I:ﬂ—t}ll[n-l-i}:
P LI (el Ve ot o o e S

(k—1) (k=10 (k-1)k  (E=-2)(k=0)E  k(E-2)
(@a) (m+1)(m+2)(m+3) 81 m{n—1). (Fya) e!=24-x x-(x-1)l=24-x Pasi
£l vijn (z=1)l= 45 x—1=4 x=5 b) (x+1)-8(c—1)!=8-x!
(x+1)e{r=1)=8(x-1)1=Bx{x—1)}; pasi x=1wOxel, (x+1)x-B=8x
¥ =Tx-B=0, x, =-1, x, =8, Pérshkakté x = 0, zgjidhjaéshté =8,

1

:}Fr:jm'm i “""H;}I‘T']-mmmm =00,

pra x =10 ase x, = -4, Fgjudhjndshet x =110,

(%) 2 wora ONRA ENOA ANOR
NOAR ONAR ENAO ANRO
NROA ORMA RONA ADNR
MREAD ORAM EOAN AORN
NAOR OANR RANO ARNO
HAaRD DARM RAON ARDOH

RN A dshed permutacioni 1 peadmbidhjesd me radhé, duke logarivar edhe permutacionin e dhéng. b)
Fadhitin keksikografike e shkronjave Sihi ANCHE, kuree ky £ permutacion fillestar. ROMNA Bk

e o

Fi’E“ P(5-1)=41=24. (Tha) P(7)=T!=5040; b} 123{45678), jant aqsa ka
permustaciane pre] ebemenicve 4, 5,6, Tdbe 8, dm.th. P(5)=51=120:c) P(4) =24,
(B Cijm ehvendosjes mehor 1 clementeve muk ekziston a8 | paré, 33 i fundit. Nase t g ithi jant
ulur nié njé wavoling zhvendosen majtas ose djsthias ose dy vende, atéhers nuk Eshié fituar radhitje & re e
personave. Prej kétyre shkagqeve, mjE poité fiksoher dhe n até pozise alet njé person ¢farédo, por nk lidhje
e s person permatohen persomad teri, NE k& rast t§ aill€ jané pesé persona, pea 1 mundshme jang
gjithsgj P{5)=51=120 rachisje.[ 3] Sipas detyrés parsprake, dy vende jané 1 fikusara dhe a0 dy per-
sairs nié liclhje: e 1 thenét llogariten pér njé element. Katés personat tieré zhvendosen né P{4) = 41= 24
eniéovra, Pasi 1@ dy persoret mund 6 shvendosen o dy ményma, gE Sshié radhitpe ¢ ndryshueshme 2
personave, pra giithsej ka 2- P{4)= 48 mEnyra.

DA, (6 }_ﬁﬂn DAY P{-E}e__—uzlu-llﬂ 9.

K1 B !
@) o) P (8)= = =280 ) P (B)=5 5 =186 ) B, ts}-j—-sﬁ



&! T
Bo) £ (9) = 11532520 b) 5 =560 o) =0
@@v&miﬂhimmﬂpﬁmmhiminmﬂ @np Vi =12:11-10=1320;
il EI%=EW=1]“- (3)a) x(r-1)=380; ¥’ —x-380=0; 3, =20, x, = ~18.Pasi
1] ;
x =1, zgisdhjaéshiE r=20, b) F-n{n—1){n=2)=5-n"; $(n-1)(n-2)=5n";
n, =6 osen, '%. Pasi ne M, vijon n=6. @E‘ih’ ¥ 4V V) =325,

(30 Vi ~V," = 6000, mmmri | prgjithshsEm i numsave pesshifrons &shté zvogihuar pér mumrat e 1
cilét shifra 0 nuk éshié né vendin e paré, por ato jasé 1 formes 0(1,3,5,7.9)

@2V =480, (T V3 -V = 27216, ) V' = 3004; 1) V' =V = 2688, V7" = 336 junt num.
rat e formés 01, 2.4,5,6,7,8 9)% c) numrat jané o formis 1(0,2,3,5,6.7,8,9)4, kurse ato jané

W=336  [BVi=9=79
(98 4 55 by 44 454 s 584
45 4 445 455 545 555
o) H4 M5 4544 455 M4 MR 554 5554
4445 4455 4545 4535 445 555 5545 §555.
(18) ) V3 = 3" = 1594323, h]F1-} = 6561; dy adeshie, &y shenga dieka V3,
ginshsé ndeshje me tre shenjn i/ ; poe Eithse jané V' - i-"; =23 =128 729= 93312 Lusjtje
€ PrOgn0zes spontive Sshai variacion, kurse né popull gabimsskt thubet:  Pagova 15 kombinscione™
. iDa Vi = 5% bl Vi Vv =325
@ {7} Kambinacione jané 8 githa nénbashkisité prei & elemente ngn bashiksia gé ka r elemente.
nckérsa, variagionel jané nénbashkesi & radhitra prej & elemenie prej bashkesisé qé kn m eleme-
mie. TE giitha variacionet 1 cilét pérbEhen proj elementeve 1€ njejss, por nedryshapni sipas radhities 3é tyre
[rragesin nje kombinscion,
(Z)a) Avo ajans etementer: 4; 5; 6; 7: 8; 9,
B 45 46 47 48 49 cp 436 467 4TH 567 5TE 6TR THY

56 57 38 39 457 468 479 568 579 679
67 68 69 458 469 489 569 589 GRY
TH 79 459
B
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@ursic; Fld) 1234 123 "t 1aaa o™
€ o= 7654 765 765447654 _2(7654) (24N7.65) et
1-2-3.4 2.3 1-2-3-4 1-2.3.4 1-2-3-4
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o (n+2){n+1)n{n=1) i Sa{n—1){n=2) (n+ 2]{n+'i}n{u—1j_.

-t 4t f = |
Wnin=lin=--inr+2n+Dnn=l=0n’ -1Tn+42=0n =Josc n=14.

e W )
'-'lPﬂJ Et _P{*-;I wpon 35=.F 1= 24 d.m L =l PT ':-q— T

viion am-1Kn=-20n-2=7-51-2-3.4=7:6:5-4, dmih. n =7, peazgjidhja Esheé
=T, k=4, @Hmummmnmwumumlmmw:im
MIE,F::L": =[ﬁ]=6.54=1ﬂ. E]jﬂﬂmnmﬁﬁ'-tpjﬂhmnbmncmm

3] 12-3
o8 klasEs 5 pref 10 clemense, Zgiedhia e nxénésve mund € kryhet né €, = 252 ményma, kurse
o profesorive CF =6 minyr. N& kishill mund t& jet gdo grop prej naénésve me pdo grap oé
prodesordve, kurse numTi i By Eshi o (O = 1512,
(@) €, =4 aber. bode, beef, beeg. (B)C, = 110 135,137,138,157, 138,178,357, 338, 378.578.
(@) €2 ~C2 —C} +2 = 38. Nepér Gy pika t2 adeyshme kalon vetém njé drejiéz.
([0 €~ ~Ch +1=250. (1) Vére zgiidhjen né detyriin & ué piesén V.
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¢ 2+ 60 Y4152 + 200 +152° w6+ (@) o) 239-16042; b) 16-112;
e} —7— 2. abﬂ.ﬁ?ﬂ-ﬁ. Fhato 1.9 = [I_{llj_]’; b 1,3439. M@ sbérthimin e binomit
1,03 = (140,03 )" snfryt&mji pesé andarér e paré, 8 2% = 1024; b) 0. VEre zgjidhjen

L 1Y . s 12-11:10-9:.8-7
& ddyTEs 4 e s, @’3?::[ ]" {ﬁ} T 142:3.4.5-6 <

= 177" W T [lﬁI ] {--‘r]‘ =12870a"c ™ ¢} Prej kushtit [1} = 105 vijon
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peej x, domethéng, 12-36 =0, & = 4, Andtari § kickuar &hed T, =[4 AR = 495,

b T, -{1: }(%’I]"'* (==Y =[I&1J'{_FT s =[ ';] (i e Anioid

13]_ 12-11:10-9

] gt | 11
i krkuar o panmban x°, domething, E+Ek =5, k =&, pra amitars éshtés T,,, =T, -[3 }_Jf_r"z

"o

11
=[ ]X‘ =168x", Shiryidzo vetind ¢ simetriss [H ]:.[ -
3 k r:—l'.f|

{Eﬁh‘q[; ]+(:J+[;Ja4ﬁ vigon |+ /14 n{;;—] ) =44, 0 =19,

g q - p- I !} [} 1 H - 1
na=l Jerh 1Tl ", Pre kit vijon 1§~ T = 0,k = 6, kurseT, = ?]:m.
k x “c 6

(%) T,=[:}:‘ F ) = 1000000, £ = 100000 lg (' ) =1g10%; g g =5

—_—

=320+ 40

3 :ng:]m:'l_:::—g

Mer+2lgx-lge=52Wgx) +3gx-5=0{g ), =

5
L |
dmtbh x=10me x =10 * = - ;
Jiot 10010

@ { L) Bashkisia = ngiarjeve clomentsee 90 ={E, £, E,...E,}. E, - s sgjedhur

numni |, E, Eehi2 zgjedhur mumn 2ot A={E,. £ £} B={E E} € ={E .E.E.E . E}
O={E .E.E}.E=8. E&ﬂﬁ mmidshme jané dv ngjarie elementare, kurse ot do1°1 shinogma
me 5 - paraqijae  slemés'! dhe M-paragitin e numrit*", Bashkisia e ngjarfave elementars Shag

Qo N NIV, 5008, NL(S.50). b} Gjithass jané Vs =6° =36 ngjarje elementare, kurse
bashkesiasshig 82 = {(L1},(1 2}, ...(L6). (2.0, (2. 2).. (26, (6.6)).

€] Rs{iV DAV ANGLIS S, 56|, Giithse ka 12 pgjare elementare,

(E)Ngjane £, - sendi &shizng megull e ta shénojmé me G {ngiyrd e gelbir), £, me K

(o i megull-ngjyea € kuge). Numri i ngjarieve elementare &stie 1 = 2 = #, kurse bashkisia sshes

O = [ (GGG L IGHGE Y OGRG ), CRGIGH ), (GIKK ), (KGIE ) (KRG L KKK )]
A={UGIKK ), (KGIK ), (KKG) )1 B = ((GIGIK ) (GIKG) 1. 1KGIG) 1):

C = GG GRGHK ), (GKGH),  KGRGDIGIKK ) (KGR L IKKGRH)

D= [iﬁ,ﬂﬁj.{ﬁﬁﬂﬁ},[ﬂﬁﬂjﬂﬂﬁﬂﬂj &) Shumn Eshié gifi pdse né 18 dy ranet né fager e
sipirme ko numés tek 12 pikéve 13,5 ose oumér gift 12 pikitve 2,46 Numrd | pérgjithshém 1 fageve

elementare 3shE 13 + ¥ 3 =9 4.9 = 18 (variaciane me pérséritie. ) B = 1, npjarja shié e pamundshme
shuema ¢ pikive né 6 dy zaret nuk mand 8 jeed me e madhe s= 12,

o) C={(L1J2.2).(3.3).(4.4).05.5),(6.6)}: ¢1 N faget ¢ sipme o8 sareve dubet 68 paraqiten

=)



pik shuma e ¢ ciléve Ssheé 10, 11 dbe 12. D = {{4,6),(6,4).(5.5).(5.6).{6.5).(6,6)}.
{’5':; I gjiths niarict elementare jané vasiacione prej 6 elemente & klasés 302, Giithse] ka

Vs = 216 ngijarje clementare, por cakinhet si prodhim | Dekartit, dmith,
0=({1,2.3.4,56}={1,2,3, 4,56} pefl. 2.3, 4.5.6}.

<:> () Ka 10 ngjarye 18 mundshme, por vesém | Eshi i volitshém.
|

() a=12+23+27 =62, m= 23, F{A]n£=ﬂ 371. (@) P{,q}_—=ﬁ
1

G F{ﬂ}—ﬁ_gmn V2 v) mo= 25, m=80, F{C}— =E=ﬂ.3!25.

@.l] p{,”-__.:..; b) = 32, m =18, ofshpil prej 32 betr ka 8, pik"” letra, kurse

F{A}n— = - I:’-\' Mumiri | pérgjithehém i ngjarjeve Sshes '|.-",' = 3f, Bgiare ¢ voelitshme jand

a={{. 'HMHHJ{HHHH&&}}HT 6aPla)=2=1,

BE 6
B = (L1, 0.2,0,3, (20,2201, m = kvse P(B)= . Esbabequrt, P(A)> P(B).
(&) n = 36, kurse ngjariet e volitshme jané ntse né & dy zaret ka numér tek i pikéve {1,3,5}

=1 = , 18 5
ose numés ¢ift 1€ pikéve {2.4,6}, mevs 4V =¥ +F =1k FH}=E=M @ a) F[A]-:E:

b Tapat e bardh t'| shénojmi me b, b, &, b b, kurse me ngjyré i mesk o, ©,, €5, ¢, Nigjarpe W mund-

shme jan (5., ). (8.0 (8o Do (Boes DB Do (B DBy oo Beaty ). (81,8, ),
(B8, Yooy by ) (e, o0 D2, )} bourse ato jané kombnacione me 9 elemente & klasés

gyt n=0 = [; =¥=35 Ngjarje té volitshme jang {08 b ). (88, )o..o (B, )

m:E‘f:{ﬂ] 5;' 10, P{A)= }E_% ¢} Ngjarje s volitshme jang pdo top i hardhe me gda

2
top tE kg, m=5.4 =20, n=36, pra F{A}h%:%.
3231 - 496, kurse m =] =E=ﬁ.pnﬁpmj-lm.

() Terheajn nga dy lewa kemi: = = .

b
nga T asa mund 8 Eecheqim o & minyT, Fl:d]=m=ﬂ,ﬂ3-ﬁ.
@ (jithsej ka A = l-_": = 6" = 216 ngjarje rastl. a) Nggarjet e volisshme jané permutacions 88 mumrit i
pilitve shurma @ & ciléve éshté | 1, Ato jané permustacione & sarmrave (1,5,5).(3,4,4),
|

(3.3.5).(L46).(206).(24,5), pra m=3 B (3)+3-P(3)=3-343-6m 27, kurse P( ”]'% -

) Mgjarjet ¢ volitshme jané permuntcsane e numeave (1,5,6),(2,4,6),(3,4,5),(2,5.5).



(3.3.6).(4,4.4). m=3.P(3)+2-B(3)+1=25, P(d)= % (90 Numri 12 giitha ngia-
jewe Eshes mumér i permusicioneve prej 9 elemente, dom.th g 91 Venkm né njénn prej styre rasteve

fitahet fjala Hiperbolla. Prands), gjasa s %:D,IIHIH}ETSS-

@ Nagjariet edermentare jané £, £, E, E, E\E, dmith. n=6.0) A={E, E,.E,}
jani ngjarse 1E volstshme 8 parageten ose 7 ose 4 ose 6 pié.
| P B B
P{A)=P(E )+ P(E )+ PIE,). P[n]=E+E+E-E. b) B={E,,E,.E,.E}.
F{B}=l+l+l+i=3,@thr=mjm£nmmr¢Im.na;mmmnnznapitm1
6 & 68 6 3™ jutir kara, kurse né shyil prej 32 letra ks B Letra pik dhe £ letra
keare. Pér ngjarjet A-ngjyea pik m =8, kurse pér B - ngjyré karo
gt m, =B pm P(A+B)=P[A)+ P(B)=

] -
=E+3—2- e Tin =V =6" =36, Shuma #sht numér gift nése né 12 dy amkét e zareve jané

mumér ick i pikeéve {1, 3,5} Estué ngjarga A, lurse numés gift i pikéve {2,4,6} Esbg ngjarja B
Nume i ngjarjeve elementare 18 4 bshat m, =V =9, kurse i B Eshad p, =V =9,
¢ 0 .
PlA+B)=P[AY+P(B)=—+—=0,5. " A - Bslni® | barabarté me numrnin e pikEve,
(448)=P(A)+P(B)= 4 =05 (8

£ - ruenri i pikéve shuma e 18 ciléve Eshi@ T, m, =4, C'- pumri § pikive me shumén 9, m, = 4;

& 6 4 4
PlA+B4+C ) P A+ P(B)+P[C)z=—+—4+—=~, Mumr & ngjar|
( J=P{A)+ P(B)=P(C) T RETRET @ i mgjarjeve slementare
15-14
EhiE n=C = 2 =105. Pérngjarjen A: | top i bardh dbe 1 izi, o, =d-5=20

(gdo top | bandh me pdo Lop 8 xi), Pér ngierien 8- | top i zi dhe | top | glelbér,
m, =5-6=30 (pdotop i zi me gdo top 18 gelibér). Ngarjet A dhe B jang disjunkie, pra

P{A+B)=F(A)+F(8)= 1-1[% *%-% (8) P12} = P(A)+ P(B)+ P[C)+ P(D):

1=0,240,3+ 0,4+ P(D); P{£)=0,1. (7 ) Majarja A be 8 keté 15 pakién njé prodhien standard.
Mgjargs & kundée A - nukka asnye prodhim standand,

JG-1 - 14
n=Cy, = 2'?1!1&3-—3 = | 140, ngjarje 18 volitshme pér A jans O, =M=m-

1-2-3
#5591 137
m-......—lu—-—_ .‘ ﬂ=
140~ gy @lewier 0= {ABL.B)

P{A)=0.16  qiluarit nd zonén & pare, P{8)= 0,24 . t& qélluarit né zonin e dyté, kurse

PlA)=1-P(4)=1-

P(C)=0,28 - & qélluarit né zondn e treté. Mgjarga [F - shénjestra e pa géliuar,
PlQ)=r(A)+P(B)+P(C)+P(D): P(D)=1-(P(A)=P(B)+P(C)):

P{D)=1-(0,16+0,24+0,28) = 0,32, Gjasa th qéllohet shenjestra &sbatt 0,32,

]



(T} GA=(3.0); OB =(41); OF=(2,4);

0D = (-5.2); OE =(-4,0); OF =(-3,-2)

i -{51-3} B a=4i+j; B=-37:
r=—i; d=1-]; e=-2i+5].

@) a=(43); B=(1-8): ¢=(0.3); d=(-149); ¢ =(0.-1).

@fil E+F={’E,3}: ?—F={'—E,'—5:|'i 11'] F-fE:{ﬂ-.,E}; E;—E:{—ﬁ,I}.
@u[%.—?] b) (5, 10} -::[%E _ﬂ] RiB-12) (B slr=2y=2 bhr=1p=%

ehr=0p=-] @ a) AR =(=2,5); bi-3, 5% chis,- Tk (6, -1} @ a) BY-1. )
bIB(T, 2k c)Bl4.-R) 5) B(-3,-2). @ A A(-3. 20 BT, -1 -7, T ¢l A2, 4).

(7 Letmjest A0, Bl vy), Ol pyhabe D, 3 jankhbmes Do) Clris)
e ipezit AFCE, kurse M dhe ¥ jané meset & brinjéve Al dhe B

pickatdsisht fig . 3. Dubet 15 vértelcjmé s MW -%{A_B+ DC) Pasi M

i . KX Kt
A Bl mesi 8 AL, M s |-
e ! [ 2 2 J Aix, v) Bx. 1)
+ ¥+
Kurse ¥ Echt mesd | BC, vijon m(‘!z‘ﬂ,h_lh}_ fig.3
HH: XtX . K .F:-+_'!I',__'|i'.+_'|'" & R §

=%{-‘:‘E"-‘1‘In.'F:".'Fl+.1-':—_'PJ]“%{{%--‘...‘-’;—_\'.}"'{H—-I..}"—Jﬁ }J=§EE+EJ.
@ () AB = J(-2-3F +U4—aF =T =5. A0 =J{2-3F +(2-4F = JT44 = 5;
BE=vA +a=y0=2/5; P=5+5+2/5=5+35. () AB-Br-ac =23,

(8 B+ 30 =28 . (1) vonch gieometrik | Kirkuar bt siaaraljs s sugunstt A, Lats

[=




Jetg Mix, vl gfaréda piked nga vendi gisometrik | Kérkuar. Sipas vietise i simetrales s& segmentit, keni:

m=ﬁ,d.m.u1.: E:J{:—zfﬂyua}’ .ﬁ:,ﬂ,;—-.ﬂ,}’ lt_-;-—d.f » pra prej lneshain

,J'[.:r-:]’ﬂ::—!}‘=u"f,:—df+[;.--4f vipon (z = 2F +{y-IF = (x- 4P + [y 4P Pms
reduktimit i basasimit kemi 1+ y - 6= (), g paraget barnzimin e simetrales 55 segmentit A5, d s th.
viitdi gieometnk @ kérkuar,

{::.l q]ﬂd’[% I} MM(I J Cj' Prej kushtit o detyrés kemi
m=ﬁ : TR Y ¥ ]
‘_r=2|_ﬂ - Preg kusheit MA = MB , vijon; ﬂr{;—_ﬂz +{y=5) = J{.-t*:’}z‘i-[-}—-ﬂ-}z  Me
megullimin e kétij baruzimi kemi Sx + ¥ - 7 = . Prej barazimeve £=2|y| dhe Sx + v - 7= 0 kemi
Sx+y=Tmi Bt [5.!:'+_1.'—'." ]

» Me zgjidhjen ¢ 1F dy sastemeve filohen pikar A [E- 1]:&:

=71y I=-2y 111
M, [—‘ —EJ gE do £E thoté se detyra ka dy zgjidhie.
{7) p=127.
@ Mo () w8, 1), M6, 1,
M, @ FeEse kulmin e kéndin i drejié e vendosim s
wl fillsmmein  koordinetsve, ordirstat « dy kalmeve kasé
\\' koondiram A, dhe ¥
B0, a), fig. 5. C,
néin AB, pra prej fise- b oa
l, miulés pir largesi ke @ E'E]
WM m
| = £
— ot oo e, 0)
M3, ¥) fig. 5
fig. 4 A E_u]]...[ﬂ_ﬂ,]l_ W +a’ =
MM, = MM, 1 : 4
L+ {p-TH =6+ {y-2F 1
1+ - 14p+49=36+ )7 - dp+ 4, p=1 =E~.l'—= » 42 dmheshee té wineaher.

Domsethénd M3, 1), fig 4.
@@ ﬂ'[ ] @ Ti-1,3) B 71,00
9 18 3 ﬂ", 43 66
2 Rl e — i salif 8 .
@[ ] Ej 5]E[$5; (5'5]
(@) 113,13 BID-1,27). ;
@ Le té jen F{p,, p,) dhe Qig,, ¢.) messt e brinjéve AC dhe BC 0 Bk, ) fig. 6




pérkntisisht, fig, 6.
O+, o LT
=7 7T g
peei ku vijon 5, = g, cLm.sh pikat P dhe (0 jan njé lloj 1 lasguara prej boshtit x, qé do té thowe ) 11,
dm.th PO ILAS. () Prej kushtit 18 detyres kemi:

1 C1x, m)
T T =5+..1_::;_ _htdy : Sy
AR BC =d;a=4, x, e B Sele o apmku-ﬁ—i[:, x )+, A
1 a i
= ln=n )ty dnt g =g o2l -] n=k+=ln-n)
Az, )

@ aiwan
@S =llx,t,'u‘.'l,.:+ 20w, = F )y =0k ;a) %'h] ;o) %{a‘ 5
57 7
@uzsi h}liin{:}ﬂ-l P=90+J116+/74; ) 8, [12 1] L3 ['; 'I}s {10, T

&) T[E,E]:ﬂ s=39, (IDw,=15.
kG e |
@ a) ju; b} pu &) pos 60

c} ¥
@ & . k) &7 4 &) paralebe me boshtin v,
. 3 3 b paralels me boshtinx;
TR o} kenlian néper €X0, 0);
— T g )= 0 Ealytd Baraceimb 4 boalyt x;
Bl VE e o d1x=0 &k baragimi i bashtity
fig. T Nl x fig. 7.

l].!:lﬂ'.'h}ﬂ'=—%',ﬂ'ﬂ‘*1. @ F'(—— I]-] F{‘ﬂ-.}]- @ .?m._g_

bl m=-2; ¢} ml%, fim==15

@@*F”h-ﬂ““- ’—;4-%-! b)x+ Sy + 17 =1 —+ _1{:} =

3 5 H‘r‘?‘:
AL ¥ XL XY g (3D teskiojme koordinats ¢ pikés D,
-5 2 5y g
ashuqd AD: DB = 2: 3 Prejkets, D(4, 3). Pastaj do ta shkruajm barazimin T
= drejiBzés qf kabon népér pikat O dbe D, dise fitojmé: Sx - 3= 11 =0, fig. .
TiL w1,
@ g+l (2, 1)
E L ey i b b g i ey fig. 8
h"]E+3=l.l:} i =] ) -3+_§ I E
¥ 38 1 4 7 3



(B) 4x+3y-27=0. (8} x+4y-8=0dhex+y-5=0. () Detysn ks dy zgiidhje, d.m.th,
ekzistojng dy drejtéizn of atille q8: p: 2+ 5 - 10=0 dhe p.2 B+ 5p+ 20 =10,

i f & oF
(B Eseltim baraziminné formiin sepmentale — 4+ = =], ¥
TR A 58 )
; 6l e i 13
prrej ku m=5.n=T. Sipos tenremess s Pilngords kemi:
Lt i =
¥ H . ey e
5 +[A]Jnlj-,prq|kuﬂ 5, fig. 9. i) 5 fig. 9

) a;i=-%: h]ﬂ:%. (16) 4=5; B=9.

@ @ }l:%_{-ﬁﬂ._ @aﬁx.y+3=l}l hi:[+}l-1=|]-',ﬂ.1"\|r§+_'l+3"-5+2=n':

9 x\ﬁ+3y—2ﬁ+'!?=l.‘-l. ‘nl'v

@ w ofoo) A[%.B}B[%,I];C{&l]: b N0, 0, ©H)

Lo} o2 3L ef03 ; :
4-« 414 I‘ meﬂ'-sﬁm&‘ o, ﬂ -q{;.-“:l Hﬂ; 3

Kulmi & sheribet né drejbinin « dhéng, fig. 100

: o 4 . ’
@) 4 dp-15=0. § 35-y-2-0, A2 (@) waduehdot' cakiojmé kushict
koeficeenti i drejtimuit & = | dbe drejoéoa kalon népss (0,00, d.mih gjarEses e scponentit nd boshiin y Eshié
=1, Barazimi i drejtgzSs né formen clsplcits éshie

Ja-2b+5 | la-5b+]

¥ - X v
‘ e — a-h
| 3a-2b%5 _
v ¥ a=b
k o .
Sipas koushiit 8 dotyr®s =1 dhiz = 0ra. th M;rl'.n,
ﬂ-

prej kis a=-3, b=-1 o aw-%.b=-$. a=7, b=-2, y+3=0,

L Ay Yo R AT
@nT+E 2ai} b i +2+1—I}. ch = 1=

x frm 4. 3 . 7 24 oo E—y+2

¢ _E'ﬁ%'ﬁ”'ﬂ' @ —Ex—g}mﬁ-ﬂ. b E;-E}l—d—l}, e =ik
y—ax-2 13 T A o7 S

=u: == — - e ———m [ — ‘uau--l:'J: -_— +-—_ —‘_

5} e d) i & <) e f) T g}f = i
L0 % A= RE > oy : 1+ - 1]

hi =0 (32 p=60"; b) p=30"; ) @= 135"
:I:JH=+.I'H‘= rG i

=3



<!}/" @) ad=4; hd=0. (T} Po, 7= 5. Cilfnim: Drejaéznt ¢ prekin njé mreth té jée me
gersdérni fillimm e koordinatave, nése menden né w2 wjgisén largssi pmej fillumie o8 koordamarave,

[(3)d =o' +6° 3) d=#. G huhdypﬂu:.#f,{ﬂ,-tﬂ]:nﬂ,[&%}
E‘ Barnzirnin ¢ drejiésis ¢ iranaformiogmi né formin e pérgjithshme: br + gy - ab =0

Iy +ay —d.b
Sipas formulés pér largés pre) pakes dert te drejtézs kemic o = -
;-ﬂ +h

Prej kusheit i detyoés o = a dhe = [ dm.th G—H,mﬂ]h = .-.'r:l:—1.l.:: +H,

+yal + b
(7)) M3 W) Lewjoté Mix, ) njé pike nga vendi gieometrik i Kerkuar, d m.th.
Ix-ya7? 3x—y-3 7
= prei b fitohet 3 - p+ 2 =10, }Mtz.y}
—J1 Vi g

Damethéne, vendi gieometrik i Kerkuar Ssheé drejtéza 3v-p+2=0. [8) 2e44p-3=0,
I:IF]_: Ekzistojrd dy drejicza i gilla o, v+ ¥ =T =542 = dhe RS £ T+542 =10,

@E‘ Ménwta I: Smetralpa £ ¢ segrmentt A kalon népér mesin e tii .ﬁ{.-:l ! J*} dhe 25k psormale

540 T45
né segmentin, d.m th. a‘L=--~:-r-='?. -F:.=%='h- t‘-_kLn_Ll=1 Harnzimi i kérkusar
- Al g
p-6=2{x-Tdmih 2x-v-R=0 2

ME!I}"I’I II: Edfbéstm: Bararim o simotrales w8 segmeniat :!'.E, murd 18 cakiohet 5 vend gjum_m:u':ik i
pikave, 1@ cilat jand njd Hoj 1 larguara pref pikave 4 dhe B.

@h-l} +03=p, O ) @=2633"35" b) @=17"35"3" @' B, 437, 45,
Oﬂajmhdrmlmh t e =0, x5p+ 22 =0, @1!-",]35" @ ao°
@ dr <y + 3= 0pae 2 + Iy - T=10. Udbizim. Vendi gisametri i pikave té kérkuam #shié simetralja
e kéndit. Let# jeod Mx, vhcfuritdo pkt prej simetrales. asthers larg@sia o, prej M deri 2 njéri krah Sshet
f;—ﬂ,}'+.5|_]3-:r-}'-2ﬂ

J1+9 Vo941

e lrgsai il barabasii l:fJ prej pikés Mden te krahu tetér, d.m.ih

@ G ke =-—_-%. Pre) loushitit pée pasalelzzim k= &, =--_l|r,
Direjtéza e kérhnar g knlon népér pikén C(0,-2), pra y—{-2)= —-:-'{.l:—ﬂ:l pres ku e fitoims barazimin
=T+ 14=0. :@l Po,m=-4,m=4 @ Pér m = -3 drejtéat jané paralele,

kurse pér m = 3 oo puthiten. @ x+2y-5=0;x-du+ 11 =0 Uahdsia: Drejt&m e kédoar |e

E



T jed ooy - 2= gy - 1) Koeficientin & do La:.akw-_irnaprqjhmhi:d =d,

5. o1 =1
(3 #) P=134+453+44 1) 5= 10 c}r — 20453, ot gl s.Ea.-'F.zJﬁ.

(6) x-y-T=0. 7)) x-S+ 13=0, Sr+3-17=0, @) @-nd® {—z,-%),
Edhérim: Cakio projeksionin onogonal i pikis 4 mbi drejiézen.
@@g]frf-w:mh’r+2}:+{_1-'-4]l’=%§: ) (x+3F +(y-41 =25

¥ (2-2)" +(y-8)" = 25. (2 ) E cakiojmé largtsiné o prej pikis deri te qendra & vijis rethare,

dmth, f = AD =0. Piks 4 patbitet me qendréa e vijs rethore 5 shirihe né vijen rrethare, ¢ Eshi
jashits vijEs rrethare, kurse £ Eshié né vijén rethare.

I:E:I a) E‘[l—%} rey2: b Cl0a3), r=2 ::E[—%.El}fﬂ'{ gt C{0,0), r=é

{8) 0 regmd, (x+ 27 4 (y-4P =16 b) re|pl=2=2 (x+2P ${y-4) =4
@ p=5dbe rejg=5ST0z-5 +{y £ $TF =50, O Bz:jlhaipmuihm‘rw:tt
koordinatave né pikat: .H'{—d-,[r'_i N{0,3), {Erj _[—4f+]*=15 r_—- p==2, ‘F—E~'

x4+ + (y—%} = Z A7) (x-6F +(y-8) =100 OB} fr—ﬁl’ﬂ =
b o+ (p-3) =25, @i}KwrﬂmlTﬂtqandedlwqﬁlilmrdluﬂlﬂHumnI,'S-p]"+{-]--

qr =25 dhe (4 - pF +(-3 - gF = 25; CAB, 1y Ty(, -B); (- BY + (v~ 1P =25
(x-1F+(r+6F =25, b} Qendrs Eshet o prerjen e simetrales sb segmentit A dhe dreptézés 58 dhénd.

Baraimi i vijés rethore Eshg (v - 217 + (v - 41 = 10, {10) Prejkushteve
vijon = -4, g = r Vija rrethore {x + 47 + [y - FF = 22 kalon néper A(-5, T
25

(<5 +4F +{T-rP=7; 14r=50; r--E; Wija reethore & kérkunr ; [_5:+-l-};| [y—?], %]

@)O A = 0. Barazimi i vijés rrethore 8 kérkuar ésheé (%= I] +(y- 2]I ald A=1,
b= 1F 4y~ 2F = 5. Za &= 5 barazimi nuk dsheé barnzimi i viggs rethore. (Z) 4=,
A-6  A+1 |A-6f _[1+2]
- = = 17 .:.A:l
@ lel=ld- Pri p=-==, g =5 o I ET
3 3 5 5
() 9 €(3,-2), r=5: B) C(2-1). r=ns; @ € FOpr=gi wc(0zfr=z,
1
@ f:-l}’+{y+§} =[%+1J‘ 1:1 @Bnmmltﬂrh—m-nh'r&x +3" wan by e =0,
¥F+5 +3a+5h+e=0
Zgfidhja e sistemit 447 L dbse=0 gsheé @=—12, b+-2, c=-§,
d-2hte=0

Barnzimi fahi ©° + y° — (20 =2y -8 =1, i::‘




@ a} Dretyrén £ ¢ zgjbdhim me zgjidhjen e sistemit 1@ barazimeve. KENE denyré do a egjidhiem duke
shfirylEzuar veting se gendra e vijés methore Sshi2 nd preren e sismetraleve i brinpéve, Paraeimi | vips
rrethore Bxhes (x - 277 + (p= 3 =23,

by (x-4F + (v 6F = 25. (&) R‘:%:S:#ﬂ‘ﬂm.lﬁ:i’-;:ﬁ’=95.’ﬂ.

(@) '+ -8x-9y+30=0. @{:—4}’+{y—5}‘-25.

@ (@) 9 p=21+5 2 +(20+5) =50. A(LT); B(-5,-5); b} A(2.-1). B{~1.-2).
lAP+Bgect | [10+3-0-15 15
a =% d= i d :
e Frov i Il

11=2-(-2)-1 = .
By Cl.-2), =5;d=--—‘|,_n—-#5.£=.dm1m= wijE hare,
) C(L-2), r J5 e D‘ ¥, drzj prek vijEn methore

1542
2

<, drejiEza e prend vijén methore.

gjd =

= r, drejiézn dhe vija rrethore nuek kang pika if perbachkesn.

@)a) CI8.0n £ =18, 7 (4 + B )2 (A4p+ By +C  18{1+ B )= (5+1), B=1L b) A=-3.
i p=26 byge (8.2} (@) wrriy-y=k{r-x), y=besdt o +1)=n’,
9k +1)=(5k) . & -t%: [r3x—dy+l5=0,0 dxsdy+15=0. 1) C(52.1), r=5

rymkoedb+6, o (k4 )=(kp—g+n) , 25(k" +1)= (-2t -1+ 3a6) k=0 k ’IEE-'

Liy=6 i =%x+%ﬂ- (&) C(2.3). r=5.k =-;-,l:_'r=.l'_r+n,r’|:.5;’ +1)=(kp—g+n) .
“]
15 I-EH = 1-2—34--': LE= ;I..”, :n—£=iE:n=tE+l.n‘=E.m-—iﬁL
Q 3 G 3 3 3 g i

iy %n- ity %x—ﬂ. (@ CO0) rF =5k, ==, k =2, (K7 +1)=n", n= 25,

3 2

iy y=-2xtS, (B) B C(04), r'=161:y—4=k(x-8), y=hkx—Bh+4.

Lﬁ[t2+l]-[v4—ﬂ-t+ﬂ}:,h--§.i&=%.q:y-%:—ﬂ"?ﬁm,r?:y--%n-%u.
3 B

bk 33 _ B p=tls b) o= &) m=61: 245 =k nx+hy—6a=0.

I = - = = i - i Hom= i = —iw =

Ao o e i 4 s ’
54

C{5.3), ' =5 5(n* +6° | =(Sn+18-6n] i m =3 m=-12 1 :a+2y-6=0 1 1 2x+ y-12=0,
x4 2%+ 5 =10} Udbfzinr: Shknsji barazimet e tangjentave 1 térhequea pref pikis P. Zgiidhe
sistemin & harazimeve: oo barazim | tangjentis me vijEn methars, nifpér pikat « fitwara gF jni zgjidhje 2
gistemit shkruaje barazimin 2 drejtEzEs

@ X4y +dx-2y-20 =0 dhe {.1.-—4Bf + [\_'."-I}e =35, Uiethériar, Zgjidhe sstemin ¢ bara-




dmeve r'{3' +4° )= (3p-4+35) dhe r*i4* +3%) = (4p +3-20)",

2p+g =i
'@ [:—If+[y+z}’ =16, Uabdedm. Zpjidhe sistemin ¢ harazimeve .-’-25:(4,;—3.;+mf_
r 2= (dp—3g—30)

@@n]u, tpy m5a-p+ 5= it dy- 19=0c)p=-d, g=0,r =15,
ax+3y+41=0. (o (1437 +(y-1) = 20, (#=1) =4 y—1=42, T(1L3).
e+ y-5=0 b} T(-3-1), Ie+y+i0=00 @ ap T {L3), 4, 2x+y-5=0 T, (1.1},

Bk _ 241 _ 4
2y—y=3=1) b = L= arci .' Direjtézn & prend
N Yk Dveldy, AT E s

vijén rrethore né pikar: A(-5,00), B({7,4).8 1 70—y +35=0} b tx+ y—11=10, Tangjcnaz

priten né C(-3,14). P, =97,5. (5)) Pikepreriet jané A(5, 0), 803, 4), tangents
jund x=5dhe 3x+4y-25,¢=143° (B) A@.~1).r:x42y=0,
il 1.1 (@) 0 A(2, 2), B(2, -2); b) Nuk kank pika 1§
g = FrE e 2 2 =]1P=..1,j':'_ pirhinchlkofa; cp preken né pikién [4, T),
Ik & 1 _J] (&) a) 30° b) 60°. Diabiieim: kéndli noérmje dy
3 2 vijave rrethore £shté kiindi ndérmijet tangjensave
bE tyTe b8 HErhegura ! pikdprerjed.

8, fig 11
Jané dhind FF, F, dhe pika M. Grafikisht 2 cakiomé bodbtin ¢ madh 2a = AA, =r, +r,. Komstrukiogms
tredindish kénddrejsd me katete o dhe hipolenuzs 0. Katetn e dyi@ Ssheé giysmiboskn b fig 11,

i £l
@ v Gt VP o= vien T=E"=“E' i

b =a'-o! B =9-5=4 c}%+£=l @) F2443.0), e= ,;.+ :

W S 5 —-utns a =B yijon b= 23 - 288 = 0, b =32, o' =50 f_ﬂ+32 1

&) w1 267 4357 = 35; b) 4927 100y = 4000, (B) B+2=10=20,8-2=6=2r;a=5;
=3 bh=4; 16+ 25 =400, (7 Pilen A Eshei né elipse, B shid nE elipst, C jashie elipsés dhe
BshiE ng elipsE. . (B Sx-40y-T72=0, x- E 18 Té dy elipsat jani

fakale it fokusst u puthiten, Barazimi i elipsés s& kérkoar 8shé 'rg‘= 1.

i‘l"‘



i
M0} — i = 1
G 16 25

@'@a!ﬁcj elipss vijon o = 40, b = 24, prej drejtézés vijon k =—1, n=8. Prej kushtit
gk’ e —nt =40 (-1) +24-8° =0, vijon se drejiéza e prek elipsén.

b dregléza e pr:fr!:lip-sh i drejiza dhe el ipsa kane pika & pérbashkéin,

O ay (3.-3); ( } b drejiéza dhe elipsa mak kan® pika o pérhashicéta,
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viin 20 (=1} +5-n* =0, 25-n' >0, ne(-5.5% B ok +b* —n' =0, n=23
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[_D 90" Lighdrim: Shkrunji bararimet ¢ 1 dy tangjentave 1 térhequrn prej pikés M.

@j Prej elipsésa” =30, b* = 24. Prej drejibzis £, =2 pra &, = k, = 2. Prej kushtit pér

prekie Al =@’k +b%; p' =302 + 24 =144, p=212 1 y=2x212,
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:r-—-:—.:i— I::I Prej 2+4y-10=0, y=2, pra M (2,2). Prej —5+—!~—l dhe
AT + BB =7, vijon @ =160° =100. Zgjidhja e sistemit 8shté a® = 20, b* = 5. Barazimie
clipsts Bshi ©* +4y® = 20, mjmm a' A’ + '8 = C7 vijon
&+ =6ddhea’ +9 =256  Zgjidhja Esheda’ =40, b = 24, kurse barazimi 1 elipaés
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) Bararimi | kéirkuar Eshbd normalje = elipsgs né pikén prekéss. Narmalja o elipsés éehits drojidz ¢
elipsés q& knlon népsr pikén ¢ dbéné € elipsds, por Eshté normale né magjentin ¢ ehipsds né pikén. Pika

prekise gshts T'(-5,2). Prej tangjent®s vijon k, = %‘ kurse pre| kushsit pér dreitiza normale
vijon k, =_i‘lr ie k, =-2, pm



n:y=y =k (r=x ) y-2=-2(x+5); 2x+y+8=0. () A(4.-1), B{2.2).
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(3) a1 ¥ =dx b) p' =-2z c} ¥’ =-l8x Prej ' =18 vijon 2p =18, p =9.
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E [?U]. .-:=—E_ @I Prej 6 =9 vipn x =4, pra H[d,ﬁ-], F[I,ﬂ]_
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'H"F:,H—i] w*u%. (6) Letzje M (x,, v, ) piké prej srabollés 3 =16z, vijon
v =16, F(4.0), pra 137 = (x,~4) +57; 169=x" -8 +16+16x;

© +8x —153=0. 5, =9, 5 =-17, Pl x=9, y" =169, y =112 A(9.12), B{9.~12).Pér
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i

!
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@ Prej kushzit vijon se kislmet e bazss gk irekéndéshis
barakrahas jand A(4, 3), B(4, -3} ose 4 (-4, 3), B (-4,

«3), fig.12 Parshollatjané ' = 3, s

. 9
Y = =—
» fig. 12
(10) Letz jont A(x, ) dbe Bix, -y, kulmet ¢ bazes s AAOR, sithere AB = 23, sshig
g hy
brinja = trekéndbshin, Preg Od = 1,|.1',= + 3',: =2, wijon 'ﬁf 5.3

by =4y dhe 37 =6x' dmth, 7 —18x, = 0ose 1, =18

dhe p, = Dose y, = 108 = 2643, Koondinatat e kulmeve

t€ rekEndéshit jant 0 (0,0), A(18.64/3 ), B(15.643) A=)
Brinjs & trekéndéshit @ =63+ 643 = 1243, kurse, fig 13

5 =g£iM=!{IB-E. fig. 13.

1 4
@(’E o) A(4,-4). B(1,2); by A(3-4), B[E'_EJ (Z) Prej kuahtin B =24.C
vijon 10-2* =2-5-m n=d4.  (Flap t:y-8=k(x-6). y=ke—6k+8. Prej p=2kn,
S d e vipom y=a+l Lo r=3p4l8=0(
@ aji: y+d=k(x+2) y=kx+2k -2
Prej p=2km 8=20(2E~2), B=ak’ -4k, k' -k-2=0 k=2, b =—L f:p=2x+2;
L y==x=4; bT1" @' ) p=3x+k by x=2y+12 = cjose r-3Iy+2T=10.

@ Hormalja e parabollés éshiE drejiéz e cila kalon npér piken e dhéné prej
parabolllgs dhe normales nE tnngjentén ¢ parabollés né ait pike.

3 2 2
teyw =platn)it:da+2y+3=0, & =z k- H;_‘p+3n.i{_:;_j}_-

n:2x=3y=11=0
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